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 :مقجمة
مسية الحجيثة، فيي تقشيات تسكغ مغ التعبيخ عغ الأساليب الإحرائية ليا مكانة ىامة في الجراسات الع

تعكذ العلاقات  البيانات الخامة لمطػاىخ والأنذصة وتحػيميا إلي نساذج وعلاقات رياضية بيغ عجة متغيخات
وىحه التقشيات ليا دور كبيخ في العمػم . كسا ىي مػجػدة في الػاقع الستذابكة بيغ ىحه الطػاىخ والأنذصة

الطػاىخ الاقترادية التي يحكسيا عجم اليقيغ و اعية عامة، حيث تسكغ مغ نسحجة الاقترادية والاجتس
التعبيخ عشيا بذكل مبدط كقػانيغ وعلاقات محتسمة الحجوث تحت شخوط معيشة. وىحا يعصي صػرة واضحة 

 أفزل القخارات .عغ أي نذاط إقترادي ويداعج عمى إتخاذ 
لأساسية لمتػزيعات الإحتسالية الذائعة الإستخجام في العمػم اليجف مغ ىحه السصبػعة ىػ تقجيع القػانيغ ا

الاقترادية والتجارية وعمػم الإدارة، وتقجيع كيفية عسل إستشتاجات وإستخخاج العلاقات بيغ الستغيخات 
 ودوال الكثافة ...العذػائية ومسيداتيا الأساسية، كالعدوم ودوال الإحتسال 

 السصبػعة مقدسة إلي أربعة فرػل :
لفرل الأول عبارة عغ فرل تسييجي لمتحكيخ بحداب الإحتسالات وتعخيف الستغيخات العذػائية ومسيدات ا

 العجدية .
الفرل الثاني يتشاول التػزيعات الإحتسالية الستقصعة الخاصة بالطػاىخ أو الستغيخات العذػائية التي يسكغ 

أو ضاىخة بخنػلي، تػزيع  دوال بديصة، كتػزيعالتعبيخ عشيا بأعجاد صحيحة. ىحه التػزيعات تتسيد بإستخجام 
 ثشائي  الحجيغ، تػزيع بػاسػن ... 

الفرل الثالث يتشاول التػزيعات الإحتسالية السدتسخة أي قػانيغ الستغيخات العذػائية التي تأخح عادة قيع 
ذخ ... ىحه م دوال مدتسخة، كالتػزيع الصبيعي، تػزيع ستػدنت، تػزيع فياأعجاد حكيكية وتتسيد بإستخج

 التػزيعات تتصمب الإلسام الجيج بالجوال و التحػيلات الخياضية كالإشتقاق والتفاضل ...
يذسل الستغيخات العذػائية الثشائية ودواليا ذات بعجيغ أي تحتػي عمى متغيخييغ عذػائييغ، الفرل الخابع 

 لحجية والذخشية .مثل دالة الإحتسال السذتخك، دالة التػزيع الثشائية، ودوال الإحتسال ا
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 الفرل الأول:الإحتمال و المتغيرات العذهائية:

 :العذهائية ثالإحتمال و الحهادمفههم  (1
 Experiment of chance  :التجربة العذهائية (1-1

ىي كل عسمية نعمع مدبقا كل الشتائج السسكشة ليا، لكغ لاندتصيع أن نحجد الشتيجة التي سػف تطيخ في 
 .لسسكشة، نتيجة تطيخ عغ شخيق الحظ الشتائج ا مغ بيغ جسيعة ليا تجخبىي محاولة معيشة. أي 

فزاء  . S، ويخمد ليا  Sample Space  مجسػعة الشتائج السسكشة لتجخبة عذػائية تدسي فزاء العيشة
 . …a,b,c,dيحه العشاصخ عادة بالخمػز :    عشرخ )نتيجة مسكشة(، ويخمد ل nالعيشة يتكػن مغ 

  مثل:
 . S= { p, f }فزاء العيشة :   . f، وجو  p، الشتائج السسكشة : ضيخ رمي قصعة نقػد

 . S= { 1,2,3,4,5,6 }  :  أو فزاء العيشة رمي حجخ نخد، الشتائج السسكشة

 Event  الحجث: (1-2

    . …A,B,C : فزاء العيشة، ويخمد ليا عادة بالخمػز  ىي كل مجسػعة جدئية مغث الحجث أو الحػاد
 مثل:

 . A={ f }عشج رمي قصعة الشقػد :   fحجث ضيػر وجو 
 . A={ 2,4,6 }حجث ضيػر رقع زوجي عشج رمي حجخ الشخد :  

 مى عشرخ واحج فقط، تدسي حجث بديط )إبتجائي(.: إذا كانت السجسػعة الجدئية تحتػي عالحجث البديط
)نتيجة  يشة: إذا كانت السجسػعة الجدئية تحتػي عمى عشاصخ لاتشتسي إلي فزاء العالحجث السدتحيل

 ، تدسي حجث مدتحيل.غيخ مسكشة(
عشاصخ  الحي يذسل مجسػعة حجثال،ىػ  Ā ويخمد لو ، Aحجث مالحجث السكسل ل  الحجث السكسل:

 . Aالتي لاتشتسي إلي الحجث فزاء العيشة 
 متشافييغ إذا كان وقػع أحجىسا يشفي أو يسشع وقػع الأخخ.  A , Bيكػن حجثيغ    ث الستشافية:الحػاد

 مدتقميغ إذا كان وقػع أحجىسا لايؤثخ عمى وقػع الأخخ.  A , Bيكػن حجثيغ    حػادث السدتقمة:ال
 أو Aالتي تشتسي إلي  ىػ حجث يتكػن مغ العشاصخ  A⋃Bو يخمد لو    A, B: إتحاد حجثيغ  الإتحاد
 جثيغ عمى الأقل .أو كمييسا ، ويعشي وقػع أحج الح B تشتسي إلي
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و  Aىػ حجث يتكػن مغ العشاصخ التي تشتسي إلي   A⋂Bو يخمد لو    A, B : تقاشع حجثيغ التقاشع
 عشي وقػع الحجثيغ معا .، أي العشاصخ السذتخكة و ي Bتشتسي إلي 

  :1مثال
 ،      +       *      : رقع زوجي رمي حجخ نخد ، الحجث

 ،     +       *     : 4رقع أكبخ أو يداوي  الحجث
   +     *          ث:الحػاد يسكغ تحجيج

   ⋃  *       +   
   ⋂  *   +    

 Probability  :الإحتمال (1-3
 إحتمال عنرر وإحتمال حجث: (1-3-1

 .  n/1ىػ :     a ، فإن إحتسال عشرخ عشرخ nفزاء عيشة يحتػي عمى   Sإذا كان 
  ، أي :  k/nىػ:    Aعشرخ، فإن إحتسال الحجث    kيحتػي عمى  Aإذا كان حجث  و

 . S، عمى عجد الصخق التي يقع فييا فزاء العيشة   Aتي يسكغ أن يقع بيا الحجث عجد الصخق ال
 وىحا ىػ التعخيف التقميجي للإحتسال : عجد الحالات السلائسة عمى عجد الحالات السسكشة )الكمية( .

 تعخيف:
 S={ a1 , a2 ,….an }عشرخ :       n عيشة مشتيى ويحتػي عمى فزاء Sإذاكان 

 :ويدسي إحتسال ىحا العشرخ،بحيث يحقق الذخشيغ  aiلمعشرخ    p(ai ) يغ عجد حكيقيفإنو يسكغ تعي
(  )      أ(                

∑   ب(       (  )
 
        

  1 . عمى أنو مجسػع إحتسالات العشاصخ السكػنة لو  Aويعخف إحتسال أي حجث 
، فإنو يخافق كل  Sث السعخفة عمى مجسػعة الحػاد  ∪(S)فزاء عيشة لتجخبة عذػائية، و لتكغ    Sليكغ 

، بحيث يحقق السدمسات  Aيدسي إحتسال الحجث   p(A) ∊ [ 0,1 ]عجد معيغ     A ∊ ∪(S) حجث  
 التالية :

( )     ، فإن الإحتسال :    A ⊂ Sإذا كانت       أ(            ( )            

                                  
1
 . 5. ص 1991ت في الىظريت الإحصائيت.عمادة شؤون المكتباث،جامعت الملك صعود الرياض أحمذ عودة، مقذم   
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( )     إحتسال :  ب(          
 :أحجاث متشافية ، فإن إحتسال،      (          )   :حيث  Ai  إذاكانت  ( ج

    (∪   )  ∑  (  )     
 2 إثبات الشتائج التالية: مغ السدمسات الدابقة يسكغ

(⌀)   فإن : )حجث مدتحيل(  مجسػعة خالية  ⌀ :  إذاكانت 1نتيجة          

( )    : ، فإن A مكسل الحجث  Ā:  إذاكان 2نتيجة     ( )     
( )    ، فإن :  A ⊂ B  إذاكان:  3نتيجة   ( )      

( ⋃ )    حجثيغ ، فإن :  A , Bإذاكان  :  4نتيجة   ( )   ( )   ( ⋂ )        
 قاعجة جسع الإحتسالات:

 مغ العلاقات الدابقة يسكغ أن نجج:       
∪ )     متشافييغ:      A ,B إذا كان   )   ( )   ( )   
   :2مثال

 ،   B={ 3,4,5,6 }الحجث:    ،  A={ 2,4,6 }رمي حجخ نخد، الحجث:   
( )         نحدب الإحتسالات:  

 

 
          ( )  

 

 
    

   ( )     ( )     

 
 
 

 
    

   ( ⋃ )   ( )   ( )   ( ⋂ )   

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
                         

  Conditional Probability  الإحتمال الذرطي: (1-3-2

، ويعخف  p(A/B)،يدسي الإحتسال الذخشي ويخمد لو   B بذخط وقػع الحجث A إحتسال وقػع الحجث
 كسا يمي:
 : Bحجوث  ذخطب A الحجث ، فإن إحتسال  p(B)≠0:   حجثيغ في فزاء عيشة ، وكان  A , B إذا كان

     (   )   (   )

 ( )
   

 قاعجة ضخب الإحتسالات:
( ⋂ )         مغ العلاقة الدابقة يسكغ أن نجج :   ( )   (   )                 

( ⋂ )                          أو أيزا :   ( )   (   )                      

                                  
2
 وفش المرجع، وفش الصفحت .   
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 : 3مثال
 مغ الشداء بصاليغ.  %5مغ الخجال و ندبة    %3 ندبة  ،نداء  %52 رجال و  %48 مجتسع مكػن مغ

 شخز بصال . Cامخأة ، الحجث  Fرجل ، الحجث  Hنأخح شخز واحج عذػائيا ، الحجث 
 _إحتسال أن الذخز بصال : بصال وىػ رجل + بصال وىػ إمخأة :

   ( )   ( )   (  ⁄ )   ( )   (  ⁄ )   
                                

   أن الذخز رجل عمسا أنو بصال :   _إحتسال
   (   )   (   )

 ( )
 
 ( )  (  ⁄ )

 ( )
 
         

      
           

 Independent Events  :الحهادث المدتقلة (1-3-3

 يكػن حجثيغ مدتقميغ إذا كان إحتسال حجوث أحجىسا لا يتأثخ بحجوث الأخخ .
 ،   Bلايتأثخ بحجوث   Aحجثيغ مدتقميغ، إحتسال حجوث   A , Bإذاكان  
⁄  )     أي : )   ( )      

(   )        :في ىحه الحالة يكػن    ( )   ( )         

  3 .حجثيغ لإستقلالوىحه العلاقة ىي التعخيف الخياضي 
  :4مثال

رقع فخدي في السحاولة الثانية،  Bحجث في السحاولة الأولى، ال 5رقع  Aالحجث ، نخمي حجخ نخد مختيغ
( )        إحتسال كل حجث :  

 

 
          ( )  

 

 
       

( )     )      الحجثيغ مدتقميغ :    ( )  
 

 
 
 

 
 

 

  
       

 

 :المتغيرات العذهائية (2

 Random Variable  :المتغير العذهائي

قيع في مجال معيغ بصخيقة غيخ مشتطسة )عذػائية( ، فإذا أخح قيسة ما  الستغيخ العذػائي ىػ متغيخ يأخح
في لحطة ما فلا يسكششا أن نعخف مدبقا الكيسة التي سػف يأخحىا فيسا بعج . عكذ الستغيخ العادي الحي 

                                  
3
  Khaldi khaled, Probabilités :rappels de cours et exercices corrigés. OPU alger 1999. P 10.    
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يتغيخ بذكل مشتطع )في مجال يحتػي عمى قيع مسشػحة مدبقا( مغ قيسة إلي قيسة أخخي، فإذا مخ بكيسة ما 
 ما لغ يعػد ليأخحىا مخة ثانية . لحطةفي 

 :تعريف
، عجدا    a : a ∊ S التي تخفق بكل عشرخ  X، ندسي الجالة  Sلتكغ تجخبة عذػائية مع فزاء عيشة  

 4 .متغيخ عذػائي   x=X(a)تدسي ،  حكيكيا واحجا و واحجا فقط
𝒜فزاء الستغيخ العذػائي ىػ:      *        ( )      +    

 Discrete Random Variables :تغيرات العذهائية المتقطعةالم (2-1

 ىػ متغيخ قيسو السسكشة تكػن عمى شكل نقاط أو قيع مشفرمة . X  متقصعمتغيخ عذػائي 

 :الإحتمال قانهن  (2-1-1

                       قيسة مسكشة :  nلو   Xليكغ متغيخ عذػائي متقصع  
(    )      قق بإحتسال خاص :الحػادث يتح كل حجث مغ ىحه                            

  ،  pi و الإحتسالات السخافقة ليا   Xالعلاقة التي تخبط بيغ الكيع السسكشة لمستغيخ  قانػن الإحتسال ىػ
 شكل ججول : عمى 

X Pr(X=xi) 

x1 p1 

x2 p2 

… … 

xn pn 

 1 

( )     : حتسالأو عمى شكل دالة تدسي دالة الإ    (    )      
 :تحقق الذخشيغ   Probability Function  دالة الإحتسال

( )           :  Xلكل قيع     (أ           
∑      مجسػع الإحتسالات :  (ب  (  )

 
               

   :4مثال
 ( ،1، ضيخ 1)وجو ات ضيػر وجومخ  ىػ عجد Xنخمي قصعة نقػد مختيغ ، الستغيخ العذػائي 

    (    ) (    ) (    ) (    )الشتائج السسكشة:     

                                  
4
 Idem, p38. 
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                  :قيع الستغيخ العذػائي
 قيع دالة الإحتسال:

   ( )    (   )   

 
   

   ( )    (   )   

 
 
 

 
 
 

 
   

   ( )    (   )   

 
     

 Distribution Function  : دالة التهزيع (2-1-2

ىي الجالة التي   Cumulative Probability Functionدالة التػزيع أو دالة الإحتسال التجسيعي  
 ،  xkقيسة يأخحىا  نقصة أو أية عشج X تعصيشا إحتسال

                 الكيع:       يأخح  Xليكغ متغيخ عذػائي متقصع  
 الذكل:دالة التػزيع تعخف ب

     (  )    (    )  ∑  (  )
 
                      

  xk . 5أي دالة تخاكسية تعصيشا مجسػع الإحتسالات إلي غاية الكيسة  
 دالة التػزيع : ، فإن  xk = a  إذا وضعشا

     ( )    (   )   (  )   (  )     ( )   
      (   )      (   )     ( )   

    -      ,                       بحيث :  X الستغيخ مغ مجال قيع  a , bلتكغ  
      (     )    (   )    (   )   ( )   ( )   

 خػاص:
(  )    : دالة التػزيع متدايجة°    1   (    )        
     ,          ,   : جدئي دالة التػزيع ثابتة عشج أية نقصة أو مجال °   2
   xkدالة التػزيع مدتسخة عمى يسيغ كل نقصة  °    3
( )   دالة التػزيع محرػرة بيغ :  °    4       

( )           أي :                           ( )             
   :5المث

 X = 0, 1, 2 :ىػ عجد مخات ضيػر وجو Xالستغيخ العذػائي السثال الدابق، رمي قصعة نقػد مختيغ،

                                  
5
 . 116. ص  2004مح داود. الطبعت الخامضت الذار الذوليت، القاهرة يمور ليبضشتز، الإحتمالاث. ترجمت صاص  
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 :تالإحتسالا نحدب
   ( )    (   )   ( )   

 
   

   ( )    (   )   ( )   ( )   

 
 
 

 
 
 

 
     

   ( )    (   )   ( )   ( )   ( )   

 
 
 

 
 
 

 
           

 

 Random Variables Continuous  :المتغيرات العذهائية المدتمرة (2-2

 مغ الكيع السدتسخة، قج تكػن  ىػ متغيخ قيسو السسكشة تكػن عمى شكل مجالات Xمتغيخ عذػائي مدتسخ 
 محجودة أو غيخ محجودة . 

 Probability Density Function  دالة الكثافة الإحتمالية: (2-2-1

 .  ]∞+ , ∞-[ أو غيخ محجود:  [ x1 , xn ]معخف عمى مجال محجود: X تسخليكغ متغيخ عذػائي مد
  ، التي تحقق الذخوط :  f(X) الجالة   Xندسي دالة كثافة إحتسالية لمستغيخ 

( ) :       دالة غيخ سالبة       (أ      

 .   ، ماعجا لعجد محجود مغ الشقاط ℝ دالة مدتسخة عمى     (ب
∫:       يداوي واحج  ة عمى كل السجالالجال تكامل     (ج  ( )

  

  
         

 
مشحشي دالة الكثافة مدتسخ، كل نقصة عمى السشحشي تسثل إرتفاع السشحشي عشج فئة أو مجال جدئي مغ 

أو مداحة  الإحتسال بتكامل محجود انيحجد تفاع و السجال الجدئي، ىحا الإر السدتسخ مجال تعخيف الستغيخ
 جالة الكثافةل ىػ مداحة أو تكامل محجود جال جدئيمل عشج . إذن الإحتسا ي دالة الكثافةتحت مشحش

 ية ، أما الإحتسال عشج نقصة أو قيسة واحجة فيػ صفخ )لاتػجج مداحة( .الإحتسال
     الإحتسال عمى السجال الكمي لمستغيخ السدتسخ ،ىػ السداحة الكمية تحت مشحشي دالة الكثافة وتداوي واحج.

 :6مثال
 معخف بجالة الكثافة الإحتسالية :   xمتغيخ مدتسخ 

     ( )  { (   )               
                         

     

 ىحه الجالة تحقق الذخوط :
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(   )             غيخ سالبة :  مدتسخة و _دالة                ∊ ,      -    
∫  _التكامل السحجود :         (   )

 

 
    ,     - 

            

 Distribution Function  دالة التهزيع: (2-2-2

   . Xدالة التػزيع أو دالة الإحتسال التجسيعي ىي الجالة التي تعصيشا الإحتسال عمى أي مجال يتغيخ فيو 
   ]∞+ , ∞-[ود: أو غيخ محج  [ x1 , xn ]معخف عمى مجال محجود: Xليكغ متغيخ عذػائي مدتسخ 
 دالة التػزيع تعخف بالذكل:

    ( )    (   )  ∫  ( )
 

  
       

 .  xدالة التػزيع تخاكسية مغ أول قيسة لسجال تعخيف الستغيخ السدتسخ إلي غاية قيسة معيشة 
 ىحه الجالة تحقق :

      (  )      
      (  )      

 ، دالة التػزيع :  x=aإذا وضعشا  
    ( )    (   )  ∫  ( )

 

  
    , ( )-  

   ( )      
    ]∞+ , ∞-[ ∍ a ≤ b  ,    a,b بحيث :       a , bلتكغ  

     (     )  ∫  ( )
 

 
   , ( )- 

   ( )   ( )    
 و أيزا :

     (     )   ( )   ( )   
 ة واحجة:الإحتسال عشج نقص

     (   )    (     )   , ( )-    ( )   ( )        
 خػاص:

( )    : دالة التػزيع متدايجة°    1   ( )                    
 . ℝالتػزيع مدتسخة عمى   دالة°    2
( )  دالة قابمة للإشتقاق و السذتقة :         3

  
   ( )   ( )   

( )      دالة التػزيع محرػرة بيغ :°    4          
( )                  أي:                          ( )         
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 :7مثال
 :  xدالة الكثافة الإحتسالية لمستغيخ السدتسخ  السثال الدابق،

    ( )  { (   )            
                      

   

 دالة التػزيع :
   ( )  ∫  ( )

 

  
   ∫ (    )

 

  
   ,     -  

          
 :بالذكل وتكتب

    ( )  {
                         

(     )            
                       

    

 الإحتسالات: 
    . 

 
/    .  

 

 
/    

 

 
 
 

 
   

     . 
 
    /   ( )   .

 

 
/  

 

 
   

 

 :)العزوم( المميزات العجدية للمتغيرات العذهائية (3

م لتحجيج الستػسصات ة ، تدتخجالعذػائي اتمسيدات عجدية لمستغيخ  خرائز أو ىي  Moments  العدوم
  .لػصف التػزيعات الإحتسالية سيةتعتبخ أدلة رق أنيا تفخشح ، كساالإلتػاء و ال ،وقياس التذتت

 العزوم الإبتجائية و العزوم المركزية: (3-1
 عزوم الإبتجائية:ال (3-1-1

 .  Moments around the originعدوم حػل الرفخ تدسي عدوم إبتجائية أو 
  تعخيف:

 6 بالعلاقة التالية:  Xحػل الرفخ، لستغيخ عذػائي   rيعخف العدم مغ الختبة 
 )                  متغيخ متقصع:

 )  ∑    ( )    
 )          :      متغيخ مدتسخ

 )  ∫     ( )   
  

  
    

 

                                  
6
  Khaldi khaled, probabilités. Op-cit, p 42. 
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 كغ تعخيف عجد لانيائي مغ العدوم :بإستخجام ىحه العلاقات يس
 )     ، فإن :         r=0إذا كان 

 )  ∑ ( )      
 يداوي واحج.  1مغ الختبة  لإبتجائيا أي أن العدم

( )                  ، فإن :  r=1إذا كان    ∑   ( )      
 ىػ الكيسة الستػقعة أو الكيسة الستػسصة.  1أي أن العدم الإبتجائي مغ الختبة  

 )             :2العدم الإبتجائي مغ الختبة  ،  r=2إذاكان  
 )  ∑    ( )    

 . لستغيخ السدتسخىحه الحالات تشصبق أيزا عمى ا و...  

 عزوم المركزية:ال (3-1-2

العدوم السخكدية تكػن حػل قيسة مخكدية )متػسط ، وسيط ...(، إذا كانت العدوم حػل الكيسة الستػسصة 
 . Moments around the meanتدسي عدوم حػل الستػسط   

 تعخيف:
 بالعلاقة التالية:  X، لستغيخ عذػائي حػل الستػسط  rختبة مغ ال السخكدي  يعخف العدم

(   ),     متغيخ متقصع:             
 -  ∑(   )   ( )    

(   ),     متغيخ مدتسخ:           
 -  ∫ (   )   ( )   

  

  
    

 نيائي مغ العدوم السخكدية :عجد لابإستخجام ىحه العلاقات يسكغ تعخيف 
(   )     ، فإن :         r=1إذا كان   ∑(   )   ( )      

 .ىػ مجسػع الإنحخافات عغ الستػسط ويداوي صفخ 1السخكدي مغ الختبة  أي أن العدم
(   ),     ، فإن :               r=2إذا كان  

 -  ∑(   )   ( )       
 .تبايغىػ ال حػل الستػسط 2أي أن العدم السخكدي مغ الختبة 

(   ),     :   3مغ الختبة  العدم السخكدي ،  r=3إذاكان  
 -  ∑(   )   ( )    

 بالشدبة لمستغيخ السدتسخ . ...  وكحلظ

 تطبيقات على العزوم: (3-1-3
 Skewness Coefficient  معامل الإلتهاء: -

السشػال. التػزيعات  يداوي  ،يداوي الػسيط: الستػسط مثل التػزيع الصبيعي يكػن فيو تشاضخالتػزيع الس
 غيخ الستشاضخة تكػن إما مػجبة الإلتػاء أو سالبة الإلتػاء.
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نحخاف ، مقدػما عمى الإ 3يداوي العدم السخكدي مغ الختبة   γ1ويخمد لو   ،للإلتػاء  Fisher معامل فيذخ
 : 3ػة السعياري مخفػعا لمق

          ⁄    

  γ1 = 0    تػزيع متشاضخ

 γ1 < 0، تػزيع سالب الإلتػاء       γ1 > 0تػزيع مػجب الإلتػاء  

 Kurtosis Coefficient  معامل التفرطح: -

، فإن التػزيع يكػن عمى شكل جخسالحي يكػن فيو السشحشي متشاضخ و  مقارنة بالتػزيع الصبيعي السعتجل
 . ا )مشبدط(أكثخ تفخشح قل تفخشحا )مجبب( ، أوأ إما

، مقدػما عمى الإنحخاف السعياري مخفػعا  4يداوي العدم السخكدي مغ الختبة   γ2ويخمد لو   معامل التفخشح
 7 : 3، ىحه الشدبة مصخوحا مشيا  4لمقػة 

        

  
     

 0γ = 2تػزيع شبيعي معتجل    

 γ2 < 0، تػزيع متفخشح )تذتت كبيخ(       γ2 > 0   ضعيف(  تػزيع مجبب )تذتت

 

 Expected Value  :القيمة المتهقعة (3-2

 تعخيف :
وىي تجل عمى  ، 1ىي العدم الإبتجائي مغ الختبة   Xلستغيخ عذػائي  الكيسة الستػقعة أو التػقع الخياضي

 متػسط قيع الستغيخ .
( ) متغيخ متقصع :          ∑   ( )   
( ) متغيخ مدتسخ :        ∫    ( )  

  

  
   

 ، فإن الكيسة الستػقعة ليحه الجالة : X  مستغيخدالة ل  g(X)إذا كانت 
 X      : متقصع , ( )-  ∑ ( )   ( )  
 X      : مدتسخ , ( )-  ∫  ( )   ( )    

  

  
 

                                  
7
 . 143. ص  2004موراى شبيغل، الإحصاء. ترجمت شعبان عبذ الحميذ. الطبعت الضابعت الذار الذوليت القاهرة   
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 خهاص:

 ثابت، التػقع ىػ :  aإذا كان  (1

   ( )      
 البخىان :

   ( )  ∑   ( )    ∑ ( )      
 ، التػقع ىػ: Xلمستغيخ    aافة ثابت ضإ (2

   (   )   ( )      
 البخىان :

   (   )  ∑(   )   ( )  ∑   ( )  ∑   ( )   ( )      
 ، التػقع ىػ: Xبالستغيخ   aضخب ثابت  (3

   (  )     ( )   
 البخىان :

   (  )  ∑(   )   ( )    ∑   ( )     ( )    
 متغيخيغ، تػقع السجسػع ىػ :  X , Y  إذاكان (4

   (   )   ( )   ( )   
 البخىان :

   (   )  ∑(   )   (   )  ∑   ( )  ∑   ( )   ( )   ( )  
 بخىان أن تػقع الفخق ىػ:بشفذ الصخيقة يسكغ ال

   (   )   ( )   ( )    
 متغيخيغ مدتقمييغ، تػقع الججاء ىػ:  X , Yإذا كان   (5

   (   )   ( )   ( )   
 البخىان :

   (   )  ∑(   )   (   )  ∑   ( )  ∑   ( )   ( )   ( )    
 

 بإستخجام التكامل. البخىان يسكغ غيخ السدتسخ، وبشفذ الصخيقةىحه الخػاص تشصبق أيزا عمى حالة الست
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 Variance  التباين: (3-3

 تعخيف :
وىػ يجل عمى التذتت أو  ، 2مغ الختبة  ىػ العدم السخكدي حػل الستػسط  Xمتغيخ عذػائي تبايغ 

 . عغ الستػسط قيع الستغيخ إبتعاد
( )              متغيخ متقصع :     ∑(   )   ( )    

( )         التبايغ بجلالة التػقع :     ,(   ) -   
( ) أو :          (  )  , ( )-  ∑    ( )       

( )        متغيخ مدتسخ :     ∫ (   )   ( )  
  

  
    
( )            8التبايغ بجلالة التػقع :    ,(   ) -   

( ) أو :           (  )  , ( )-  ∫   
  

  
  ( )        

 خهاص:

 ىػ : ثابت، التبايغ  aإذا كان  (1

   ( )      
 البخىان :

   ( )   (  )  , ( )-            
 ىػ: ، التبايغ Xلمستغيخ    aافة ثابت إض (2

   (   )   ( )   
 :البخىان 

   (   )   0((   )  (   )) 1   ,(       ) -  
 ,(   ) -   ( )    

 ىػ: ، التبايغ Xبالستغيخ   aضخب ثابت  (3

   (  )      ( )   
 البخىان :

   (  )   ,(     ) -   ,   (   ) -      ( )    

                                  
8
 Walder Masiéri, Statistique et calcul des probabilités. Edition Dalloz Paris 2001. P 323 . 
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 السجسػع ىػ : مدتقميغ، تبايغ يخيغمتغ  X , Yإذاكان    (4

   (   )   ( )   ( )   
 البخىان :

   (   )   ,(   ) -  , (   )-   ,         -  
, ( )   ( )-   (  )   (  )    (  )  ,, ( )-  , ( )-  

  ( ) ( )-   (  )   (  )    ( ) ( )  , ( )-  , ( )-  

  ( ) ( )   (  )  , ( )-   (  )  , ( )-    ( ) ( )  

  ( ) ( )   ( )   ( )    
(   )        : ىػ الفخق  وتبايغ   ( )   ( )   

 البخىان :
   (   )   ,(   ) -  , (   )-   ,         -  
, ( )   ( )-   (  )   (  )    (  )  ,, ( )-  , ( )-  

  ( ) ( )-   (  )  , ( )-   (  )  , ( )-    ( ) ( )  

  ( ) ( )   ( )   ( )   
 متغيخيغ مدتقميغ، تبايغ الججاء ىػ :  X , Yإذاكان    (5

   (   )   (  )  (  )  , ( )-  , ( )-    
 البخىان :

   (   )   ,(   ) -  , (   )-    ,     -  , ( )  ( )-     
               (  )  (  )  , ( )-  , ( )-     
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 تمارين الفرل الأول:

 :1تمرين
 ، %50 الأول سرشعالمغ ثلاثة مرانع حيث الحرز كالتالي:  امرجرى اتخدن فيو مشتجتػدع مدت
 .ندبة السشتجات التالفة في ىحه السرانع ىي عمى التػالي:   %20 السرشع الثالث ، %30 رشع الثانيالس

 أخح مشتػج عذػائيا مغ السدتػدع ؛.   2% , 3% , 5%
 _ماىػ إحتسال أن يكػن غيخ تالف؟1
 السشتػج غيخ تالف، ماىػ إحتسال أن يكػن مغ السرشع الأول ؟ ىحا إذا كان_2

 :2تمرين
. يصمق كل   1/10يريب في العادة بسعجل   ، قشاص ثاني  2/10قشاص أول يريب في العادة بسعجل  
 مشيسا شمقة عمى ىجف في آن واحج.

 _ماىػ إحتسال عجم إصابة اليجف؛1
 احجة؛_ماىػ إحتسال إصابة اليجف مخة و 2
 _ماىػ إحتسال إصابة اليجف مختيغ؟3
 تسال إصابتو مغ شخف القشاص الأول؟_عمسا أن اليجف أصيب مخة واحجة، ماىػ إح4

 :3تمرين
 :  Xليكغ التػزيع الإحتسالي لمستغيخ 

x f(x) 

1 1/4 

2 a 

3 1/4 

4 1/4 

 ؛ a_أوجج قيسة  1
 _أوجج تابع التػزيع؛2
 . V(X)  , E(X)   _أحدب3

  :4تمرين
نقاط ،  3يدجل  6نقصتيغ ، إذا كان الخقع  2يدجل  1لاعب يخمي حجخ نخد بحيث : إذا كان الخقع °(1

 .عبمتغيخ عذػائي يسثل نقاط اللا  Xيدجل نقصة واحجة. ليكغ  5إلي  2إذاكان الخقع مغ 
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 . V(X)  , E(X)، أحدب     X_أوجج ججول التػزيع الإحتسالي لمستغيخ 
متغيخ عذػائي   Yديشار. ليكغ  2ديشار، وعشجما يدجل نقصة يكدب  3دفع مدبقا  لشفخض أن اللاعب°(2

 يسثل ربح اللاعب.
 . V(Y)  , E(Y)_أوجج   
 :5تمرين

 الجالة:ب معخف xمتغيخ مدتسخ 

   ( )  {
 

  
           

                  
    

 ية؛دالة كثافة إحتسالىي _تأكج مغ أن ىحه الجالة 1
 أوجج دالة التػزيع؛_2
    (     )             (   )           : ت_أحدب الإحتسالا3

 :6تمرين
 : xلتكغ دالة الكثافة الإحتسالية لستغيخ مدتسخ 

   ( )  {    
            

                 
    

 ؛ a_أوجج قيسة  1
 _أوجج دالة التػزيع؛2
   )   لات:         _أحدب الإحتسا3

 
)             (   

 
)    

  ( )     ( ) _أحدب :      4
 

 :1حل التمرين
السشتػج مغ  A3السشتػج مغ السرشع الثاني، الحجث  A2الحجث  ،السشتػج مغ السرشع الأول A1 نخمد الحجث

 .السشتػج غيخ تالف B الحجث . نخمدالسرشع الثالث
 )الحرز(: كل مرشع تحتسالاإ

   (  )           (  )          (  )        
 :لتالف )الشدب( إحتسالات ا

 .  1.15،السرشع الثالث    1.13،السرشع الثاني    1.12السرشع الأول 
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 :إحتسالات غيخ تالف عمى التػالي
   (   ⁄ )                        (   ⁄ )                 
   (   ⁄ )                 

 :_إحتسال السشتػج غيخ تالف1
   ( )   (  )   (   ⁄ )   (  )   (   ⁄ )   (  )   (   ⁄ )   
                                     

 ؛الفإحتسال مغ السرشع الأول عمسا أنو غيخ ت_إحتسال شخشي: 2
   (   ⁄ )  

 (    )

 ( )
 
 (  )  (   ⁄ )

 ( )
 
        

    
          

   
 :2حل التمرين

.  2Ā،عجم إصابة    A2. نخمد إصابة القشاص الثاني   1Ā،عجم إصابة   A1نخمد إصابة القشاص الأول 
 . Bنخمد إصابة اليجف مخة واحجة 

 م إصابة اليجف:_إحتسال عج1
   ( ̅   ̅ )   ( ̅   ̅ )   ( ̅ )   ( ̅ )                 

 _إحتسال إصابة اليجف مخة واحجة:2
   ( )   (    ̅ )   ( ̅    )                          

 _إحتسال إصابة اليجف مختيغ:3
   (     )   (  )   (  )                 

 _إحتسال شخشي: إصابة القشاص الأول عمسا مخة واحجة؛4
   (   ⁄ )  

 (    )

 ( )
 
 (  )  (   ⁄ )

 ( )
 
 (  )  (    ̅ )

 ( )
 
 (  )  (  )  ( ̅ )

 ( )
   

              

    
 
     

    
          

 :3حل التمرين
x f(x) F(x) x.f(x) x².f(x) 

1 1/4 1/4 1/4 1/4 

2 a 2/4 2/4 4/4 

3 1/4 3/4 3/4 9/4 

4 1/4 1 4/4 16/4 

 1  E(x)=10/4 E(x²)=30/4 
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( ) ∑      _لجيشا :1           
 

 
               

 

 
    

( )                  يع:_تابع التػز 2            

                      ( )  {
              
                
            

       

                                   ( )           
( )       التػقع الخياضي: _3    ∑   ( )  

  

 
       

( )        التبايغ :           (  )     
  

 
 .

  

 
/
 
 
  

  
        

 :4حل التمرين
 : Xججول التػزيع الإحتسالي لمستغيخ (_1

 1/6نقاط ، الإحتسال   2:  1الخقع
 1/6نقاط ، الإحتسال   3:  6الخقع

 4/6نقصة ، الإحتسال   1: ( 2،3،4،5الخقع )
x F(x) x.f(x) X².f(x) 

1 4/6 4/6 4/6 

2 1/6 2/6 4/6 

3 1/6 3/6 9/6 

 1 E(x)=9/6 E(x²)=17/6 

 
( )        التػقع الخياضي:   ∑   ( )  

 

 
       

( ) التبايغ:          (  )  ( ( ))
 
 
  

 
 .

 

 
/
 
 

 

  
     

                 ، يتغيخ مع عجد الشقاط:  Yعب  لاربح ال(_2
 التػقع الخياضي:    

    ( )   (     )   (  )   ( )    ( )       
       

 
            

 التبايغ:       
    ( )   (     )   (  )   ( )    ( )      
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 :5حل التمرين
 _دالة كثافة إحتسالية:1

   ( )   

  
                    

  ∫  ( )   
 

 
     

  ∫  

  
     

 

 
 0

 

  
   1

 

 
 

 

  
          

 _دالة التػزيع:2

   ( )  ∫  ( )   
 

 
 ∫

 

  
     

 

 
 0

 

  
   1

 

 
 

 

  
       

   ( )  {
             

 

  
           

             

   

 حتسال:_الإ3
    (   )   ( )   

  
    

  

  
   

    (     )   ( )   ( )   

  
    

 

  
    

 

  
    

 
 :6حل التمرين

 _لجيشا دالة كثافة إحتسالية، يعشي:1
   ∫  ( )   

 

 
     

  ∫       
 

 
 0

 

 
   1

 

 
 
 

 
          

     

 
             

 وتكتب:

   ( )  {  
              

                
    

 _دالة التػزيع:2
   ( )  ∫  ( )   

 

 
 ∫       

 

 
 ,  - 

        

   ( )  {
              

           
              

   

 :تالإحتسالاحداب _3
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    .   

 
/   .

 

 
/  .

 

 
/
 
 
 

 
   

    .   

 
/     .

 

 
/    

  

  
 
  

  
    

 _حداب التػقع الخياضي و التبايغ:4
   ( )  ∫    ( )  

 

 
 ∫       

 

 
    

   0 
 
   1

 

 
 
 

 
    

   (  )  ∫     ( )  
 

 
 ∫       

 

 
     

   0 
 
   1

 

 
 
 

 
   

   ( )   (  )  , ( )-    
 
 .

 

 
/
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 الفرل الثاني:التهزيعات الإحتمالية المتقطعة:
قج تكػن ليا صيغ عامة معخوفة،  الستقصعة أو قػانيغ التػزيعات الإحتسالية الستقصعة التػزيعات الإحتسالية

الستقصعة التي تتبع قانػن  لستغيخات العذػائيةا حتسال.عمى شكل دالة إ حتسالي أوعمى شكل ججول تػزيع إ
 . الإحتسال دالةتحقق شخوط  معيغ

 أىسية سػاء مغ الشاحية الشطخية أو مغ الشاحية التصبيكية، ىي: التػزيعات الستقصعة التي ليا
تػزيع –التػزيع مافػق اليشجسي –التػزيع اليشجسي –زيع ثشائي الحجيغ تػ –تػزيع بخنػلي –التػزيع السشتطع -

 بػاسػن .

    Ư(n) Uniform Distribution  التهزيع المنتظم المتقطع: (1

التػزيع السشتطع تػزيع إحتسالي بديط يلائع الطػاىخ التي تكػن فييا جسيع قيع الستغيخ الستقصع ليا 
 إحتسالات متداوية .

 x=1 2, 3, 4,,  6,5الشخد، الستغيخ العذػائي الخقع الحي يطيخ :       نخمي حجخ  :1مثال

 .  1/6كل رقع لو إحتسال  

 :قانهن التهزيع (1-1

( )  معصي بالجالة :                   ⁄                              

 عجد الكيع التي يأخحىا الستغيخ العذػائي .  nحيث 
   ( )               و نكتب:

 القيمة المتهقعة: (1-2

  لستغيخ مشتطع:              الكيسة الستػقعة
   

 
   

 التباين: (1-3

   التبايغ:                        
    

  
   

   :2مثال
 x=1,2,3,4أشخاص، الستغيخ العذػائي رقع الذخز :   4نأخح عذػائيا شخز مغ بيغ 

 . 1/4كل شخز لو إحتسال  
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( )       ال:  دالة الإحتس  
 

 
    

( )           الكيسة الستػقعة:      ∑   ( )  
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
   

( )           التبايغ:      ∑    ( )     
 

 
 
 

 
 
 

 
 
  

 
 0

 

 
1
 
 
  

  
    

 

 Bernoulli  Ɓ(1,ρ)   تهزيع برنهلي: (2

 الي متقصع يلائع الطػاىخ التي تذسل عمى حجثيغ مسكشيغ فقط )نتيجتيغ فقط( :تػزيع إحتس
 . 1، والحجث الأخخ ندسيو فذل و يخمد لو  1حجث ندسيو نجاح ويخمد لو 

   q=1-ρ،  و إحتسال الفذل:    ρإحتسال الشجاح يخمد لو  
  ρ+q=1مجسػع الإحتسالات :  

  1، الشتيجة ضيخ: فذل   1ح رمي قصعة نقػد، الشتيجة وجو: نجا  :1مثال
   q=1/2، وإحتسال الفذل:   1/2ρ=إحتسال الشجاح:  

 1، عجم إصابة اليجف: فذل  1إشلاق شمقة عمى ىجف، إصابة اليجف: نجاح   :2مثال
  q= 0.2 ، وإحتسال الفذل      ρ= 0.8إحتسال الشجاح   

   قانهن التهزيع: (2-1

 معصي بالجالة :
   ( )      (   )   
                                                                          

 
  أو بالججول :

x f(x) 

1 ρ 

0 q 

 1 

    (    )             و نكتب:

 القيمة المتهقعة: (2-2

( )          تحدب بالعلاقة :  ∑   ( )      
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( )              وتداوي :               
 μ=ρ   :أي إحتسال الشجاح

 التباين: (2-3

( )           يحدب بالعلاقة :  ∑    ( )          
( ) ويداوي :                           (   )         

σفي إحتسال الفذل:    ججاء إحتسال الشجاح أي
2
=ρ.q  

   :3مثال
 . 1، ضيػر رقع أخخ فذل 1( نجاح 4لخقع )نخد، ندسي ضيػر انخمي حجخ 
 ،  q 5/6=، إحتسال الفذل    ρ 1/6=إحتسال الشجاح  
( ) و التبايغ :       الكيسة الستػقعة    

 

 
             ( )      

 

  
   

 

 mial Distribution  Ɓ(n,ρ)ôBin  تهزيع ثنائي الحجين: (3

( ، عجد مغ 1ىخ التي نيتع فييا بطيػر حجث معيغ )نجاح تػزيع إحتسالي متقصع يدتخجم في الطػا 
 . nمغ بيغ جسمة مغ السحاولات عجدىا    xالسخات 

 9 وتكػن:
 ؛  1، فذل   1_كل محاولة ليا نتيجتيغ فقط : نجاح 

 ؛  ، مدتقمة عغ بعزيا البعس  n_السحاولات عجدىا 
 ؛  مغ محاولة لأخخي   ρ _إحتسال الشجاح ثابت

السحاولات كميا فذل( و أي  )صفخ نجاح 1، الحي يتخاوح بيغ   xجاح ىػ الستغيخ العذػائي _عجد مخات الش
n  . )السحاولات كميا نجاح( 

 .  x=0,1, 2, 3الشتيجة وجو: نجاح، عجد مخات الشجاح:   مخات،  3ػد رمي قصعة نق  :1مثال
 شمقات عمى ىجف، في كل شمقة إصابة اليجف: نجاح ،  4إشلاق   :2مثال

 .  x= 0, 1, 2, 3, 4 ، عجد مخات الإصابة:       ρ= 0.8حتسال الشجاح   إ

                                  
9
 . 200. ص  2004ورج كاوافوس، دون ميلر. الإحصاء للتجارييه مذخل حذيث. ترجمت صلطان محمد عبذ الحميذ. دار المريخ الرياض ج  
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 مخة ، n(  1أو  1)  لمخة : تكخار   nتػزيع ثشائي الحجيغ ىػ تكخار لتجخبة بخنػلي 
 . مخة n(  1أو  1)   عىػ مجسػ   x يربح الستغيخ العذػائيبحيث 

 دالة الإحتمال: (3-1

 جالة الإحتسال :الريغة العامة ل
   ( )          (   )   
                                              

    
 نجاح و بجون تختيب .  xالحرػل عمى  )مخات( حالات تسثل عجدتػفيقة     

  ρ  في كل مخة ، إحتسال الشجاح  q  .إحتسال الفذل 
    (   )            و نكتب:

   :3مثال
 شمقات عمى ىجف؛ 4إشلاق  ،الدابق 2سثالح النأخ

( )                   دالة الإحتسال:     
          (   )     

                                   
(   )           :مخة 1إحتسال إصابة اليجف    ( )    

                   
(   )         خات:م 3إحتسال إصابة اليجف    ( )    

                   

 القيمة المتهقعة: (3-2

        الكيسة الستػقعة لستغيخ ثشائي الحجيغ:        
 أي ججاء عجد السحاولات في إحتسال الشجاح. 

 التباين: (3-3

                               التبايغ: 
 ال الشجاح في إحتسال الفذل.أي ججاء عجد السحاولات في إحتس

   :4مثال
 ؛ 2نأخح السثال 
                     الكيسة الستػقعة:
                    التبايغ:         
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 تجميع تهزيع ثنائي الحجين: (3-4

 :  ρيتبعان تػزيع ثشائي الحجيغ بشفذ ندبة الشجاح       X1  ,  X2 ليكغ متغيخيغ عذػائييغ مدتقميغ
             Ɓ(     )   
             Ɓ(     )   

   n = n1 + n2، وعجد:    ρيتبع تػزيع ثشائي الحجيغ بشدبة نجاح     Y = X1 + X2الستغيخ:  

             (     )   
 

   ƓGeometric Distribution (ρ)   التهزيع الهنجسي: (4

 10 يعتسج عمى فخضيات تجخبة بخنػلي:
 .  ρq-1=، ومعجل فذل     ρنجاح ، فذل . بسعجل نجاح ثابت 

 ، وتكػن: kنكخر محاولات بخنػلي إلي غاية الحرػل عمى نجاح في السحاولة  
 _السحاولات مدتقمة عغ بعزيا ؛

 ىػ رقع السحاولة التي تحقق نجاح .  x_الستغيخ العذػائي 

 دالة الإحتمال: (4-1

( ) تعصي بالذكل :                                    
                                                

   ( )     :      ونكتب

 القيمة المتهقعة: (4-2

                  الكيسة الستػقعة تعخف بأنيا مقمػب: 
 

 
            

 أي مقمػب إحتسال الشجاح .

 التباين: (4-3

               قمػب:التبايغ يعخف أيزا بأنو ججاء الس
 

 
 
 

 
 

 

  
   

 أي ججاء مقمػب إحتسال الشجاح في إحتسال الفذل مقدػم عمى إحتسال الشجاح .

                                  
10

 Khaldi khaled, Probabilités. Op-cit, p 69 . 
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 مثال:
 ؛ 1.8 شخز يحاول إصابة ىجف، معجل إصابتو

( ) دالة الإحتسال:                                         
                                    

( ) :        3_إحتسال أن يريب اليجف في السحاولة                          
                  _الكيسة الستػقعة: 

 

   
        

   _التبايغ:               
   

    
          

 

 r)Hypergeometric Distribution  Ҥ(N,n,   التهزيع مافهق الهنجسي: (5

مغ بيغ جسمة مغ   xيختبط كثيخا بتػزيع ثشائي الحجيغ: ضيػر حجث معيغ )نجاح( عجد مغ السخات  
 . nالسحاولات عجدىا  

 الإختلاف بيشيسا، ىػ أنو في التػزيع مافػق اليشجسي تكػن:
 _السحاولات غيخ مدتقمة عغ بعزيا ؛

 _إحتسال الشجاح يتغيخ مغ محاولة لأخخي .
 :1مثال

      +           *، أشخاص :        N=5مكػن مغ   ليكغ مجتسع
 رجميغ . 2ثلاث نداء و  3

 شخريغ عذػائيا بجون إرجاع ،   n=2نأخح  
              ندسي ضيػر امخأة في كل سحب نجاح ، عجد مخات الشجاح :         _

  ،شرخ ع  N=5 ، عجد العشاصخ التي تقابل نجاح مغ بيغ  r=3عجد الشداء  
 إحتسال الشجاح :

 . إحتسال الشجاح غيخ ثابت .  2/4 أو    3/4، الدحب الثاني :        3/5الدحب الأول :    
 .   n-x=2-x:    عجد مخات الفذل_

 عشرخ .  N=5عجد العشاصخ التي تقابل فذل مغ بيغ   N-r=2عجد الخجال   
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 11 كالتالي : السفيػم السعتاد في ضػاىخ التػزيع مافػق اليشجسي ىػ
 r   التي تفتخض كشجاحات؛يقابل عجد العشاصخ 
 N  عجد عشاصخ السجتسع؛ 
 N-r  .يقابل عجد العشاصخ التي تفتخض كفذل 

عشرخ تسثل عجد مخات الشجاح ، و    x، يسكغ الحرػل عمى  عشرخ تؤخح بجون إرجاع  nفي عيشة مغ 
n-x  :عشرخ تسثل عجد مخات الفذل . لكي يتحقق ىحا يجب 

  عشرخ، أي :         rنجاح مغ بيغ   x_أن نأخح 
     

    عشرخ، أي :         N-rفذل مغ بيغ   n-x_ونأخح 
        

 وىحه تسثل عجد الحالات السلائسة لمطاىخة .
  أما عجد الحالات السسكشة )الكمية( ، فيي :         

    
 .  Nمغ بيغ   عشرخ  nأي في جسيع الحالات نأخح 

 السسكشة . الإحتسال ىػ عجد الحالات السلائسة عمى عجد الحالات

 دالة الإحتمال: (5-1

( )                  دالة الإحتسال تأخح الذكل:   
  
      

   

  
    

                                         
 عجد عشاصخ السجتسع ،   Nحيث:    

         n  ، عجد السحاولات أو عشاصخ العيشة 
         r  . عجد العشاصخ التي تفتخض كشجاحات 

   (     )      :      و نكتب
   :2مثال

 ،الدابق 1نأخح السثال

( )            دالة الإحتسال:     
  
    

   

  
    

                          

                                  
 . 156صبق ركري ، ص  أحمذ عودة، مقذمت في الىظريت الإحصائيت. مرجع  11
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( )         امخأة :   1إحتسال   
  
    

 

  
  

   

  
 

 

  
        

(   )          :  1إحتسال عمى الأقل امخأة واحجة    ( )   ( )   

                                   (   )  
  
    

 

  
  

  
    

 

  
  

   

  
 
   

  
 

 

  
     

 القيمة المتهقعة: (5-2

    الكيسة الستػقعة ىي ججاء عجد السحاولات في إحتسال الشجاح :            
 

 
   

.إحتسال الشجاح لمسحاولة الأولى  
 

 
/        

 التباين: (5-3

 التبايغ ىػ ججاء عجد السحاولات في إحتسال الشجاح في إحتسال الفذل في معامل عجم الإرجاع :
                                

 

 
 
(   )

 
 .

   

   
/  

    (   ) (   )

   (   )
   

   :3مثال
 ،الدابق 1نأخح السثال

               الكيسة الستػقعة:
 

 
 
 

 
   

              التبايغ: 
    (   ) (   )

   (   )
 

  

   
 

 

  
   

 

  Poisson Ƥ(λ)   :تهزيع بهاسهن  (6

التي تقع فييا أحجاث )نجاحات( بسعجل ثابت في  يلائع الطػاىخ إحتسالي متقصع تػزيع ىػ قانػن بػاسػن 
 السداحة ، الحجع ... السدافة ، وحجة أو مجال مغ : الدمغ ،

 12 وتكػن:
 _الأحجاث أو الشجاحات نادرة ؛

 خخ؛_الأحجاث مدتقمة عغ بعزيا مغ مجال لأ
 ىػ عجد الشجاحات في السجال . x_السجال يؤخح عذػائيا، و الستغيخ العذػائي  

 

                                  
12

 . 237ورج كاوافوس، دون ميلر، الإحصاء للتجارييه مذخل حذيث. مرجع صبق ركري. ص ج  
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 أمثمة:
 عجد السدافخيغ الحيغ يرمػن إلي محصة قصار في ساعة.°( 1
 عجد السكالسات الياتفية في ساعة.°( 2
 عجد الأخصاء السصبعية في صفحة مغ كتاب.°( 3
 خيق.كمع مغ ش 111عجد العيػب التقشية في كل °( 4

 دالة الإحتمال: (6-1

( )              الريغة العامة لجالة بػاسػن:   
      

  
    

                                   
 معجل أو متػسط الشجاحات في السجال،   λحيث:  
 الكيسة الأسية.  2.718=℮        
   ( )      :      ونكتب

 القيمة المتهقعة: (6-2

      ة الستػقعة ىي معجل الشجاحات في السجال:        الكيس

 التباين: (6-3

                التبايغ أيزا ىػ معجل الشجاحات: 
   :1مثال

متغيخ عذػائي يسثل عجد السكالسات في   xمكالسات في الداعة،  5يتمقي قدع إستعجالات في الستػسط 
 ساعة أخحت عذػائيا .

( )                           دالة الإحتسال:   
      

  
   

                                 
( )            مكالسة في ساعة:  1إحتسال تمقي   

      

  
                  

( )             مكالسات في ساعة: 3إحتسال تمقي   
      

  
          

        ة:            الكيسة الستػقع
         التبايغ:                
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 تجميع تهزيع بهاسهن: (6-4

 يتبعان تػزيع بػاسػن:     X1  ,  X2ليكغ متغيخيغ عذػائييغ مدتقميغ  
           Ƥ(  )   
           Ƥ(  )   

   λ = λ1 + λ2 يتبع تػزيع بػاسػن بستػسط:        Y = X1 + X2الستغيخ:    

           ( )   
 Poisson approximation  تقريب تهزيع ثنائي الحجين من بهاسهن: (6-5

 ،   n ≥ 30كبيخة     nعشجما تكػن  
 ،    n.ρ ≤ 5صغيخة ، أي:     ρو  

   λ = n.ρ        13: ، بحيثيسكغ تقخيب تػزيع ثشائي الحجيغ مغ بػاسػن 

 :2مثال
ندسي مرباح معيب    n=30، أخحنا عيشة     ρ = 1%ية، ندبة السعيب  مرشع يشتج مرابيح كيخبائ

 متغيخ عذػائي يسثل عجد السرابيح السعيبة في العيشة. xنجاح،  
 _تػزيع ثشائي الحجيغ:

( )                     دالة الإحتسال:     
                            

                          
( )         مرباح معيب:   1إحتسال      

                               
 _تػزيع بػاسػن:

                             الستػسط: 
( )                    دالة الإحتسال:   

          

  
   

                            
( )                         : مرباح معيب 1إحتسال   

          

  
            

 

  

                                  
13

 . 243المرجع، ص  وفش  
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 تمارين الفرل الثاني:
 :1تمرين

( )          متغيخ عذػائي متقصع معخف بجالة الإحتسال:  
 

 
     

 .عجد شبيعي  n،                        حيث :    
 قانػن تػزيع إحتسالي؛  f(x)_بيغ أن 1
( ) غ أن:       _بي2  

   

 
             ( )  

    

  
   

 : تعصي
(         )مجسػع الحجود:                   

 (   )

 
   

(             )مجسػع الدمدمة:                 
 (    )(    )

  
  

 
 :2تمرين

، الثاني يريب بسعجل  1.45ى ىجف، الأول يريب بسعجل مشيسا شمقة واحجة عم واحج صان يصمق كلقشا
يسثل عجد مخات   Yيسثل عجد مخات الإصابة لمقشاص الأول، الستغيخ العذػائي   X . الستغيخ العذػائي 1.7

 الإصابة لمقشاص الثاني.
 التػقع الخياضي و التبايغ ، ، وأوجج  X , Yأوجج التػزيع الإحتسالي لكل متغيخ  _1
 ،  dلمستغيخ  الإحتسالي ، أوجج التػزيع  d=X-Yتغيخ العذػائي  _ليكغ الس2
 .  d_أحدب ثع إستشتج التػقع الخياضي و التبايغ لمستغيخ 3

 :3تمرين
وحجات، ندسي متغيخ   n=10ت عيشة   وحجات معيبة , أخح  %21شحشة كبيخة مغ مشتػج تحتػي عمى  

 عجد الػحجات السعيبة في العيشة. xعذػائي 
 كل ىحا التػزيع،_حجد ش1
 ، 2_ماىػ إحتسال أن يكػن العجد السعيب أقل أو يداوي 2
 . 1_ماىػ إحتسال أن يكػن العجد السعيب أكبخ مغ 3
 x ≤ 3 ≥ 1غ :   ػ إحتسال أن يكػن العجد السعيب م_ماى4
 _أوجج التػقع الخياضي و التبايغ .5
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 :4تمرين
يبقي صالحا بعج ىحا الشػع مغ البصاريات ذا كان إست بصاريات مغ نفذ الرشع،  6باعت مؤسدة معتسجة  

 ، أحدب إحتسال :  1.7سشتيغ مغ بجء الإستعسال بإحتسال قجره 
 صالحة؛ الدتة 6 البصاريات _أن تكػن 1
 غيخ صالحة؛ 6_أن تكػن البصاريات 2
 بصاريات غيخ صالحة؛ 3_أن تكػن 3
 بصاريتان عمى الأكثخ غيخ صالحتيغ. 2أن تكػن _4
 .   E(X)  , V(X)  _أوجج5

 :5تمرين
( ) :           géométriqueلتكغ دالة الإحتسال لمستغيخ اليشجسي       (   )      

                                حيث :   
                                      

 قانػن تػزيع إحتسالي؛  f(x)_بيغ أن 1
( ) _بيغ أن:       2  

 

 
             ( )  

 

  
    

 :  قيعتعصي 
   ∑    

 
        ∑      

 

  
         ∑       

 (   )

  
    

 :6تمرين
ىجف متحخك إلي غاية إصابة اليجف، ندسي  يصمق شمقات عمى  %91قشاص يريب في العادة بسعجل  

 .رقع الصمقة التي يريب فييا اليجف  xػائي متغيخ عذ
 _حجد شكل ىحا التػزيع،1
 ، 2_ماىػ إحتسال إصابة اليجف في الصمقة 2
 . 2_ماىػ إحتسال إصابة اليجف بعج الصمقة 3
 _أوجج التػقع الخياضي و التبايغ .4

 :7تمرين
 سشػات . 11ق مشيع ليع أقجمية تفػ  3ست عسال ،  6وحجة إنتاجية يعسل فييا 
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 سشػات نجاح. 11عسال عذػائيا بجون إرجاع، ندسي الرفة أقجمية تفػق  4أخحنا 
 . n=4عاملان ليسا ىحه الرفة في العيشة   2_ماىػ إحتسال أن يكػن 

 :8تمرين
وحجات بجون   n=3ت عيشة  حوحجات معيبة , أخ 11بيا   وحجة مغ مشتػج ,  N=50  شحشة تتكػن مغ

 .جد الػحجات السعيبة في العيشةع  xإرجاع، ندسي متغيخ عذػائي 
 _حجد شكل التػزيع،1
 2 يداوي  _ماىػ إحتسال أن يكػن العجد السعيب2
 . 1_ماىػ إحتسال أن يكػن العجد السعيب أقل أو يداوي 3
 _أوجج التػقع الخياضي و التبايغ .4

 :9تمرين
عجد الديارات التي يقة، سيارة في الجق 1.8متػسط عجد الديارات التي تسخ عمى مقصع معيغ مغ شخيق ىػ 

 . xيقة أخحت عذػائيا متغيخ عذػائي تسخ في دق
 ،ىحا الستغيخ تػزيعحجد شكل _1
 سيارة، ة_ماىػ إحتسال عجم مخور أي2
 ، 2 ماىػ إحتسال مخور سيارتيغ_3
 ، 1تسال مخور عمى الأقل سيارة _ماىػ إح4
 ػ إحتسال مخور أكثخ مغ سيارة ،_ماى5
 سيارات . 4إلي  2_ماىػ إحتسال مخور مغ 6

 :01تمرين

( ) :           poissonلتكغ دالة الإحتسال لستغيخ   
      

  
      

                         حيث :    
 قانػن تػزيع إحتسالي؛  f(x)_بيغ أن 1
( ) _بيغ أن:       2                ( )       

 : سجاميعال قيع: تعصي

   ∑   

  
 ∑

 (   )

(   ) 
 ∑

 (   )

(   ) 
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 :11تمرين
عجد السرابيح  xالستغيخ العذػائي  مرباح .  n=30ت عيشة   حأخ معيبة ،  %1في مرشع لمسرابيح  

 السعيبة في العيشة.
 binomiale , poisson:  . إستخجم تػزيعيغ 1_ماىػ إحتسال أن يكػن العجد السعيب أكبخ مغ 

 
 :1حل التمرين

( )              مػجب إذن: n  _قانػن تػزيع إحتسالي:1    
 

 
      

  ∑ ( )      
  ∑ ( )  ∑ .

 

 
/ 

  
 

 
 
 

 
   

 

 
   

 

 
     

 _نبيغ أن،التػقع الخياضي:2
   ( )  ∑  ( )  ∑   

 

 

 
  

 

 
∑        

 نعػض مجسػع حجود الستتالية:
   ( )   

 
(        )  

 

 
.
 (   )

 
/   

   

 
    

 التبايغ:
   ( )   (  )   , ( )-    
   (  )  ∑    ( )  ∑    

 

 
  

 
 

 
∑    
     

 نعػض مجسػع حجود الدمدمة:
   (  )   

 
(            )  

 

 
.
 (    )(    )

  
/   

(    )(    )

  
    

   ( )  (    )(    )

  
 0

   

 
1
 
 
           

  
 
       

 
    

   ( )          

  
 
        

  
 
    

  
     

 
 :2ينحل التمر 

 _التػزيع الإحتسالي:1
          عجد مخات الإصابة       متغيخة بخنػلي  xالقشاص الأول:  

        . إحتسال عجم الإصابة )الفذل(:               الإصابة )الشجاح(:إحتسال 
 ججول التػزيع الإحتسالي:
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x f(x) 

1 0.45 

0 0.55 

 1 

( ) التػقع الخياضي:              
( )  التبايغ:                    

          عجد مخات الإصابة    متغيخة بخنػلي   y  القشاص الثاني:
         . إحتسال عجم الإصابة )الفذل(:                 الإصابة )الشجاح(:إحتسال 

 ججول التػزيع الإحتسالي:
y f(y) 

1 0.7 

0 0.3 

 1 

( ) تػقع الخياضي:  ال           
( ) التبايغ:                 

   d=x-y_الستغيخ:   2
 التػزيع الإحتسالي السذتخك:

Y       X 1                 0.45 0                 0.55 

1 

 

0.7 

0 

f(1,1)=f(1).f(1) 

=0.45*0.7=0.315 

-1 

f(0,1)=f(0).f(1) 

=0.55*0.7=0.385 

0 

 

0.3 

1 

f(1,0)=f(1).f(0) 

=0.45*0.3=0.135 

0 

f(0,0)=f(0).f(0) 

=0.55*0.3=0.165 

                            :  dقيع الستغيخ 
                         الإحتسالات :       

 ججول التػزيع الإحتسالي:
d f(d)  d.f(d)  d².f(d) 

-1 0.385  -0.385  0.385 

0 0.48  0  0 

1 0.135  0.135  0.135 

 1  E(d)=-0.25  E(d²)=0.52 
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 مغ الججول: ،التػقع الخياضي و التبايغ_3
   ( )  ∑   ( )          
   ( )   (  )  , ( )-       (     )           

 مدتقميغ، إذن:  x , y   :التػقع والتبايغ إستشتاج
   ( )   (   )   ( )   ( )                   
   ( )   (   )   ( )   ( )                       
 

 :3حل التمرين
           كبيخ، ندبة الشجاح )معيبة( ثابتة:  N_شكل التػزيع: شحشة كبيخة  1

( ) تػزيع ثشائي الحجيغ:          
             

   ( )                       
                                               

 : 2 أقل أو يداوي  العجد السعيب أن _إحتسال2
    (   )   ( )   ( )   ( )                                    
                                                          

 : 1العجد السعيب أكبخ مغ  أن _إحتسال3
    (   )      (   )     ( )   ( )                       

 :3إلي  1_إحتسال أن يكػن العجد السعيب مغ 4
    (     )   ( )   ( )   ( )                             
                               

 التػقع الخياضي و التبايغ:_5
   ( )                  
   ( )                         

 :4حل التمرين
 0.7ρ=، بإحتسال نجاح )صالحة( :    n=6التػزيع ثشائي الحجيغ 

 ، xعجد البصاريات الرالحة متغيخ عذػائي 
 دالة الإحتسال :

   ( )                      
                   

 x=6  الدتة صالحة: 6_إحتسال أن تكػن البصاريات 1
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   ( )                               
 x=0الرالحة   إذن  غيخ صالحة: 6أن تكػن البصاريات  ل_إحتسا2

   ( )                            
 n-3=6-3=3إذن الرالحة   بصاريات غيخ صالحة: 3_إحتسال أن تكػن 3

   ( )                             
 بصاريتان عمى الأكثخ غيخ صالحتيغ: 2_إحتسال أن تكػن 4

                  غيخ صالحتيغ:    2عمى الأكثخ 
    (     )                         :    4إذن الرالحة: عمى الأقل 

    (   )   ( )   ( )   ( )      
                                                 
                                         

 :   E(X)  , V(X)  التبايغالتػقع الخياضي و _5
   ( )                  
   ( )                         

 :5مرينحل الت
( ) إذن:                    _قانػن تػزيع إحتسالي:1                

  ∑ ( )      
  ∑ ( )  ∑         ∑   

 
 
 

 
 ∑   

 

 
 
 

 
     

 _نبيغ أن،التػقع الخياضي:2
   ( )  ∑  ( )  ∑          

 
 ∑     

 

 
 
 

  
 

 

 
     

 التبايغ:
   ( )   (  )   , ( )-    
   (  )  ∑    ( )  ∑            

 
 ∑      

 

 
 
 (   )

  
 
   

  
    

   ( )     

  
 .

 

 
/
 
 
     

  
 

 

  
     

  :6حل التمرين
السحاولة التي   x الستغيخ العذػائي : كل شمقة إما إصابة أو عجم إصابة،تػزيع ىشجسي _شكل التػزيع1

 تحقق إصابة.
              ندبة الشجاح )معجل الإصابة( ثابتة:
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                ندبة الفذل:    
( )       :   شجسيالتػزيع اليدالة     (   )        

   ( )         (   )    
                                              

 : 2_إحتسال إصابة اليجف في الصمقة 2
    (   )   ( )                  

 : 2_إحتسال إصابة بعج الصمقة 3
    (   )      (   )     ( )   ( )                    

 التػقع الخياضي و التبايغ: _4
   ( )   

 
 

 

   
           

   ( )     

  
 

   

    
           

 :7تمرينل الح
، عجد العسال الحي يقابل  r=3: عجد العسال الحي يقابل نجاح   1نجاح  سشػات 11الرفة أقجمية تفػق 

 . N-r=6-3=3فذل 
   +                  *        أي:    N=6عجد العسال:   

 بجون إرجاع : معجل الشجاح يتغيخ :          n=4عيشة  

 
 
 

 
  
 

 
  
 

 
    

 التػزيع مافػق اليشجسي:

   ( )     
  (   )

(   )

  
  

   
   

   

  
      

                                       
 : x=2عاملان ليسا ىحه الرفة  2إحتسال أن يكػن  _

   ( )     
   

   

  
    

   

  
 
 

 
     

 :8حل التمرين
  n=3، عيشة    r=10، عجد الػحجات السعيبة )نجاحات(   N=50   _شكل التػزيع: شحشة مغ مشتػج1

 إرجاع . بجون 
    ندبة الشجاح )معيبة( غيخ ثابتة:

 
 
  

  
  
  

  
  

 

  
          

 x 10   عجد الػحجات السعيبة تؤخح مغ بيغ 
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 (3-x)    40=10-50عجد الػحجات غيخ السعيبة تؤخح مغ بيغ 

( ) التػزيع مافػق اليشجسي:        
   
  (   )

(   )

  
      

   ( )       
    

   

   
      

                                               
 : 2العجد السعيب يداوي  أن _إحتسال2

    (   )   ( )       
    

 

   
    

   
    ⁄          ⁄

   
     ⁄

    

          
     

             
 : 1 العجد السعيب أقل أو يداوي  _إحتسال أن3

    (   )   ( )   ( )       
    

 

   
   

    
    

 

   
      

   
   

     ⁄          ⁄

   
     ⁄

  
   

    ⁄          ⁄

   
     ⁄

   
     

     
           

 _التػقع الخياضي و التبايغ:5
   ( )     

 
   

  

  
         

   ( )     
 
 
(   )

 
 .

   

   
/    

  

  
 
  

  
 
  

  
           

 :9حل التمرين
 :تػزيعال شكل_1

 ،  1.8λ=متغيخ عذػائي متقصع يتبع تػزيع بػاسػن بسعجل نجاح    xعجد الديارات في الجقيقة  

( ) دالة الإحتسال:           
      

  
    

   ( )  (   )    (   )

  
     

                                            
 سيارة: إحتسال عجم مخور أية_2

   ( )   (   )    (   )

  
                    

 : 2 سيارتيغإحتسال مخور _3

   ( )   (   )    (   )

  
   

          

 
             

 : 1تسال مخور عمى الأقل سيارة إح_4



 الفرل الثاني التػزيعات الإحتسالية الستقصعة 

41 
 

    (   )      (   )     ( )                        
 :_إحتسال مخور أكثخ مغ سيارة 5

    (   )      (   )     ( )   ( )     
               (   )

    (   )

  
                                

  :سيارات 4إلي  2_إحتسال مخور مغ 6

    (     )   ( )   ( )   ( )           (   )    (   )

  
 
(   )    (   )

  
   

                                              
 :01حل التمرين

( ) ثابت مػجب إذن:              λانػن تػزيع إحتسالي:  _ق1    
      

  
      

  ∑ ( )      
∑   السجسػع: عػضن

  

  
        

  ∑ ( )  ∑       

  
     ∑

  

  
                

 التػقع الخياضي:_نبيغ أن،2

   ( )  ∑  ( )  ∑         

  
     ∑

    

  
     ∑

  

(   ) 
   

 :السجسػع نعػض

   ( )      ∑      (   )

(   ) 
        ∑

 (   )

(   ) 
               

 التبايغ:
   ( )   (  )   , ( )-    
   (  )  ∑    ( )   ∑          

  
     ∑

     

  
     ∑

    

(   ) 
    

   (  )      ∑    (   )    

(   ) 
        ∑

   (   )

(   ) 
       ∑

(     )  (   )

(   ) 
   

   (  )         ∑ (   )  (   )  (   )

(   ) 
       0∑

(   )  (   )

(   ) 
 ∑

 (   )

(    
1   

   (  )       0∑  (   )

(   ) 
 ∑

 (   )

(    
1       0∑

 (   )    

(   ) 
 ∑

 (   )

(    
1    

   (  )       0  ∑  (   )

(   ) 
 ∑

 (   )

(    
1    

 :نعػض السجاميع
   (  )       [         ]   (   )           
   ( )  (    )  ( )        
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 :11حل التمرين
 ، Binômiale يتبع تػزيع ثشائي الحجيغ  xعجد السرابيح السعيبة )نجاحات( في العيشة متغيخ عذػائي 

 .  0.01=بشدبة نجاح  
                  :       n=30عيشة  
 :  Binômialeتػزيع  

( )       : دالة الإحتسال     
             

   ( )                         
                                                

 : 1 أكبخ مغ العجد السعيب يكػن  أن _إحتسال
    (   )      (   )     ( )   ( )      
                                               
                                    

 :  Poissonتػزيع  
 :محقق تقخيب ثشائي الحجيغ إلي بػاسػن ، شخط التقخيب

  {     
     

     
                     

( ) :            دالة إحتسال بػاسػن     
      

  
     

                
   ( )            

  
      

                                            
 : 1العجد السعيب أكبخ مغ  أن يكػن  _إحتسال

    (   )      (   )     ( )   ( )      
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 الفرل الثالث:التهزيعات الإحتمالية المدتمرة:
في شكل  أو القػانيغ السدتسخة ليا أشكال عامة معخوفة ، عادة تكػن معصاةالتػزيعات الإحتسالية السدتسخة 

 تحقق شخوط دالة الكثافة . تخزع لقانػن معيغ التي السدتسخة يةالعذػائ الستغيخات الكثافة الإحتسالية . دالة
 ، ىي:الاقترادية و التجاريةو السدتعسمة عادة في التصبيقات  السدتسخة اليامة التػزيعات

تػزيع –تػزيع ستػدنت –ي تخبيع اتػزيع ك–التػزيع الصبيعي –التػزيع الأسي –السشتطع السدتسخ  تػزيعال-
   فيذخ .

   Continuous Uniform  Ư(a,b)   :منتظم المدتمرالتهزيع ال (1

، إذا كانت الإحتسالات تتشاسب مع    [ a, b ]يتػزع بذكل مشتطع عمى مجال    xمتغيخ عذػائي مدتسخ 
 . b-aشػل السجال :   

 و تكػن:
 _دالة الكثافة الإحتسالية ثابتة؛

 إحتسالات متداوية. ليا  [ a, b ]_كل السجالات الجدئية الستداوية داخل السجال  
 :1مثال

 5زمغ رحمة ليا مجال بصػل دقيقة ، وإحتسال  141و  121كان زمغ رحمة بيغ مجيشتيغ يتخاوح بيغ: إذا 
  , [ 130 , 125 ]     رحمة أخخي ليا مجال بشفذ الصػل: يداوي إحتسال زمغ أي [ 125 , 120 ]  دقائق

[ 130 , 135 ]  ... 
 ذػائي مشتطع بجالة كثافة إحتسالية ثابتة . متغيخ ع  xيكػن زمغ الخحمة 

 دالة الكثافة الإحتمالية: (1-1

 ذكل:دالة ثابتة مغ ال

                                                 ( )  {
 

   
                    

                      
    

 أخخ قيسة.  bأول قيسة ،  aحيث:  
   (   )               ونكتب:

 :المنحني المنتظم (1-2

 : مدتصيللو شكل مشحشى 
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 كػن:وت

 _دالة الكثافة مػجبة ،
 لسداحة الكمية تحت السشحشى تداوي واحج ،_ا

 _كل إحتسال ىػ مداحة جدئية تحت السشحشى.

 دالة التهزيع: (1-3

 تعخف بالذكل:
  ( )    (   )  ∫  ( )    

 

 
 ∫

 

   
   

 

 
   

  ( )  0  

   
1
 

 
 

 

   
 

 

   
   

 a ≤ x ≤ bحيث:    

 خػاص:
   -   ,    إذا كان:    

 1°)   (   )   ( )      
 2°)   (   )   ( )      

   -   ,             :إذا كان
 3°)  (    )      (    )     (  )      
 4°)   (       )   (  )   (  )                     

 القيمة المتهقعة: (1-4

             الكيسة الستػقعة ىي الستػسط وتداوي:
   

 
        

0

0

0

0

0

0

0

a b

f(x)   

variable x   

1/(b-a)
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 التباين: (1-5

   التبايغ يداوي:                    
(   ) 

  
   

   :2مثال
 ،  زمغ رحمة بيغ مجيشتيغ ؛الدابق  1نأخح السثال

( )        دالة الكثافة الإحتسالية:  
 

  
                             

( )                دالة التػزيع:   
 

  
 
   

  
       

 :131إحتسال زمغ رحمة أقل أويداوي 
     (     )   (   )     

  
 
   

  
       

 :135و  131  رحمة بيغ إحتسال زمغ
     (         )   (   )   (   )     

  
 
   

  
        

( )         التػقع الخياضي:   
       

 
       

( ) التبايغ:               
(       ) 

  
         

 

 l Distribution  ҼExponentia (α)    :التهزيع الأسي (2

ػزيع إحتسالي مدتسخ يلائع الطػاىخ التي نيتع فييا بصػل مجال معيغ مغ : الدمغ ، تالتػزيع الأسي ىػ 
 14 يفرل بيغ حجثيغ . السدافة ، السداحة ...

 أمثمة:
 زم لذحغ عخبة، أو الػقت الفاصل بيغ وصػل عخبتيغ.لاالػقت ال°(1
 كد الخجمة.لازم لخجمة زبػن في بشظ أو الػقت الفاصل بيغ وصػل زبػنيغ إلي مخ الػقت ال°(2
 عجد الرفحات التي تفرل بيغ خصأيغ مصبعييغ في كتاب.°(3
 السدافة الفاصمة بيغ عيبيغ أو عائقيغ في شخيق سخيع.°(4

 دالة الكثافة الإحتمالية: (2-1

                                  
14

 David Anderson, Sweeny, Williams. Essentials of statistics for business and economics. 2
nd

 edition, South-

western college publishing Cincinnati 2000. P 297 . 
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 دالة أسية مغ الذكل:

                                            ( )  {
 

 
   

 

             ,    , 

                               
     

 ثابت مػجب يعبخ عغ الصػل الستػسط أو الستػقع لمسجال: زمغ متػقع، مدافة متػقعة ...  α ˃  0حيث: 
    ( )       :          ونكتب

 المنحني الأسي: (2-2

 مشحشى بياني متشازل : أسي سالب.

 
 كػن:تو 

      _ ( )  
 

 
   

     _ (  )      
 ، تداوي واحج _السداحة الكمية تحت السشحشى

 . حتسال ىػ مداحة جدئية تحت السشحشى_كل إ

 دالة التهزيع: (2-3

 تعخف بالذكل:

   ( )    (   )  ∫  ( )   
 

 
 ∫  

 

 
   

 

    
 

 
 0   

 

 1
 

 

    

   ( )      
 

  (   )     
 

       
   ( )      

 

    
     x ≥ 0   حيث:

0

0

0

0

0

0

0

0 100 200 300 400 500 600

f(x)   

variable x   

f(x)
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 خػاص:
   ,    ,    إذا كان:    

  1°)   (   )   ( )      
  2°)   (   )     ( )      
  3°)   (    )   (  )      

   ,    ,            كان:إذا  
 4°)   (       )   (  )   (  )                         

 القيمة المتهقعة: (2-4

      ىي الصػل الستػسط لمسجال و تداوي:         

 التباين: (2-5

                   يداوي:  التبايغ 
 :1مثال

 ساعة( ، 1.25دقيقة ) 15الػقت الستػسط لذحغ عخبة ىػ 
 ؛  α=15تػسط  بس  xوقت شحغ عخبة أخحت عذػائيا، ىػ متغيخ أسي 

( )       دالة الكثافة الإحتسالية:   
 

  
   

 
                        

( )         دالة التػزيع:         
 
      

 دقائق: 6إحتسال وقت شحغ عخبة أقل أو يداوي 
    (   )   ( )       

             
 دقيقة: 18دقائق و  6بيغ  إحتسال وقت شحغ عخبة

    (      )   (  )   ( )           (     
  )            

 دقيقة: 18إحتسال وقت شحغ عخبة أكبخ مغ 
    (    )     (  )    (        )            

( )              التػقع الخياضي :       
( )             التبايغ:             
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 علاقة التهزيع الأسي بتهزيع بهاسهن: (2-6

تػزيع بػاسػن يعصي وصف لعجد العشاصخ أو الأحجاث التي تتكخر في مجال. التػزيع الأسي يعصي 
 لصػل السجال بيغ عشرخيغ أو حجثيغ. ولحلظ يختبط التػزيع الأسي بتػزيع بػاسػن كالتالي: وصف

 د العشاصخ في مجال واحج ؛_في تػزيع بػاسػن نيتع بعج
 _في التػزيع الأسي نيتع بصػل السجال الحي يقابل عشرخ واحج ؛

λ  :متػسط عجد العشاصخ في السجال                                     

α  :متػسط شػل السجال الحي يقابل عشرخ واحج                       
λ           إذن:     

 

 
   

( )         الكثافة لمتػزيع الأسي تربح:  دالة  λ          
( )                15 و دالة التػزيع تربح:            

   :2مثال
 ،ساعة   α=0.25بستػسط    xوقت شحغ عخبة ىػ متغيخ أسي  ؛الدابق 1نأخح السثال

  λ   ساعة : 1يقابل 

                                                         
                                                       

         ومشو:
 

    
      

( )        تربح: الكثافةدالة                          
( )            تربح: التػزيعدالة             

 :ساعة(  1.1دقائق ) 6اوي إحتسال وقت شحغ عخبة أقل أو يد
     (     )   (   )       (   )            

 : ساعة( 1.3دقيقة ) 18إحتسال وقت شحغ عخبة أكبخ مغ 
     (     )     (   )    (     (   ))            

 
 

                                  
15

 Idem, P 300 . 
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  Normal Distribution  Ɲ(μ,σ)   :التهزيع الطبيعي (3

أكثخ التػزيعات إستخجاما في أىع و  ىػ Laplace-Gaussبلاس غػس  التػزيع الصبيعي أو تػزيع لا
مدتسخة، وتسيل إلي التسخكد في الػسط حيث: الستػسط  . الستغيخات الإحرائية عادة تكػن التحميل الإحرائي

  = الػسيط= السشػال ، فيكػن ليا شكل شبيعي )مشحشى عمى شكل الجخس( .
 مثل:

 _أعسار الدكان في دولة،
 عسال في شخكة كبيخة،_أجػر ال

 _شػل أشخاص أو مشتجات،
 الػزن ، درجات الحخارة ..._

 دالة الكثافة الإحتمالية: (3-1

 16 دالة أسية مغ الذكل:

     ( )   

√      
   

 
 
 (   

 
)
 

   
   ,     -  حيث:    

      μ  الستػسط 
      σ   الإنحخاف السعياري 

                      
                    
  (    )       :     ونكتب

 

 المنحنى الطبيعي: (3-2

 مشحشي متشاضخ لو شكل الجخس:

                                  
16

 . 218كاوافوس، دون ميلر. الإحصاء للتجارييه مذخل حذيث. مرجع صبق ركري ص  جورج  
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 كػن:تو 
              تتسخكد في الػسط حيث:  x_قيع 

(   )           _السشحشى متشاضخ:   (   )   
 جب .، معجوم، مػ كغ أن يكػن: سالبيس  μالستػسط  _

 يحجد عخض السشحشى، كمسا كان أكبخ كمسا كان السشحشى متفخشح .  σ نحخاف السعياري _الإ
 _السداحة الكمية تحت السشحشى تداوي واحج .

 _كل إحتسال ىػ مداحة جدئية تحت السشحشى .

 دالة التهزيع: (3-3

 دالة الإحتسال التجسيعي، تعخف بالذكل:
   ( )    (   )  ∫  ( )   

 

  
   

   ( )  ∫  

√      
   

 
 
 (   

 
)
 

   
 

  
   

 خػاص:
 :صفخ و واحجتأخح الكيع بيغ °(1

     ( )      
 :كل الإحتسالات°(2

  ∫  ( )   
  

  
 , ( )-  

    (  )   (  )          
            ,     -       :     إذا كان°(3

0

0

0

0

0

1

1

0 200 400 600 800 1 000 1 200

f(x)   

variable x   

f(x)
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    (       )  ∫  ( )   
  
  

 , ( )-  
    (  )   (  )   

 و أيزا: 
    (       )  , ( )-  

    (  )   (  )   
 :إحتسال نقصة واحجة°(4

    (       )  , ( )-  
    (  )   (  )      

 العزوم: (3-4

 :الكيسة الستػقعة
     ( )  ∫    ( )   

  

  
     

 التبايغ:
     ( )   (  )  ( ( ))  ∫     ( )   

  

  
          

 ويداوي أيزا: 
     ( )   (,   -  )  

 معامل الإلتػاء:
 بعس التػزيعات الصبيعية : الستػسط يداوي الػسيط، يداوي السشػال. متشاضخ، حيث ػزيع الصبيعي يكػن الت
 متشاضخة تساما، ليا إلتػاء شفيف مػجب أو سالب ، وتدسي تػزيعات تقخيبا شبيعية. تكػن لا 

مقدػما عمى ،  3يداوي العدم السخكدي مغ الختبة   γ1يخمد لو  الحي  للإلتػاء،  Fisherمعامل فيذخ 
 : 3الإنحخاف السعياري مخفػعا لمقػة 

          ⁄    

  γ1 = 0     17 :صفخ الصبيعي معامل فيذخ يداوي  تػزيعفي ال

 γ1 ≈ 0  :يعية، معامل فيذخ يداوي تقخيبا صفخفي التػزيعات تقخيبا شب

 معامل التفخشح:
 أي معتجل التفخشح .خ وعمى شكل جخس، التػزيع الصبيعي السعتجل يكػن فيو السشحشي متشاض

 أقل تفخشحا )مجبب( ، أو أكثخ تفخشحا )مشبدط( . أيزا يكػن  الصبيعي يسكغ أن التػزيع

                                  
17

 . 186عودة، مقذمت في الىظريت الإحصائيت، مرجع صبق ركري ص  أحمذ  
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، مقدػما عمى الإنحخاف السعياري  4يداوي العدم السخكدي مغ الختبة   γ2يخمد لو  الحي  معامل التفخشح
 :  3، ىحه الشدبة مصخوحا مشيا  4مخفػعا لمقػة 

        

  
     

 ،  0γ = 2تػزيع شبيعي معتجل    

 ،    γ2 > 0مجبب )تذتت ضعيف(     شبيعي تػزيع
 .  γ2 < 0متفخشح )تذتت كبيخ(     شبيعي تػزيع

 :1مثال
إنحخاف معياري  3، 2، 1 التي تقع عمى بعج أو العشاصخ معتجل فإن ندبة الكيع متغيخ شبيعي Xإذا كان 
  .   %68.27 , %95.45 , %99.73   لي:ىي كالتا

  أي الإحتسالات:
     (         )           
     (             )           
     (             )           

 تجميع التهزيع الطبيعي: (3-5

                    :  Xiلتكغ  
                                   

 متغيخات عذػائية مدتقمة كل مشيا يتبع التػزيع الصبيعي :
          بتػقع رياضي:

                              ايغ:وتب
    

∑  الستغيخ العذػائي:         
 
    

 يتبع تػزيع شبيعي:
μ     بتػقع رياضي:    ∑   

 
    

∑             و تبايغ:    
  

    
 :2مثال

}                  متغيخيغ شبيعييغ:
     
    

   

                                   {
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 يتبع التػزيع الصبيعي:       Y = X1 + X2    الستغيخ :

                                  {
    

     
          

 Standard Normal Distribution  التهزيع الطبيعي المعياري: (3-6

   (    )       متغيخ شبيعي:             Xإذا كان 
𝒵الستغيخ:            

   

 
   

 : 1 وإنحخافو السعياري   1، متػسصو  standard normal variable  يدسي متغيخ شبيعي معياري 
   (    )      𝒵               :ونكتب

 :             𝓩لمستغيخ   دالة الكثافة
           ( )   

√   
   

 
 
( )    

                                          -       ,   
  :  𝓩دالة التػزيع لمستغيخ 

           ( )   ∫  

√  
   

 
 
( )  

  
      

 : 𝓩مشحشى الستغيخ 
 : μ = 0مشحشي شبيعي معتجل، متشاضخ بالشدبة لمسخكد  

 

 
 خػاص:

   ,     -               لتكغ :
      بحيث :       

   1°)      (   )    (   )      

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

-6 -4 -2 0 2 4 6

f(z)   

variable z   

f(z)
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2°)     (     )    (   )    (   )   ( )   ( )   
3°)     (    )    (    )     (  )   

    4°)     (   )    (     )   ( )   ( )      
5°)     (   )    (   )   ( )   

 الججول:إستخجام 
(   )      إحتسالات تخاكسية مغ الذكل: ججول التػزيع الصبيعي السعياري يعصي   ( )   

 . تسال التجسيعيأو الإح دالة التػزيعأي 
 :3مثال

   (       )        :   σ =2و إنحخاف معياري    μ=10، بستػسط   X متغيخ شبيعي
𝓩        :𝒵 الستغيخ  

    

 
    

   (      )𝒵   Ɲيتبع :     
 :  15أو يداوي  أصغخ  xإحتسال أن 

    (    )    .   
 
 
     

 
/    (     )   (   )           

 :  15 أكبخ مغ  xإحتسال أن 
    (    )    .   

 
 
     

 
/    (     )     (   )           

 : 5أصغخ مغ   xإحتسال أن 
    (   )    .   

 
 
    

 
/    (      )    (      )           

 : 15و  8محرػر بيغ   xإحتسال أن 
    (      )    .    

 
 
   

 
 
     

 
/    (        )      

     (     )    (    )   (   )  ,   (  )-            
 

 Normal approximation  التقريب للتهزيع الطبيعي: (3-7

 الستغيخات التي يرعب إيجادىا بإستخجام  دوال التقخيب لمتػزيع الصبيعي ىػ حل لإيجاد إحتسالات
 حتسال أو الكثافة ليحه الستغيخات .الإ

كل تػزيع )متقصع أو مدتسخ( يسكغ تقخيبو لمتػزيع الصبيعي إذا كان عجد العشاصخ أو الكيع كبيخ بذكل كافي، 
   .   n ≥ 30أي عجد السحاولات أو العيشة أكبخ مغ:  
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 lmiaôNormal approximating of Bin  تقريب ثنائي الحجين من التهزيع الطبيعي:_

  18 مغ التػزيع الصبيعي إذا تحقق الذخشيغ : الحجيغ يسكغ تقخيب تػزيع ثشائي

        {
    
     

    

 الستػسط و التبايغ:

                     {
     

        
    

 :4مثال
 معيبة نجاح.وحجة، ندسي وحجة   n=36 مغ الػحجات معيبة، أخحنا عذػائيا   %40إنتاج آلة يدبب  
 عجد الػحجات السعيبة يتبع تػزيع ثشائي الحجيغ: x الستغيخ العذػائي 

    ( )                                             
 :  x = 20 إحتسال 

    (  )                             
 : تقخيب لمتػزيع الصبيعي

 شخوط التقخيب محققة:

   {        
                 

    

 الستػسط و التبايغ :

   {           

                        
    

 : x = 20إحتسال  
 ( :1.5مجال ب )نػسع كل لكل مجال، كسعامل للإستسخارية  1.5نزيف  

    (           )    .         
    

 
   

 
 
         

    
/      

     (             )   (     )   (     )                
               

 : x ≤ 20إحتسال  
 سجال، كسعامل للإستسخارية:لم 1.5نزيف  

    (      )    .   
 
 
         

    
/    (       )   (     )           

                                  
18

 . 198شبيغل، الإحصاء. مرجع صبق ركري. ص  موراى  
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 Normal approximating of Poisson  بيعي:تقريب تهزيع بهاسهن من التهزيع الط_
             19مغ التػزيع الصبيعي إذا تحقق الذخط :  يسكغ تقخيب تػزيع بػاسػن 

 الستػسط و التبايغ:

                       {
   

    
     

 :5مثال
 ،معيبة في الداعة وحجات 11سمية إنتاجية تدبب في الستػسط  ع

 :السعيبة في ساعة أخحت عذػائيا يتبع تػزيع بػاسػن  عجد الػحجات  xػائي الستغيخ العذ
   ( )          

  
                       

 :   x ≤ 11 ≥ 9إحتسال  
    (      )   ( )   (    (  )          

  
 
         

   
 
         

   
    

     . 
  
 

  

   
 
   

   
/                 

 : تقخيب لمتػزيع الصبيعي
 λ = 10     شخط التقخيب محقق:

 الستػسط و التبايغ :

   {       
       

    

 : x≤ 11 ≥ 9إحتسال  
 لكل مجال كسعامل للإستسخارية: 1.5نزيف 

    (          )    .      
    

 
   

 
 
       

    
/     

     (                )   (      )  ,   (       )-      
                           

   x ≥ 12،  أي :      x ˃ 11 إحتسال  
 :  11.5تربح :    1.5نػسع السجال ب 

     (    )    (      )    .   
 
 
       

    
/     

     (        )     (      )                    

                                  
19

 . 199المرجع، ص  وفش  
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 (ѵ)   :ي تربيعاتهزيع ك (4
2𝝌  square-Chi 

  متغيرة كاي تربيع: (4-1

𝝌2ي تخبيع   اتػزيع ك
 ѵ    بجرجة حخية= mѵ    ىػ تػزيع إحتسالي لسجسػع ،m   متغيخات شبيعية

 : 2، كل مشيا مخفػع لمقػة  i𝓩معيارية  
    𝒵   𝒵      𝒵إذا كانت :                

 متغيخات عذػائية مدتقمة ليا تػزيع شبيعي معياري :
          𝒵    Ɲ(    )                    

 فإن الستغيخة العذػائية :
              𝒵 

  𝒵 
    𝒵 

    
𝝌2 تغيخة كاي تخبيع  ىي م

 ѵ    بجرجة حخية ،= m  : (Degrees of Freedom)ѵ   الستغيخات عجد
 20السدتقمة السكػنة ليا . 

 .            :متغيخة كاي تخبيع ىي متغيخة مدتسخة تأخح قيع حكيكية غيخ سالبة
 

 :دالة الكثافة الإحتمالية (4-2

 21 دالة كثافة متغيخة كاي تخبيع تعخف بالذكل:

   (𝝌 )  {
 

 
.
 
 
/
  (  )

   
(𝝌 )
  (𝝌 )

 
 
              𝝌   

ماعجاذلظ                                
    

 حيث:
       𝜈  . درجات الحخية 
    ( 

 
 )بسعمسة   Gammaدالة غاما       (

 
)   ، 

   
      ( ) 𝝌       :        ونكتب

 

                                  
20

 Roger Pfaffenberger, Patterson. Statistical methods for business and economics. IRWIN  illinois 1977.P 262. 
21

 Khaldi khaled, probabilités. Op-cit p72 . 
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 ل البياني:التمثي (4-3

غيخ متشاضخ، مػجب الإلتػاء ديمو الأيسغ أشػل )الستػسط أكبخ مغ   𝟀2السسثل لستغيخة   سشحشىال
 الػسيط، أكبخ مغ السشػال( .

 
 
   (  )    الكثافة الإحتسالية :  دالة السشحشى يسثل  -

(  )     لتػزيع : دالة االسداحة تحت السشحشى تسثل  -  ∫  (  )
(  )

 
  (  )   

 . 1السداحة الكمية تحت السشحشى تداوي  -
 كل إحتسال ىػ مداحة جدئية تحت السشحشى . -
 تحجد الإلتػاء و التفخشح :  ѵ  درجات الحخية -   

  ممتػي، وأقل تفخشحا)مجبب( . صغيخة السشحشى  ѵإذا كانت   _            
 شحشى يشتقل نحػ اليسيغ ويربح أقل إلتػاءا ، وأكثخ تفخشحا .الس  ѵعشجما تدداد   _            
  كمسا إقتخب مغ السشحشي الصبيعي .  ѵكمسا زادت  _            

 العزوم: (4-4

 الكيسة الستػقعة:_
      الكيسة الستػقعة تداوي:          

 التبايغ:_
                  التبايغ يداوي:  

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0 20 40 60 80 100

f(x²)   

variable x²   

f(x²)
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 معامل الإلتػاء:_
   يداوي:          خ للإلتػاء معامل فيذ

   
  
⁄    

            مػجبإلتػاء و ىػ 
(   √)           : ѵشجة الإلتػاء تتعمق بجرجات الحخية  

 
   

 22 كمسا أصبح أقل إلتػاءا .  ѵكمسا زادت 
 معامل التفخشح:_

   يداوي:           معامل التفخشح 
   

  
     

    (   )   :          ѵيتعمق بجرجات الحخية  
       صغيخة مشحشى مجبب )تذتت ضعيف( :         ѵإذا كانت 
       كبيخة مشحشى متفخشح )تذتت كبيخ( :       ѵإذا كانت 

 تجميع تهزيع كاي تربيع: (4-5

 كاي تخبيع :متغيختيغ مدتقمتيغ، ليسا تػزيع     y2 ,  y1لتكغ   
              
              

  v1 + v2ىي متغيخة كاي تخبيع بجرجة حخية :                      الستغيخة :
                 

            الفخق أيزا :          
                  

 : 1مثال
 𝒵   الستغيخة :        

  𝒵 
  𝒵 

  𝒵 
    

 𝒵   و الستغيخة :      
  𝒵 

    
        متغيخة السجسػع:    

 (     )         
        متغيخة الفخق:    

 (     )         

                                  
22

 Philippe Tassi, Méthodes statistiques. 2
è
  édition Economica paris 1992. P 31 . 
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 الججول: إستخجام (4-6

        )    يعصي إحتسالات تخاكسية مغ الذكل :     سل ججولندتع
 )   (     

 )  
 . أو الإحتسال التجسيعي دالة التػزيع أي

     يدتخجم الخمد   
        ، ѵبجرجة حخية  كاي تخبيع ستغيخةلمتعبيخ عغ قيسة خاصة ل     

        )   بحيث أن الإحتسال :           
 )      

 خػاص:
1°)     (         )    (        

 )      
      إذا كان:   

        
 ، فإن:      

2°)    (                 
 )    (         

 )    (         
 )     

          (       )   (      
 )   

     إذاكانت:  
       :  ة )وغيخ السشاضخة(لكيسة السقابم، ا    

     ، 
 وتكػن:

3°)    (         )    (          
 )      (          

 )       
            (        )   
4°)    (         )    (        

 )   (     
 )    

        .    :  كانتإذا 
 

 /  
 

 
   

          .       :)وغيخ مشاضخة(  فإن الكيسة السقابمة
 

 /  
 

 
    

  و تكػن:
5°)   .        

 

 /    
 

 
   

6°)   .          
 

 /    
 

 
   

7°)   .        
 

 /    .          
 

 /  
 

 
 
 

 
     

8°)   .     
 

            
 

 /    .          
 

 /    .        
 

 /            
  :2مثال

         الكيسة:     ،   ѵ=20بجرجة حخية  
          

(        )          الإحتسال:         
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          الكيسة:       ،  ѵ=24بجرجة حخية  
          

(        )         الإحتسال:          
          الكيسة السقابمة:      

          
(        )        الإحتسال:          
                 (        )          

 pproximationNormal a  تقريب تهزيع كاي تربيع من الطبيعي: (4-7

        قق الذخط :     يسكغ تقخيب تػزيع كاي تخبيع مغ التػزيع الصبيعي إذا تح
 الستػسط  و التبايغ:

                       2
   

     
     

 :3مثال
 ѵ = 50بجرجة حخية:    

         الكيسة:     
          

(        )  الإحتسال:              
 الستػسط  و التبايغ:،     ѵ  ≥ 30   محقق: شخط التقخيب

                 {
      

         
     

 الإحتسال:
   (        )    . 

   

 
 
        

  
/    (𝒵       )           

 

   𝓽Student ( )     تهزيع ستهدنت (5

وقج نذخ أبحاثو تحت إسع مدتعار شالب   1918عام    W.S.Gosset  قجم تػزيع ستػدنت مغ شخف
Student   التػزيع بيحا الإسع . ولحلظ إشتيخ 

 متغيرة ستهدنت: (5-1

و تػزيع كاي  شبيعي معياري  إحتسالي يعتسج عمى تػزيعتػزيع  ،  ѵ   بجرجة حخية   𝓽ѵ تػزيع ستػدنت 
 .      تخبيع بجرجة حخية
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 إذاكان :
  𝓩     شبيعي معياري:متغيخ           𝒵     (    )   
  ²𝟀    بجرجة حخية   متغيخة كاي تخبيعѵ :                

    
 مدتقميغ ،     𝟀²  ,  𝓩    كانو 

 23 فإن الستغيخة العذػائية:
                      𝔱  

𝒵

√ 
 

 ⁄

      

  ، نفذ درجة حخية متغيخة كاي تخبيع .  ѵ(Degrees of Freedom) :  ىي متغيخة ستػدنت بجرجة حخية 
      ,      -   𝔱   :سالبة تغيخة مدتسخة تأخح قيع حكيكية مػجبة أوىي م ػدنتمتغيخة ست

 

 :دالة الكثافة الإحتمالية (5-2

 24 :تعخف كسا يمي دالة الكثافة الإحتسالية لستغيخة ستػدنت
     ( )   

√    .
 

 
  
 

 
/
  

 

(  
  

 
*

   
 

    

                                                  
 درجات الحخية ،  𝜈    حيث:

         .
 

 
  
 

 
.  بسعمستيغ  Bêtaدالة بيتا        /

 

 
   

 

 
/    . 

   ( )𝓽               و نكتب:
 

 التمثيل البياني: (5-3

، مثل السشحشى الصبيعي السعياري  1بالشدبة لمرفخ عمى شكل جخس متشاضخ    السشحشى السسثل لستغيخة  
 لكغ أكثخ تفخشحا مشو . 

 

                                  
23

 Idem P 33 . 
24

 . 228عودة، مقذمت في الىظريت الإحصائيت. مرجع صبق ركري ، ص  ذأحم   
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   (𝔱) الكثافة الإحتسالية :     دالة السشحشى يسثل  -
( ) السداحة تحت السشحشى تسثل دالة التػزيع :      -  ∫  (𝔱)

 

  
  𝔱    

      تتسخكد في الػسط حيث:       قيع  _
(  ) تشاضخ:          السشحشى م _   (  )   
 . 1السداحة الكمية تحت السشحشى تداوي واحج  _
 كل إحتسال ىػ مداحة جدئية تحت السشحشى . _
 تحجد تفخشح السشحشى :   ѵدرجات الحخية   _

 صغيخة السشحشى متفخشح ،  ѵإذا كانت   -          
 .قتخب مغ السشحشى الصبيعي( وإلمعتجفخشحا )ح السشحشى أقل تأصب مساك  ѵكمسا زادت  -          

 العزوم: (5-4

 الكيسة الستػقعة:_
      الكيسة الستػقعة تداوي:          

 التبايغ:_
   التبايغ يداوي:           

 

   
               

 25 . واحج 1 كمسا إقتخب التبايغ مغ  ѵتحجد التبايغ، كمسا زادت   ѵدرجات الحخية 
 ل الإلتػاء:معام_

                                  
25

  Philippe Tassi, Méthodes statistiques. Op-cit  P 34 . 

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25
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   يداوي:          معامل فيذخ للإلتػاء 
   

  
⁄    

  γ1 = 0في تػزيع ستػدنت معامل فيذخ يداوي صفخ:    

 معامل التفخشح:_
   يداوي:           معامل التفخشح 

   

  
     

.   :          ѵيتعمق بجرجات الحخية  
 

   
/
 
   

 صغيخة :     ѵإذا كانت -

   
 .            ( :كبيخة ، مشحشى متفخشح )تذتت كبيخ    

 :    كبيخة  ѵإذا كانت -

   
 .          ( :صغيخة ،  مشحشى مجبب )تذتت ضعيف      

 ، الصبيعي  ستػدنت يربح معتجل و يقتخب مغ التػزيع تػزيع،   ѵكمسا زادت  -
 .  γ2 ≈ 0   :يقتخب مغ صفخ معامل التفخشحو ،   1،التبايغ يقتخب مغ واحج    30ѵ ≤    :بحترعشجما 

 الججول: إستخجام (5-5

(    𝔱  )  ندتعسل ججول يعصي إحتسالات تخاكسية مغ الذكل :         (𝔱    )  
 أي دالة التػزيع أو الإحتسال التجسيعي .

 ،        ѵبجرجة حخية  ستػدنت لمتعبيخ عغ قيسة خاصة لستغيخة         𝔱يدتخجم الخمد   
(    𝔱  )  بحيث أن الإحتسال :                  

 خػاص:
1°)     (  𝔱    )    (  𝔱    )      

 ، فإن:          𝔱      𝔱   كان:إذا 
2°)    (𝔱        𝔱     )    (  𝔱     )    (  𝔱     )     
          (𝔱     )   (𝔱     )   

 ، وتكػن:          𝔱 ، الكيسة السشاضخة ليا:          𝔱   إذاكانت:
3°)    (   𝔱    )    (   𝔱      )      (  𝔱      )       
            (𝔱      )   
4°)    (  𝔱    )    (  𝔱    )   (𝔱    )    

    𝔱   .        إذا كانت:
 
/  

 

 
   

      𝔱   .  :     فإن الكيسة السشاضخة ليا
 
/  
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 و تكػن: 
 5°)    .   𝔱    

 
/    

 

 
   

 6°)    .   𝔱    
 
/    

 

 
   

 7°)    .   𝔱    
 
/    .   𝔱      

 
/      

 8°)    . 𝔱    
 
    𝔱      

 
/    .  𝔱      

 
/    .   𝔱    

 
/       

 
 :1مثال

                 𝔱، الكيسة:       ѵ=20بجرجة حخية  
(       )  الإحتسال:                  

                  𝔱الكيسة السشاضخة ليا:    
(        )  الإحتسال:                
                  𝔱، الكيسة:        ѵ=34بجرجة حخية  
(       )  الإحتسال:                 

                    𝔱:      الكيسة السشاضخة ليا
(        )  الإحتسال:                
                 (        )          

 Normal approximation  تقريب تهزيع ستهدنت من التهزيع الطبيعي: (5-6

        ذخط :     إذا كانت درجات الحخية كبيخة ، أي إذا تحقق ال
 . 1يسكغ تقخيب تػزيع ستػدنت مغ التػزيع الصبيعي السعياري ، حيث يربح التبايغ تقخيبا واحج 

       الستػسط :     
         التبايغ:

 

   
     

 :2مثال
 ѵ = 50بجرجة حخية:    

                 𝔱الكيسة:     
(       )  الإحتسال:              
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 ѵ  ≥ 30شخط التقخيب محقق:   
 الستػسط  و التبايغ:

                       {
   

     

  
  

     

 الإحتسال:
   (       )    (𝒵       )           

 

  ѵ 1(ѵ𝓕Fisher,2  (   :تهزيع فيذر (6

، Snédecorو ششيجيكػر  ، (Ronald Fisher 1890-1962) مغ شخف رونالج فيذخ تػزيعقجم ىحا ال
 .  Fisher-Snédecorويدسي عادة تػزيع  

 متغيرة فيذر: (6-1

 .تسالي يعتسج عمى تػزيع كاي تخبيع، تػزيع إح  ѵ1 , ѵ2بجرجتي حخية       𝓕(ѵ1 ,ѵ2 )  فيذختػزيع 
 :إذا كانت متغيختيغ مدتقمتيغ 

    
 :  ѵ1 متغيخة كاي تخبيع بجرجة حخية       

                  
    

 :  ѵ2 متغيخة كاي تخبيع بجرجة حخية       
                  

 فإن الستغيخة العذػائية :

    
  
 

  
⁄

  
 

  
⁄
     

 (Two Degrees of Freedom) :    بجرجتي حخية،   Fisherىي متغيخة فيذخ 

 ،   numerator  ѵ1     درجة حخية البدط
 denominator  ѵ2   .26    و درجة حخية السقام

       ≥0  متغيخة فيذخ ىي متغيخة مدتسخة تأخح قيع حكيكية غيخ سالبة:   

                                  
26

 Roger Pfaffenberger, Patterson. Statistical methods for business and economics. Op-cit P 342 . 
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 :دالة الكثافة الإحتمالية (6-2

 27 :تعخف كسا يمي دالة الكثافة الإحتسالية لستغيخة فيذخ

     ( )   

 .
  
 
  
  
 
/
  
.
  
  
/

  
      

.
  
 
  /

.  
  
  
  /

.
     
 

/
     

      حيث:   
      𝜈1    ، 2درجة حخية البدط𝜈   ، درجة حخية السقام 

     .
  

 
  
  

 
. بسعمستيغ   Bêtaبيتا  دالة       /

  

 
  
  

 
/     . 

        (      )𝓕       و نكتب :      
 

 التمثيل البياني: (6-3

 .  ²𝝌غيخ متشاضخ، مػجب الإلتػاء ديمو الأيسغ أشػل مثل مشحشى     السشحشى البياني لستغيخة   
 

 
 

   ( ) الكثافة الإحتسالية :     دالة السشحشى يسثل  -
( ) ى تسثل دالة التػزيع :     السداحة تحت السشحش -  ∫  ( )

 

 
  ( )    

 . 1السداحة الكمية تحت السشحشى تداوي  -

                                  
27

 . 232مرجع صبق ركري ص عودة، مقذمت في الىظريت الإحصائيت.  أحمذ  

0
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 كل إحتسال ىػ مداحة جدئية تحت السشحشى . -
 تحجد الإلتػاء و التفخشح :  ѵ1 , ѵ2درجات الحخية   -   

 .  حاممتػي، وأكثخ تفخش صغيخة السشحشى  ѵ1 , ѵ2_ إذا كانت               
 تفخشحا . اليسيغ ويربح أقل إلتػاءا ، وأقلالسشحشى يشتقل نحػ   ѵ1 , ѵ2_ عشجما تدداد               

 العزوم: (6-4

 الكيسة الستػقعة:-
         الكيسة الستػقعة تداوي: 

  

    
                   

 التبايغ:-
 28 التبايغ يداوي:

                    
  (  )

  (       )

   (    )
  (    )

                    
 معامل الإلتػاء:-

   معامل فيذخ للإلتػاء يداوي:          
   

  
⁄    

            مػجبإلتػاء و ىػ 
 كمسا أصبح أقل إلتػاءا .   ѵ1 , ѵ2   كمسا زادت

 خشح:معامل التف-
   :           معامل التفخشح يداوي 

   

  
     

       ( :       صغيخة مشحشى متفخشح )تذتت كبيخ   ѵ1 , ѵ2   إذا كانت
 كمسا أصبح أقل تفخشحا ،   ѵ1 , ѵ2   كمسا زادت
       ( :     كبيخة مشحشى مجبب )تذتت ضئيل   ѵ1 , ѵ2   إذا كانت

 الججول: إستخجام (6-5

 ندتعسل ججول يعصي إحتسالات تخاكسية مغ الذكل : 
      (   (   )        )   ( (   )        )  

 أي دالة التػزيع أو الإحتسال التجسيعي .
                                  
28 Philippe Tassi, Méthodes statistiques. Op-cit P 37 . 
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يدتخجم الخمد   ( ، ولحلظ  1.95،  1.975،  1.99ججول فيذخ يعصي ثلاث قيع للإحتسالات ) 
 البدط  بجرجة حخية  (α-1)بالكيسة الأعمى  فيذخ خاصة لستغيخةالكيسة اللمتعبيخ عغ               (   ) 

1ѵ  ،  و درجة حخية السقامѵ2  ،       
(        (   )   )  بحيث أن الإحتسال :                    

 خػاص:
1°)     (   (   )        )    (   (   )        )      

 ، فإن:              (    )          (    ) إذا كان:   
2°)    ( (    )           (    )       )     
           (   (    )       )    (   (    )       )     

 
 تكػن: ،            (   ) :  ل ة السقابمة )وغيخ السشاضخة(، الكيس             إذاكانت:  

3°)    (            )    (   (   )       )       
             (   (   )       )    
4°)    (   (   )       )    (   (   )       )       

 :1مثال
ѵ1 =4  ,  ѵ2 =12   ،      αة حخية  بجرج         

                    الكيسة:     
(      )  الإحتسال:                  
ѵ1 =9   ,  ѵ2 =19  ،      αبجرجة حخية         
                    الكيسة:       
(      )  الإحتسال:                
ѵ1 =10  ,  ѵ2 =25       ،  αبجرجة حخية            
                      الكيسة:     

(      )  الإحتسال:                   
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 درجات الحرية: لتبجي (6-6

 ل درجات الحخية أو مقمػب الكدخ، تدتخجم شخيقة تبجي الكيسة الأدني السقابمة بالإحتسال الأدنيلإيجاد 
 :)مقمػب درجات الحخية( 

 حخية بجرجة   α الأدنيكيسة الخاصة لستغيخة فيذخ بالكيسة اللمتعبيخ عغ                 الخمد    يدتخجم
 ،        ѵ1، و درجة حخية السقام   2ѵ البدط 

(            )  بحيث أن الإحتسال :                  
 مقمػب الكدخ:

    (   (   )       )        

     (
  
 

  
⁄

  
 

  
⁄
  (   )        )         

     

(

 
 
  
 

  
⁄

  
 

  
⁄
 

 

 (   )       
(      )

)

 
 
       

       

(

 
 
  
 

  
⁄

  
 

  
⁄
 

 

 (   )       
(         )

)

 
 
      

     (   

 (   )       
(         ))       

  إذن الكيسة : 
              

 (   )       
    

 :2مثال
                    لجيشا الكيسة :       

 : نجج الكيسة
                 

            
 

 

    
           

(       )          حتسال: الإ         
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                    لجيشا الكيسة :       
 نجج الكيسة: 

                 

            
 

 

    
           

(       )          الإحتسال:          
                      لجيشا الكيسة :       

 نجج الكيسة: 
                   

              
 

 

    
           

(       )          الإحتسال:           
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 تمارين الفرل الثالث:
 :1تمرين

( ) ليكغ التػزيع السعخف بالجالة :                                                
 

  
    

            إذا كان                                     
 حتسالية،دالة كثافة إ  f(x)بيغ أن  °( 1
 أحدب التػقع الخياضي و التبايغ .°( 2
      (    )          (    )          (    )  أحدب الإحتسالات :     °( 3

 :2تمرين
( )              لتكغ دالة كثافة التػزيع السشتطع :                                

 

 
     

        إذاكان                                          
     a    ,b, أوجج      µ = 3إذا عمست أن   °( 1
 أوجج دالة التػزيع،°( 2
 أوجج التبايغ .°( 3

 :3تمرين
ئي أسي يسثل زمغ خجمة متغيخ عذػا  xدقيقة ( لمدبػن ,  12ساعة )  1.2في بشظ تقجم الخجمة بسعجل  

 . أخح عذػائيا زبػن 
 أوجج دالة الكثافة الإحتسالية .°( 1
 أوجج دالة التػزيع .°( 2
 دقيقة . 31أقل أو يداوي °( 4دقيقة .         15أحدب إحتسال زمغ الخجمة أقل أو يداوي °( 3
 دقيقة .  31و  12محرػر بيغ °( 5

 :4تمرين
 يػم .  α, بستػسط    xام متغيخ أسي مجة صلاحية مرابيح كيخبائية بالأي

(    )  إذا عمست أن           °( 1  .  α, أوجج                   
        (       )  أحدب إحتسال          °( 2
(   )  إذا كان                °( 3  .  b, أوجج                      
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 :5تمرين
 .ت التي تفرل بيغ خصأيغ متغيخ أسيخصأ مصبعي.عجد الرفحا 611بو صفحة،  311كتاب مكػن مغ 

 . poissonمعمسة     λأوجج دالة الكثافة الإحتسالية بإستخجام  °( 1
 أوجج دالة التػزيع .°( 2
 ماىػ إحتسال أن تفرل بيغ خصأيغ أكثخ مغ ثلاثة أرباع الرفحة .°( 3
 و صفحة واحجة . ماىػ إحتسال أن تفرل بيغ خصأيغ , مابيغ ربع صفحة°( 4

 :6تمرين
 أثشاء فحز إنجاز شخيق تؤخح مدافات عذػائية , ويتع حداب إحتساليغ :

 كع . 11_الإحتسال الأول : إحتسال مدافة عيب واحج أقل أو تداوي 
 كع . 21و  11_الإحتسال الثاني : إحتسال مدافة عيب واحج محرػرة بيغ 

 ثاني يخفس الإنجاز .إذا كان الإحتسال الأول اكبخ مغ الإحتسال ال
 عيب , ىل يخفس أم يقبل الإنجاز . 511كع  و بو   6111_ إذا عمست أن شػل الصخيق  

 :7تمرين
في الداعة ، بحيث لا يػجج  15في الداعة , ويتع في العادة فحز  15في مرمحة يرل السخضى بسعجل 

 إنتطار .
 ماىػ إحتسال وجػد شخز في الإنتطار .°( 1
 دقائق . 11دقائق و  4أن يشتطخ شخز بيغ  ماىػ إحتسال°( 2
 أوجج التػقع الخياضي و التبايغ .°( 3

 :8تمرين
في الداعة , بحيث  4في الداعة , ويتع التفتير بسعجل   4في معبخ حجودي يرل السدافخون بسعجل  

 لايػجج شابػر ) إنتطار ( .
   exponentielle  ,  poisson  ػر , إستخجم تػزيعيغ :_ماىػ إحتسال وجػد شاب

 :9تمرين
 . أحدب الإحتسالات التالية :    1و تبايغ    1, بستػسط    zمتغيخ شبيعي  

    (   )     (     )     (    )     (      )      
    (      )      (   )     (          )     (          )     
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 :10تمرين
 ساعة , أخح مرباح عذػائيا : 64ساعة و تبايغ 111ابيح كيخبائية متغيخ شبيعي , بستػسط عسخ مر

 . 131أكبخ مغ °( 3.  111و  91بيغ °( 2.   121و  111بيغ °( 1_ماىػ إحتسال أن يكػن عسخه : 
 :11تمرين

ل أن تكػن . ماىػ إحتسا %21و إنحخاف معياري  %61معجل الخشػبة في اليػاء متغيخ شبيعي , بستػسط 
 .  %111و  %51, _بيغ  %111, _أكبخ مغ  %81و  %71, _بيغ  %71الخشػبة : _أقل مغ 

 :12تمرين
 , حيث تتبع التػزيع الصبيعي .  σغ  و إنحخاف معياري 511مؤسدة تشتج عمب بػزن متػسط 

 .  σغ , أوجج  521و  481مغ العمب وزنيا محرػر بيغ  %95.44إذا عمست أن °( 1
غ , ماىي ندبة العمب السػجية 516و  484العمب إلي الدػق إذا كان وزنيا محرػر بيغ تػجو °( 2

 لمدػق؟
 . a , bمتشاضخيغ , أوجج  bو حج أعمى  aمغ العمب وزنيا محرػر بيغ حج أدنى  %92.82إذاكانت °( 3

 :13تمرين
 :اىػ إحتسال أنزائخ, م 31عخض يقػمػن بالذخاء. عشج دخػل مغ الأشخاص الحيغ يدورون م %31ندبة 

 .  normale , binomialeشخز يقػمػن بالذخاء , إستخجم تػزيعيغ   12إلي  11مغ °( 1
 شخز أو أقل . 31°( 4أشخاص أو أكثخ .   normale     .3 )°11أشخاص , إستخجم   °11( 2

 :14تمرين
 11إلي  9ن مغ وحجات معيبة في الداعة . ماىػ إحتسال أن تكػ  11عسمية إنتاجية تدبب في الستػسط 

 .   normale , poissonفي إنتاج ساعة أخحت عذػائيا . إستخجم تػزيعيغ    وحجة معيبة
 :51تمرين

 لتكغ الستغيخات:
    𝒵   𝒵   𝒵   𝒵      
      𝒵    

   (    )𝒵   𝓝:   متغيخ شبيعي معياري   𝓩حيث كل 
 (نعخف الستغيخييغ:أ

        𝒵     
         𝒵     
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 _أحدب الإحتسالات:
    )   (       )           )   (𝒵      )           )   (        )     
    )   (      )          )   (       )     

 ب(نعخف الستغيخيغ:
     𝒵

√   ⁄

                  
𝒵

√   ⁄

      

 _أحدب الإحتسالات:
    )   (       )              )   (       )     

 ج(نعخف الستغيخ:

    
  

 ⁄
  

 ⁄
    

 _أحدب الإحتسال:
    (      )     

 
 :1حل التمرين

( ) الذخشيغ :       حتسالية، حيث تحقق دالة كثافة إ  f(x)  الجالة°( 1  
 

  
     

  ∫  ( )   
  

  
 ∫ .

 

  
/   

  

  
 0

 

  
1
  

  
 
  

  
 
  

  
 
  

  
     

 ضي و التبايغ :التػقع الخيا حداب°( 2

   ( )  ∫    ( )
  

  
 ∫ .

 

  
/  

  

  
 0

 

 
 
  

  
1
  

  

 
       

   
 
    

   
 
   

 
      

   ( )   (  )  , ( )-    
   (  )  ∫     ( )

  

  
 ∫ .

  

  
/   

  

  
 0

 

 
 
  

  
1
  

  

 
       

   
 
      

   
 
     

  
   

   ( )        
  

     
     

  
 
     

  
 
    

  
 
   

  
        

   ب الإحتسالات :احد°( 3

    (    )  ∫  

  
  

  

  
 0

 

  
1
  

  
     

    (    )  ∫  

  
  

  

  
 0

 

  
1
  

  
 
     

  
 
  

  
        

    (    )  ∫  

  
  

  

  
 0

 

  
1
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 :2التمرينحل 
( )            لجيشا دالة كثافة التػزيع السشتطع:   

 

 
                

 :   a , bد   اجإي°( 1

  ∫  ( )  
 

 
 ∫ .

 

 
/  

 

 
 0

 

 
1
 

 
    

        
 
     

              
 
     

 مغ السعادلتيغ:

  2     
     

    
                                

 إيجاد دالة التػزيع:°( 2

   ( )  ∫  ( )  
 

 
 ∫ .

 

 
/  

 

 
 0

 

 
1
 

 
 
   

 
    

 وتكتب:

   ( )  {
                   

   

 
              

                 

    

 إيجاد التبايغ:°( 3
     (   ) 

  
 

  

  
 
 

 
    

 :3حل التمرين
 لمستغيخ الأسي: دالة الكثافة الإحتسالية°( 1

 α=12الخجمة بسعجل:    

   ( )   

 
  (

 
 
)     

   ( )   

  
 
  
              ,     ,    

 إيجاد دالة التػزيع:°( 2
   ( )    (   )  ∫  ( )  

 

 
    

   ∫  

  
 
  
  

 

 
    0  

  
  1

 

 

   
  
   (   )     

  
       

 دقيقة:  15الخجمة أقل أو يداوي  ب إحتسال زمغاحد°( 3
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     (    )   (  )                         
 دقيقة: 31أقل أو يداوي °( 4

    (    )   (  )                      
  دقيقة: 31و  12محرػر بيغ °( 5

    (       )   (  )   (  )                                 
 :4حل التمرين

    ,      ,  يػم ،       α, بستػسط    xمتغيخ أسي 
( ) دالة التػزيع :                      (

 
 
)   

(    )             لجيشا:°( 1                  
    (    )     (  )        (   )            
      (   )                   (   )                 
        

 
                       

 :إذن ىيدالة التػزيع 
   ( )      (    )   

         :ب إحتسالاحد°( 2
    (       )   (  )   (  )       (    )      (    )                 

                لجيشا:°( 3
    (   )                ( )                
          .

 
  
/
              

 .  
  
/
              

       
  
                                        

 :5حل التمرين
  متػسط عجد الرفحات بيغ خصأيغ، معمسة الأسي:   

   

   
       

  معجل الأخصاء في الرفحة، معمسة بػاسػن:    
 

 
       

 :  λلإحتسالية بإستخجام  دالة الكثافة ا°( 1
   ( )                           ,     ,   

 دالة التػزيع :°( 2
   ( )                  
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   1.75أيغ أكثخ مغ ثلاثة أرباع الرفحة: إحتسال أن تفرل بيغ خص°( 3
    (      )     (    )                      

 :  1و صفحة واحجة   1.25, مابيغ ربع صفحة  إحتسال أن تفرل بيغ خصأيغ °(4
    (        )   ( )   (    )                           

 :6حل التمرين
        متػسط السدافة:    
(    )  الإحتسال الأول:                 
(       )  الإحتسال الثاني:                 

 خفس الإنجاز .ي
 :7حل التمرين

       متػسط زمغ الفحز:    
(   )  شخز في الإنتطار:     _إحتسال1             
(      )     _إحتسال: 2             
( ) _التػقع والتبايغ:    3            ( )         

 :8التمرينحل 
 :تػزيع بػاسػن _

        معجل الػصػل: 

( )     دالة الإحتسال:    
      

  
   

   ( )        

  
                          

 أشخاص في الداعة: 4إحتسال وجػد شابػر=إحتسال وصػل أكثخ مغ 
    (   )      (   )     ( )   ( )   ( )   ( )   ( )   
                     

 
 
      

 
 
      

  
            

 :تػزيع أسي_
  معجل زمغ التفتير:    

  

 
      

( )            دالة التػزيع:        
 
    

   ( )       
               ,      ,   
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 دقيقة: 15في زمغ أكبخمغ إحتسال وجػد شابػر=إحتسال تفتير شخز 
    (    )     (  )                          

  :9التمرينحل 
    (   )               (     )              (    )           
    (      )                 (      )                 (   )        
    (          )                  (          )              

 :10حل التمرين
 1°)   (         )    .       

 
 
   

 
 
       

 
/            

 2°)   (        )    .      
 

 
   

 
 
       

 
/            

 3°)   (     )    .   
 
 
       

 
/      (      )            

 :11لتمرينحل ا
    (     )    .   

 
 
       

   
/             

    (         )    .       
   

 
   

 
 
       

   
/             

    (   )    .   
 
 
     

   
/      (   )            

    (       )    .       
   

 
   

 
 
     

   
/            

 :12حل التمرين
 :  %95.44  بإستخجام الإحتسال  σإيجاد °( 1

    (         )    .       
 

 
   

 
 
       

 
/            

      .   
 
   

  

 
/    .  

  

 
/    .  

   

 
/            

      .    

 
/  0    .  

   

 
/1         .  

  

 
/            

       .    

 
/  

      

 
      .  

  

 
/            

    (   )                         
 :  516و  484حداب إحتسال وزنيا محرػر بيغ °( 2

    (         )    .       
  

 
   

 
 
       

  
/      

     (          )                           
 :  %92.82 بإستخجام الإحتسال   a , b  يجاد حجيغ متشاضخيغإ°( 3
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    (     )    .     
  

 
   

 
 
     

  
/             

     .       

  
/    .  

     

  
/    .  

     

  
/  0    .  

     

  
/1  

        .       

  
/             .  

     

  
/            

    (     )                  

  
                             

 :13حل التمرين
 :شخز 12إلي  11مغ إحتسال °( 1

 تػزيع ثشائي الحجيغ:
   ( )                           (    )      
                                                         
    (       )   (  )   (  )   (  )                (     )       
                 (     )                  (     )                           
                        

 شخط التقخيب:     التػزيع الصبيعي:

  {     
     

       {
    
     

    
                     √      √             
    (       )    (          )    .     

     
 
   

 
 
      

     
/     

     (         )             
 )الصبيعي(:أشخاص  11 إحتسال°(2

    (  )    (          )    .     
     

 
   

 
 
      

     
/      

     (         )             
  أشخاص أو أكثخ: 11 إحتسال°(3

   (    )    (     )    .   
 
 
     

     
/      (     )            

 :شخز أو أقل 31 إحتسال°(4
   (    )    (      )    .   

 
 
      

     
/    (     )      

   :14حل التمرين
 وحجة معيبة: 11إلي  9مغ إحتسال 

 λ=10   تػزيع بػاسػن:
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   ( )        

  
   

        

  
       

                                                           
    (      )   ( )   (  )   (  )          

  
   

         

   
 
         

   
    

        . 
  
 

  

   
 
   

   
/                   

 تقخيب:شخط ال     التػزيع الصبيعي:
             
                     √  √       
    (      )    (          )    .      

√  
 
   

 
 
       

√  
/     

     (                )            
 :51حل التمرين
   (    )𝒵   𝓝متغيخ شبيعي معياري:     𝓩كل  لجيشا الستغيخات:

    𝒵   𝒵   𝒵   𝒵      
      𝒵    

 :تتبع تػزيع أ(الستغيخات
        𝒵      
        𝒵     

Y   كي مخبع بجرجة حخية    v=4 
Z²   كي مخبع بجرجة حخية   v=1 
Y1   جرجة حخية   كي مخبع ب v1=5 
Y2      كي مخبع بجرجة حخيةv2=3 

 _حداب الإحتسالات: 
    )   (       )    (         )              
    )   (𝒵      )    (        )      (        )            
    )   (        )     (         )          
    )   (      )      (       )           
    )   (       )     (        )      (        )            

 :يتبعان تػزيع الستغيخيغ ب(
     𝒵

√   ⁄

                  
𝒵

√   ⁄
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d1   بجرجة حخية    ستػدنت v1=5 
d2   بجرجة حخية    ستػدنتv2=3 

 ت:ب الإحتسالااحد_
    )   (       )     (𝔱      )                 
    )   (       )      (𝔱      )       (𝔱      )          

 :يتبع تػزيع فيذخ الستغيخ ج(

    
  

 ⁄
  

 ⁄
    

 v1=3    البدط بجرجة حخية
 v2=5   السقام بجرجة حخية

 ل:ب الإحتسااحد_
    (      )    (           )            
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 :بعجينالعذهائية ذات  المتغيراتالفرل الرابع:

يسكغ   X  لكل قيسة مسكشة  يػجج إحتسال أن ، و Y ، ومتغيخ عذػائي Xإذاكان لجيشا متغيخ عذػائي 
أو   (bivariate variable) ئي ثشائييكػن لجيشا متغيخ عذػا و، فإن Y  لأن تحجث مع أي قيسة مسكشة 

 .  Two-way Random Variables  متغيخ عذػائي ببعجيغ
 في حالة عجة متغيخات عذػائية، يكػن لجيشا متغيخ عذػائي بعجة أبعاد أو شعاع عذػائي.

 تعريف:
 ،  Sلتكغ تجخبة عذػائية مع فزاء عيشة  

Rفي    Sمغ    (X ,Y)التصبيق   
 : ثشائية عجديغ حكيقيغ،    a  :a ∊ Sخفق بكل عشرخ ، الحي ي  2

 ( X(a)  , Y(a) )    ،ثشائية متغيخات عذػائية ، إذا كان كل تصبيق   دسييX , Y  .متغيخ عذػائي  
 29 :مجسػعة الثشائيات ىػ تيغعذػائيفزاء متغيختيغ 

     𝒜  *(    )     ( )     ( )      +   
 

 حالة المتغيرات المتقطعة: (1
   Join Probability Function  دالة الإحتمال المذترك: (1-1

 متغيختيغ عذػائيتيغ متقصعتيغ:  X , Yإذا كانت : 
                 :    X  لالكيع السسكشة 
                 :    Y  لالكيع السسكشة 

   (     ) يػجج إحتسال:         (      ):   ئية مغ الكيعأنو لكل ثشانفخض 
                     أن:   يػجج إحتسال أي 

                      و يػجج إحتسال أن:   
(      ) حيث:                   (          )   

 .   X ,Yدالة الإحتسال السذتخك لمستغيخيغ     f(X ,Y)  الة تدسي الج
 :الجالة تحقق الذخشيغىحه 
(      ) :     غيخ سالبةالإحتسالات  X ,Y  لكل قيع°(    أ           

                                  
29

  Khaldi khaled, Probabilités. Op-cit, P 95 . 
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∑مجسػع الإحتسالات :      °(  ب ∑  (      )
 
 

 
               

   :1مثال
ىػ   Y ذػائيػ الخقع الحي يطيخ عمى الحجخ الأول، الستغيخ العى  X، الستغيخ العذػائي نخدنخمي حجخي 

 :الخقع الحي يطيخ عمى الحجخ الثاني
(      )      ىي متغيخ عذػائي ببعجيغ، حيث:   (X ,Y)الثشائية    

 

  
        

   (   )   

  
     (   )  

 

  
    (   )  

 

  
        

   (   )   

  
     (   )  

 

  
               

 التهزيع الإحتمالي المذترك:ججول  (1-2

، بججول يدسي ججول التػزيع   f(xi ,yj)و الإحتسال السقابل ليا    (xi , yj)  يسكغ تسثيل كل ثشائية
 ،  Bivariate Table  أو ججول ثشائي الإحتسالي السذتخك

(      ) حيث :               
X / Y y1 y2 … yj … ym ∑ 

x1 p11 p12 … p1j … p1m p1• 

x2 p21 p22 … p2j … p2m p2• 

… … …  …  … … 

xi pi1 pi2 … pij  pim pi• 

… … …   …  … 

xn pn1 pn2 … pnj  pnm pn• 

∑ p•1 p•2 … p•j … p•m 1 

  Khaldi khaled, Probabilités. Op-cit P 96   :السرجر

 
 ، ة السذتخك تالججول يعصي كل الإحتسالا

(     )    مثلا:        (          )         
             (     )    (          )         

(     ) إلي أخخ إحتسال:               (          )          
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 :)إحتسال حجي( مجسػع الإحتسالات في كل سصخ يدسي إحتسال ىامذي
    (    )  ∑    

 
         

 . Y، مع كل قيع   xiأي إحتسال قيسة  
 مجسػع الإحتسالات في كل عسػد يدسي أيزا إحتسال ىامذي:

    (    )  ∑    
 
         

 .  X، مع كل قيع  yjأي إحتسال قيسة  
 :تحقق دائسا السجاميع اليامذية

  ∑    
 
  ∑    

 
  ∑ ∑    

 
 

 
      

 سػاء كان الجسع في الأسصخ أو الأعسجة. ، 1أي مجسػع الإحتسالات يداوي واحج 
 

 ability FunctionMarginal Prob   :ي()الهامذ يدالة الإحتمال الحج (1-3

  X ,Yلإحتسال الحجية لكل مغ تعصيشا دوال الإحتسال اليامذي أو دوال ا الإحتسالات اليامذية الدابقة
 30 . عمى حجة

 :  Xدالة الإحتسال الحجية لمستغيخ 
    (  )    (    )  ∑  (     )

 
        

 ، Yيع  ، مع كل ق xiإحتسال قيسة  
  . Yبالشدبة لمستغيخ  يتع التجسيع لجالة الإحتسال السذتخك مجسػع الإحتسالات في كل سصخ،أي 

 الجالة الدابقة تكتب بإخترار:
    ( )  ∑  (   )     

 : Y الإحتسال الحجية لمستغيخدالة 
    (  )    (    )  ∑  (     )

 
        

 ، X، مع كل قيع   yjإحتسال قيسة  
  .  Xمجسػع الإحتسالات في كل عسػد، يتع التجسيع لجالة الإحتسال السذتخك بالشدبة لمستغيخ أي 

 الجالة الدابقة تكتب بإخترار:
    ( )  ∑  (   )     

                                  
30

 . 19عودة، مقذمت في الىظريت الإحصائيت. مرجع صبق ركري، ص  أحمذ   
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 :2مثال
الخقع الحي يطيخ عمى الحجخ الأول،  ىػ  Xرمي حجخي نخد، الستغيخ العذػائي الدابق،  1نأخح السثال

 ىػ الخقع الحي يطيخ عمى الحجخ الثاني:  Yالستغيخ العذػائي 
      ي متغيخ عذػائي ببعجيغ،ى  (X ,Y)الثشائية  

 ججول التػزيع الإحتسالي السذتخك:
X / Y y1=1 y1=2 y1=3 y1=4 y1=5 y1=6 ∑ 

x1=1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 p1•=6/36 

x1=2 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 p2•=6/36 

x1=3 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 p3•=6/36 

x1=4 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 p4•=6/36 

x1=5 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 p5•=6/36 

x1=6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 p6•=6/36 

∑ p•1=6/36 p•2=6/36 p•3=6/36 p•4=6/36 p•5=6/36 p•6=6/36 1 

 
(      ) دالة الإحتسال السذتخك:         (          )         

    ة:الإحتسالات السذتخك
(    ) مثلا:           (        )      

 

  
    
             (    )    (        )      

 

  
    

 :(مشفخد )إحتسال كل حجث لكل رقع وىي كميا متداوية ىشا وتداوي ججاء الإحتسالات السشفخدة
              مثلا:       

 

 
 
 

 
 

 

  
     

 
 :  Xدالة الإحتسال الحجية لمستغيخ 

    (  )    (    )  ∑  (     )
 
        

 الإحتسالات الحجية:
( )  مثلا:           (   )  ∑  (    )
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                ( )    (   )  ∑  (    )
 
      

 

  
      

 تكتب بإخترار: و
    ( )  ∑  (   )         
    ( )  ∑  (   )  

 

  
     

    ( )  ∑  (   )   
 

  
   

 : Yدالة الإحتسال الحجية لمستغيخ 
    (  )    (    )  ∑  (     )

 
        

 الإحتسالات الحجية:
( )  مثلا:             (   )  ∑  (    )

 
      

 

  
     

 تكتب بإخترار: و
    ( )  ∑  (   )         
    ( )  ∑  (   )  

 

  
    

 

 Conditional Probability Function   دالة الإحتمال الذرطي: (1-4

 رأيشا سابقا الإحتسال السذتخك يداوي:
   (      )    (          )        

 : X , Y  الة الإحتسال السذتخك لمستغيخيغد و
   (    )    (        )   

 إذا كان الستغيخيغ مدتقميغ، فإن الإحتسال السذتخك يداوي الججاء:
   (      )    (          )    (    )    (    )    
   (      )                

 :تكتب إذن دالة الإحتسال السذتخك
   (   )    ( )    ( )   

 تسال الحجية.حأي في حال متغيخيغ مدتقميغ دالة الإحتسال السذتخك تداوي ججاء دالتي الإ
 دوال الإحتسال الذخشي:

  :يداوي  فإن الإحتسال السذتخك إذا كان الستغيخيغ غيخ مدتقميغ،
 : (X=xi)  الججاء بذخط
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   (      )    (          )     
   (      )    (    )    (        ⁄ )   

 دالة الإحتسال السذتخك تكتب بالذكل:
   (   )    ( )    (  ⁄ )   

 .  X=xبذخط الستغيخ    Yلة الإحتسال الذخشي لمستغيخ تدسي دا     f(y/x)   :الجالة 
 : (Y=yj)   ونفذ الذئ لمججاء بذخط

   (      )    (          )     
   (      )    (    )    (        ⁄ )   

 دالة الإحتسال السذتخك تكتب بالذكل:
   (   )    ( )    (  ⁄ )   

 .  Y=yبذخط الستغيخ    Xتدسي دالة الإحتسال الذخشي لمستغيخ      f(x/y)الجالة :   
 31 إذن دوال الإحتسال الذخشي:

 : X  لمستغيخ
   (  ⁄ )  

 (    )

  ( )
    

 :يكتب و الإحتسال الذخشي

    (        ⁄ )  
 (      )

  (    )
 

   

   
   

 : Y  لمستغيخ
   (  ⁄ )  

 (    )

  ( )
    

 :يكتب و الإحتسال الذخشي

    (        ⁄ )  
 (      )

  (    )
 
   

   
     

 
 :3مثال

   X = 10 , 20 , 20 , 20 , 30 يأخح الكيع :     X. الستغيخ   X ,Y متغيخيغ  ليكغ

  Y= 2 , 4 , 4 , 6    يأخح الكيع :  Yالستغيخ 

 يع الإحتسالي السذتخك لمستغيخيغ:ججول التػز 

                                  
31

 . 22المرجع، ص  وفش   
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X / Y 2 4 6 ∑ 

10 1/20 2/20 1/20  

  
 
 

 
  

20 3/20 6/20 3/20   

  
 
 

 
  

30 1/20 2/20 1/20  

  
 
 

 
  

∑  

  
 
 

 
  

  

  
 
 

 
  

 

  
 
 

 
  1 

 
 : X  لمستغيخ الإحتسالات الذخشية

    (        ⁄ )  
 (      )

  (    )
 

   

   
   

 مثلا:

    (       ⁄ )  
 (     )

  (   )
 
 
  ⁄

 
  ⁄
 
 

 
   

    (       ⁄ )  
 (     )

  (   )
 

 
  ⁄

  
  ⁄
 
 

 
    

 : X  لمستغيخ دالة الإحتسال الذخشي
    y=4  , y=2مثلا: بذخط    

   (  ⁄ )  
 (    )

  ( )
    

   (  ⁄ )  
 (    )

  ( )
 
 (   )
 
  ⁄
     

   (  ⁄ )  
 (    )

  ( )
 
 (   )
  

  ⁄
    

 : Y  لمستغيخ الإحتسالات الذخشية

    (        ⁄ )  
 (      )

  (    )
 
   

   
     

 مثلا:

    (       ⁄ )  
 (     )

  (    )
 

 
  ⁄

  
  ⁄
 
 

 
    

    (       ⁄ )  
 (     )

  (    )
 
 
  ⁄

 
  ⁄
 
 

 
    

 : Y  لمستغيخ دالة الإحتسال الذخشي
  x=30  , x=20مثلا: بذخط    

   (  ⁄ )  
 (    )

  ( )
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   (   ⁄ )  
 (     )

  (  )
  

 (    )
  

  ⁄
   

   (   ⁄ )  
 (     )

  (  )
 
 (    )
 
  ⁄
    

 Distribution Function  دالة التهزيع: (1-5

 دالة التػزيع تعخف بشفذ الذكل كسا في حالة متغيخ واحج ، أي دالة الإحتسال التجسيعي :
   (    )    (        )  ∑ ∑  (    )

 
  

 
      

 :4مثال
 الدابق :  3النأخح ججول السث

   (     )    (         )  ∑ ∑  (    ) 
 

  
      

   (     )  .  
  
 

 

  
/  .

 

  
 

 

  
/  

  

  
    

   (     )    (         )  ∑ ∑  (    ) 
 

  
      

   (     )  .  
  
 

 

  
 

 

  
/  .

 

  
 

 

  
 

 

  
/  

  

  
    

 

 Conditional Expectation   :التهقع الذرطي (1-6

 التػقع الخياضي:-
( )            : Xلمستغيخ      ∑     ( )

  
  

     
( )             : Yلمستغيخ      ∑     ( )

  
  

    
 التبايغ:-

( )         :  Xلمستغيخ     
  ∑      ( )

  
  

   
      

( )       :  Yلمستغيخ     
  ∑      ( )    

  
  
  

    
  : التػقع الخياضي الذخشي-

 يعخف بشفذ الريغة لكغ بإستخجام دالة الإحتسال الذخشي:
⁄  )       (: y)بذخط   Xلمستغيخ  )  ∑    (  ⁄ )

  
  

              
⁄  )                    و يداوي: )  ∑   

 (   )

  ( )
 

  
  

    

⁄  )           (: x)بذخط   Yلمستغيخ  )  ∑    (  ⁄ )
  
  

     
⁄  )                و يداوي: )  ∑   

 (   )

  ( )
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 :الستغيخات غيخ السدتقمة-
 غيخ مدتقميغ، فإن تػقع الججاء يكػن:  X ,Y  إذا كان الستغيخيغ

         (   )   ,   (  ⁄ )-    
(   )             و أيزا:   ,   (  ⁄ )-   

 

 التباين المذترك ومعامل الإرتباط: (1-7

 ovariance C   التباين المذترك:-

 مسا رأيشاه سابقا يسكغ أن نكتب:
( )                               :  X  ل التػقع الخياضي  ∑    ( )    

                   التبايغ: 
   ( )   (   ( ))  ∑(    )

    ( )    
( )                                :  Y  ل التػقع الخياضي  ∑    ( )    

                    التبايغ:
   ( )   (   ( ))  ∑(    )

 
   ( )    

 يعخف بالعلاقة:   X ,Yالتبايغ السذتخك لمستغيخيغ   
     (   )   ,(   ( ))(   ( ))-   
     (   )  ∑(    )(    ) (   )    

 ن التبايغ السذتخك ىػ التػقع الخياضي لججاء الإنحخافيغ عغ الستػسط.أأي 
 32 :ويداوي أيزا

     (   )   (  )   ( ) ( )  
     (   )  ∑     (   )         

 خػاص:
(   )                                                 التبايغ السذتخك:  °(1     (   )   
(   )                                         :  Y=Xإذا كان الستغيخ نفدو   °(2   ( )   
(   )                                                             ثابت:  aإذاكان  °(3      
(     )                                 ثابتيغ:  a , bإذا كان   °(4         (   )   
(      )      متغيخات عذػائية،  X , Y , S  لتكغ: °(5     (   )     (   )   

                                  
32

 . 109ص  ليبضشتز، الإحتمالاث. مرجع صبق ركري صيمور   
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 الستغيخات السدتقمة:
 غ السذتخك يداوي:متغيخيغ مدتقميغ فإن التباي  X ,Y إذا كان 

     (   )      
     (   )   (  )   ( )  ( )     
                  ( )  ( )   ( )  ( )      

 الستغيخات غيخ السدتقمة:
 متغيخيغ غيخ مدتقميغ التبايغ السذتخك:  X ,Y إذا كان 

     (   )      
 و التبايغ يداوي:

   (   )   ( )   ( )       (   )   
   (   )   ( )   ( )       (   )   

 rrelation efficent of CooC  معامل الإرتباط:-

 33 ، يعخف بالعلاقة: rxyويخمد لو    X ,Yمعامل الإرتباط بيغ متغيخيغ  
         (   )

    
    

 خك إلي ججاء الإنحخافيغ السعيارييغ لمستغيخييغ.أي أنو ندبة التبايغ السذت
 معامل الإرتباط يعبخ عغ درجة الإرتباط بيغ الستغيخيغ و إتجاه الإرتباط مػجب أم سالب )شخدي،عكدي( ،

          حيث قيع معامل الإرتباط :              
                إرتباط سالب :
               إرتباط مػجب :

    r= 0مدتقميغ فإن :        X ,Y إذا كان
 :خػاص
 ثػابت:  a ,bمتغيخيغ غيخ مدتقميغ ، و    X ,Yإذا كان 

    )   (   )(   )        
    )   (   )(   )        
    )   (  )(  )        

 أي معامل الإرتباط لايتأثخ بالثػابت )كدخ(.

                                  
33

 . وفش المرجع، وفش الصفحت   
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 :5مثال
 : X ,Yليكغ ججول التػزيع الإحتسالي لمستغيخيغ  

X / Y 1 2 ∑ 

1 2/12 4/12 6/12 

2 1/12 4/12 5/12 

3 1/12 0 1/12 

∑ 4/12 8/12 1 

 
 : Xالتػزيع الإحتسالي لمستغيخ 

X   ( )     ( )      ( ) 

1 6/12 6/12 6/12 

2 5/12 10/12 20/12 

3 1/12 3/12 9/12 

 1 19/12 35/12 

         الخياضي: عالتػق
  

  
          

        التبايغ:
  

  

  
 .

  

  
/
 
 

  

   
          

 
 : Yالتػزيع الإحتسالي لمستغيخ 

     ( )     ( )   ( ) Y 

4/12 4/12 4/12 1 

32/12 16/12 8/12 2 

36/12 20/12 1  

           التػقع الخياضي:
  

  
          

          التبايغ:
  

  

  
 .

  

  
/
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 : X.Yججول التػزيع الإحتسالي السذتخك لمججاء  
X.Y f(x,y) (x.y).f(x,y) 

1 2/12 2/12 

2 5/12 10/12 

3 1/12 3/12 

4 4/12 16/12 

6 0 0 

 1 31/12 

 

(  )                التػقع الخياضي لمججاء:  ∑    (   )  
  

  
    

(   )                         التبايغ السذتخك:   (  )   ( )  ( )      
      ∑     (   )          
        

  
 
  

  
 
  

  
 

  

   
             

 rxy   معامل الإرتباط:

           (   )

    
    

            

√       √      
 
       

       
           

 

 حالة المتغيرات المدتمرة: (2
 Density Function Join   لمتغيرين: المذترك دالة كثافة الإحتمال (2-1

   f(X,Y)، أو دالة الكثافة السذتخكة الجالة    X ,Y  مدتسختيغ يغتندسي دالة كثافة الإحتسال لستغيخ 
 التي تحقق الذخشيغ:

(   )        دالة غيخ سالبة:   °( 1      
∫       كل الإحتسالات:  °( 2 ∫  (   )    

  

  

  

  
      

 ،      ,      -  إذا كان مجال التعخيف    
 .      -      ,   -      ,:    و يسكغ أن يكػن مجال أخخ
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  Function Distribution  دالة التهزيع لمتغيرين: (2-2

 دالة التػزيع أو دالة الإحتسال التجسيعي تعخف بالذكل:
   (   )    (        )      
     ∫ ∫  (   )    

 

  

 

  
     

كثافة السذتخكة مغ أول قيسة لسجال التعخيف لكل متغيخ إلي غاية ثشائية معيشة   أي التكامل السددوج لجالة ال
(x ,y) . 

 خػاص:
 دالة متدايجة عمى مجال معيغ؛ °(1
 ؛ ℝدالة مدتسخة عمى  °(2
(      )            الإحتسال:   °(3      
(      ) الإحتسالات:            °(4   (      )       
(   ) ية:           السذتقة الكم °(5  

 

  

 

  
 (   )   

 

 Density Function Marginal   دالة كثافة الإحتمال الحجية: (2-3

، ىي تكامل دالة الكثافة السذتخكة بالشدبة  Xلمستغيخ  الإحتسال اليامذيدالة كثافة الإحتسال الحجية أو 
 :  Yلمستغيخ الآخخ 

    ( )  ∫  (   )  
  

  
    

    ( )  ∫  (   )  
  
  

                ,       ,      -          
، ىي تكامل دالة الكثافة  Yلمستغيخ  الإحتسال اليامذيدالة كثافة الإحتسال الحجية أو و بشفذ الذكل 

 X  : 34السذتخكة بالشدبة لمستغيخ الآخخ 
    ( )  ∫  (   )  

  

  
    

    ( )  ∫  (   )  
  
  

                 ,      ,      -    
 
 

                                  
34

 . 39عودة، مقذمت في الىظريت الإحصائيت. مرجع صبق ركري، ص  أحمذ   
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 Function istributionD Marginal   دالة التهزيع الحجية: (2-4

 : Xدالة التػزيع الحجية لمستغيخ 
    ( )    (   )  ∫ ∫  (   )    

  

  

 

  
    

    ( )  ∫   ( )  
 

  
    

 .  Xأي تداوي تكامل دالة الكثافة الحجية لمستغيخ 
 : Yو بشفذ الذكل دالة التػزيع الحجية لمستغيخ 

    ( )    (   )  ∫ ∫  (   )    
  

  

 

  
   

    ( )  ∫   ( )  
 

  
   

 .  Yل دالة الكثافة الحجية لمستغيخ أي تداوي تكام
 

 Function Conditional Probability   الإحتمال الذرطي:دالة  (2-5

 دالة كثافة الإحتسال السذتخك تكتب بالذكل:
   (   )    ( )   (  ⁄ )    

 وكحلظ:
   (   )    ( )   (  ⁄ )   

 :دالة الإحتسال الذخشي
 (: y )بذخط  Xلمستغيخ 

   (  ⁄ )  
 (   )

  ( )
    

 (: x)بذخط   Yلمستغيخ 
   (  ⁄ )  

 (   )

  ( )
    

 :الستغيخات السدتقمة
 متغيخيغ مدتقميغ:  X ,Yإذا كان 

   (   )    ( )    ( )   
 لأن:ذلظ 

   (  ⁄ )    ( )              (  ⁄ )    ( )    
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 Conditional Expectation  :التهقع الذرطي (2-6

 التػقع الخياضي:-
( ) :            Xلمستغيخ      ∫     ( )

  

  
       

( ) :             Yلمستغيخ       ∫     ( )
  

  
      

 التبايغ:-
( ) :          Xلمستغيخ     

  ∫      ( )
  

  
     

      
( ) :        Yلمستغيخ     

  ∫      ( )
  

  
     

      
 التػقع الذخشي:-

 35 يعخف بشفذ الريغة لكغ بإستخجام دالة الإحتسال الذخشي:
⁄  )       (:   y)بذخط   Xلمستغيخ  )  ∫    (  ⁄ )

  

  
                

⁄  ) و يداوي:                    )  ∫  
  

  
 
 (   )

  ( )
       

⁄  ) (:           x)بذخط   Yلمستغيخ  )  ∫    (  ⁄ )
  

  
       

⁄  )                 و يداوي:   )  ∫  
  

  
 
 (   )

  ( )
        

 :الستغيخات غيخ السدتقمة-
 غيخ مدتقميغ، فإن تػقع الججاء يكػن:  X ,Yإذا كان الستغيخيغ  

         (   )   ,   (  ⁄ )-    
(   ) و أيزا:               ,   (  ⁄ )-  

 

 التباين المذترك و معامل الإرتباط: (2-7

 Covariance  التباين المذترك:-

 36 :بالعلاقةيعخف   X ,Yتخك بيغ الستغيخيغ  التبايغ السذ
     (   )   ,(   ( ))(   ( ))-    
     (   )   (  )   ( ) ( )   

                                  
 . 61نفذ السخجع، ص    35

36
 Khaldi khaled, Probabilités. Op-cit P 99 . 
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 حيث:
   (  )  ∫ ∫     (   )

  

  
    

  

  
   

 
 يداوي: متغيخيغ مدتقميغ فإن التبايغ السذتخك  X ,Yإذا كان   الستغيخات السدتقمة:

     (   )      
 متغيخيغ غيخ مدتقميغ التبايغ السذتخك:  X ,Yإذا كان   الستغيخات غيخ السدتقمة:

     (   )      
 و التبايغ يداوي:

   (   )   ( )   ( )       (   )   
   (   )   ( )   ( )       (   )   

 t of Correlationcoefficen  معامل الإرتباط:-

 37 يعخف بالعلاقة:  X ,Yمعامل الإرتباط بيغ متغيخيغ 
         (   )

    
    

          قيع معامل الإرتباط :               :حيث
         إرتباط سالب :       
         إرتباط مػجب :      

    r= 0مدتقميغ فإن :        X ,Yإذا كان 
 

 :6مثال
 : X ,Yلتكغ دالة الكثافة لستغيخيغ  

   (   )  {                
                         

    

 : Xدالة الكثافة الحجية لمستغيخ 
    ( )  ∫  (   )

 

 
   ∫   

 

 
   ,  - 

     
    ( )         

         حيث:       

                                  
37

  Idem P 100 . 
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 : Yدالة الكثافة الحجية لمستغيخ 
    ( )  ∫  (   )

 

 
   ∫   

 

 
   ,  - 

 
   

    ( )        
        حيث:       

 دالة الكثافة الذخشية:
   (  ⁄ )  

 (   )

  ( )
 

 

  
 

 

 
   

                     حيث:       
   (  ⁄ )  

 (   )

  ( )
 

 

    
 

 

   
    

                  حيث:      
 : E(X/Y)  التػقع الذخشي

   (  ⁄ )  ∫    (  ⁄ )
 

 
   ∫   

 

 

 

 
    0

 

 
 
 

 
   1

 

 
    

   (  ⁄ )  
 

 
 
  

 
   

 

 
    

        ث:      حي
 : E(Y/X)التػقع الذخشي  

   (  ⁄ )  ∫    (  ⁄ )
 

 
   ∫   

 

 

 

(   )
    0

 

 
 

 

(   )
   1

 

 
    

   (  ⁄ )  
 

 
 

 

(   )
 
 

 
 
  

(   )
 

    

 (   )
 
   

 
    

        :       حيث
 

 pr(0<x<1/2)   حتسال:حداب الإ
 ندتعسل دالة الكثافة الحجية:

    (     

 
)  ∫   ( )

 
 

 
   ∫ (    )

 
 

 
     

   ,     - 
 
    

 

 
   

 

 
     

 :  (y=3/4)  ، بذخط   pr((0<x<1/2)y=3/4)  حداب الإحتسال الذخشي
 ذخشية:ندتعسل دالة الكثافة ال
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    ((     

 
)    

 
⁄ )  ∫  (    

 
⁄ )

 
 

 
   ∫ (

 
 
 ⁄
*

 
 

 
      

   ∫ .
 

 
/

 
 

 
   0

 

 
  1

 

 
 
 
   
 

 
   

 

 
    

 E(X)  التػقع الخياضي:
   ( )  ∫     ( )

 

 
   ∫  (    )

 

 
   ∫ (      )

 

 
      

   0    

 
  1

 

 
   

 

 
 
 

 
    

 E(Y)التػقع الخياضي:  
   ( )  ∫     ( )

 

 
   ∫  (  )

 

 
    ∫ (   )

 

 
      

   0 
 
  1

 

 
 
 

 
    

 :  E(XY)تػقع الججاء،  
(  ) نحدب:             ∫ ∫     (   )

 

 
    

 

 
      

                    حيث:        
(  ) نحدب:         وىي نفذ الشتيجة عشجما  ∫ ∫     (   )

 

 
    

 

 
      

                    حيث:        
   (  )  ∫ ∫     (   )

 

 
    

 

 
 ∫ ∫     

 

 
     

 

 
    

    ∫ (∫     
 

 
  )

 

 
    ∫ (,   - 

 
)

 

 
       

   ∫ (      ) 

 
     ∫ (  )

 

 
     0

 

 
   1

 

 
  

 

 
     

 V(X)  التبايغ:
   (  )  ∫      ( )

 

 
   ∫   (    )

 

 
   ∫ (       )

 

 
      

   0 
 
   

 

 
  1

 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
    

   ( )   (  )  (  )   

 
 .

 

 
/
 
 

 

  
   

 V(Y)التبايغ:  
   (  )  ∫      ( )

 

 
   ∫   (  )

 

 
    ∫ (   )

 

 
      

   0 
 
  1

 

 
 
 

 
 
 

 
    

   ( )   (  )  (  )
 
 
 

 
 .

 

 
/
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 COV(XY)  التبايغ السذتخك:

     (   )   (  )   ( ) ( )   
    

 
 
 

 
 
 

 
 

 

  
     

 rxy  معامل الإرتباط:

         (   )

    
 

 
  ⁄

√   ⁄ √   ⁄

  
 
  ⁄

 
  ⁄
  

  

  
  

 

 
    

 
 

 
  



 الفرل الخابع  الستغيخات العذػائية ذات بعجيغ  

102 
 

 تمارين الفرل الرابع:
 :1تمرين

   X = 1 , 1 , 2 , 2 , 3يأخح الكيع :      X. الستغيخ   X ,Yليكغ متغيخيغ  

  Y= 1 , 2 , 3 ,3 , 3يأخح الكيع :      Yالستغيخ 

 ،تخك ػزيع الإحتسالي السذججول التأوجج °(1
 أحدب الإحتسالات الذخشية:°(2

    (      ⁄ )           (      ⁄ )      
    (      ⁄ )           (      ⁄ )       

 :أحدب الإحتسالات°(3
    (        )           (        )         (        )       

 أحدب:°(4
   ( )     ( )    ( )    ( )      (  )    

 
 :2تمرين

 : X ,Yليكغ ججول التػزيع الإحتسالي لمستغيخيغ  
X / Y 1 2 ∑ 

10 2/10 2/10 P1• 

20 1/10 4/10 P2• 

30 1/10 0 P3• 

∑ p•1 p•2 1 

 
 .  E(X)  , V(X)، أحدب     Xلمستغيخ  الحجي أوجج التػزيع الإحتسالي°(1
 .  E(Y)  , V(Y)، أحدب      Yج التػزيع الإحتسالي الحجي لمستغيخ  أوج°(2
 .  rxy  ,  cov(X,Y)أحدب      °(3
 :أحدب الإحتسالات الذخشية°(4

       (       ⁄ )    
       (       ⁄ )          
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 :3تمرين
 : X ,Yلستغيخيغ   الإحتسالية لتكغ دالة الكثافة

   (   )  {
 (     )         

     
                                    

     

 ،  kج الثابت  أوج°(1
     ( )      ( )      الحجية: الإحتسال كثافةأوجج دوال °(2
⁄  ) أوجج دوال كثافة الإحتسال الذخشية:   °(3 )    (  ⁄ )    
(   )       : أحدب الإحتسالات°(4       

                              (      ⁄ )         
 :4تمرين

 : X ,Yلتكغ دالة الكثافة الإحتسالية لستغيخيغ  

   (   )  {
 

  
(     )         

     
                                    

     

 
 .  E(X)  , V(X)، أحدب     Xلمستغيخ  أوجج دالة الكثافة الحجية°(1
 .  E(Y)  , V(Y)، أحدب      Yأوجج دالة الكثافة الحجية لمستغيخ  °(2
 .  rxy  ,  cov(X,Y)أحدب      °(3

 
 :1تمرينحل ال

 ججول التػزيع الإحتسالي السذتخك لمستغيخيغ:°(1
X / Y 1 2 3 ∑ 

1 2/25 2/25 6/25   

  
 
 

 
  

2 2/25 2/25 6/25   

  
 
 

 
  

3 1/25 1/25 3/25  

  
 
 

 
  

∑  

  
 
 

 
  

 

  
 
 

 
  

  

  
 
 

 
  1 
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 :الذخشيةحداب الإحتسالات °(2
  x    بذخطy : 

    (        ⁄ )  
 (      )

  (    )
 

   

   
   

    (      ⁄ )  
 (    )

  (   )
 
 
  ⁄

 
  ⁄
 
 

 
   

    (      ⁄ )  
 (    )

  (   )
 

 
  ⁄

  
  ⁄
 
 

 
    

  y  بذخط  x : 

    (        ⁄ )  
 (      )

  (    )
 
   

   
     

    (      ⁄ )  
 (    )

  (   )
 

 
  ⁄

  
  ⁄
 
 

 
    

    (      ⁄ )  
 (    )

  (   )
 
 
  ⁄

 
  ⁄
 
 

 
    

 :نلاحظ أن الستغيخيغ مدتقميغ
   (  ⁄ )  

 (    )

  ( )
   ( )                (  ⁄ )  

 (    )

  ( )
   ( )     

 
 ، أي دالة الإحتسال التجسيعي :دالة التػزيع  حداب الإحتسالات:°(3

   (    )    (        )  ∑ ∑  (    )
 
  

 
      

   (    )    (        )  ∑ ∑  (    ) 
 

 
     

   (    )  .  
  
 

 

  
 

 

  
/  

  

  
 
 

 
    

   (    )    (        )  ∑ ∑  (    ) 
 

 
     

   (    )  .  
  
 

 

  
/  .

 

  
 

 

  
/  

 

  
    

   (    )    (        )  ∑ ∑  (    ) 
 

 
    

   (    )  .  
  
 

 

  
/  .

 

  
 

 

  
/  .

 

  
 

 

  
/  

  

  
 
 

 
     

 
 ب:احد°(4

   ( )     ( )    ( )    ( )      (  )    
 

 : Xالتػزيع الإحتسالي الحجي لمستغيخ 
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X   ( )     ( )      ( ) 

1 2/5 2/5 2/5 

2 2/5 4/5 8/5 

3 1/5 3/5 9/5 

 1 9/5 19/5 

   التػقع الخياضي:      
 

 
        

   التبايغ:     
  

  

 
 .

 

 
/
 
 
  

  
         

 : Yالتػزيع الإحتسالي الحجي لمستغيخ 
     ( )     ( )   ( ) Y 

1/5 1/5 1/5 1 

4/5 2/5 1/5 2 

27/5 9/5 3/5 3 

32/5 12/5 1  

   التػقع الخياضي:        
  

 
         

  التبايغ:        
  

  

 
 .

  

 
/
 
 
  

  
          

 
 : X.Yالتػزيع الإحتسالي السذتخك لمججاء  

X.Y f(x,y) (x.y).f(x,y) 

1 2/25 2/25 

2 4/25 8/25 

3 7/25 21/25 

4 2/25 8/25 

6 7/25 42/25 

9 3/25 27/25 

 1 108/25 
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(  ) التػقع الخياضي لمججاء:                 ∑    (   )  
   

  
         

(   )                        التبايغ السذتخك:              (  )   ( )  ( )      
        (   )  ∑     (   )          

  
 
 

 
 
  

 
        

 الستغيخيغ مدتقميغ.
 

 :2حل التمرين
 :حداب الإحتسالات الحجية

    ( )  ∑  (   )         
    ( )  ∑  (   )         
 

X / Y 1 2 ∑ 

10 2/10 2/10 4/10 

20 1/10 4/10 5/10 

30 1/10 0 1/10 

∑ 4/10 6/10 1 

 
 : Xلمستغيخ  الحجي التػزيع الإحتسالي°(1

X   ( )     ( )      ( ) 

10 4/10 40/10 400/10 

20 5/10 100/10 2000/10 

30 1/10 30/10 900/10 

 1 170/10 3300/10 

 
   التػقع الخياضي:      

   

  
      

  التبايغ:      
      (  )        
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 : Yلمستغيخ  الحجي التػزيع الإحتسالي°(2
     ( )     ( )   ( ) Y 

4/10 4/10 4/10 1 

24/10 12/10 6/10 2 

28/10 16/10 1  

 

   التػقع الخياضي:        
  

  
         

  التبايغ:        
      (   )                    

 حداب التبايغ السذتخك و معامل الإرتباط:°(3
 : X.Yججول التػزيع الإحتسالي السذتخك لمججاء  

X.Y f(x,y) (x.y).f(x,y) 

10 2/10 20/10 

20 3/10 60/10 

30 1/10 30/10 

40 4/10 160/10 

60 0 0 

 1 270/10 

 

(  ) التػقع الخياضي لمججاء:                 ∑    (   )  
   

  
       

(   )   التبايغ السذتخك:                         (  )   ( )  ( )      
        (   )  ∑     (   )          
                                  

 rxyمعامل الإرتباط:   

           (   )

    
    

         

√   √    
 

    

        
              

 نلاحظ أنو يػجج إرتباط سالب ضعيف.
 :حداب الإحتسالات الذخشية°(4
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    (        ⁄ )  
 (      )

  (    )
 

   

   
   

    (       ⁄ )  
 (     )

  (   )
 
 
  ⁄

 
  ⁄
 
 

 
 
 

 
    

    (        ⁄ )  
 (      )

  (    )
 
   

   
     

    (       ⁄ )  
 (     )

  (    )
 

 
 
  ⁄
       

⁄  ) نلاحظ أن:     )    ( )      
                 (  ⁄ )    ( )     

 الستغيخيغ غيخ مدتقميغ.
 :3حل التمرين

 : X ,Yمستغيخيغ  لدالة الكثافة 

   (   )  {
 (     )       

     

ماعجاذلظ                  
      

  : kإيجاد الثابت  °(1

}الذخشيغ :     
 (   )      

∫ ∫  (   )    
  

   
     

  ∫ ∫  (   )
 

 
     

 

 
 ∫ ∫  (     )

 

 
     

 

 
    

    ∫ .∫ (     )
 

 
  /

 

 
    ∫ .[       

 
  ]

 

 
/

 

 
       

    ∫ (     ) 

 
    ,      - 

    (     )      
                      

  
    

(   )       إذن الجالة:  
 

  
(     )    

                       حيث:  
 الحجية:دوال الكثافة °(2

 : Xدالة الكثافة الحجية لمستغيخ 
    ( )  ∫  (   )

 
   ∫

 

  
(     )

 

 
   

 

  
[       

 
  ]

 

 
     

    ( )   

  
(     )    

         حيث:       
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 : Yدالة الكثافة الحجية لمستغيخ 
    ( )  ∫  (   )

 
   ∫

 

  
(     )

 

 
   

 

  
[    

 
     ]

 

 
    

    ( )   

  
(      )   

        حيث:       
 

 دوال الكثافة الذخشية:°(3

   (  ⁄ )  
 (   )

  ( )
 
(     )

  ⁄

(     )
  ⁄
 
     

     
     

                  حيث:       

   (  ⁄ )  
 (   )

  ( )
 
(     )

  ⁄

(     )
  ⁄
 
     

     
    

                  حيث:      
 
 حداب الإحتسالات:°(4

 :  pr(x ≤ 3)حداب الإحتسال:   
 ندتعسل دالة الكثافة الحجية:

    (     )  ∫   ( )
 

 
   ∫

 

  
(     )

 

 
      

    

  
,      - 

  
 

  
(    )    

  

  
     

 :  pr((x < 3)/y < 2)حداب الإحتسال الذخشي  
 ندتعسل دالة الكثافة الذخشية:

    ((   )    ⁄ )  
  (       )

  (   )
 ∫ ∫  (    ⁄ )

 

 
  

 

 
       

   ∫ ∫ .
     

     
/

 

 
  

 

 
     

∫ ∫ (     )
 

 
    

 

 

∫ (     )
 

 
  

     

 نحدب التكامل:
  ∫ ∫ (     )

 

 

 

 
     ∫ .[       

 
  ]

 

 
/

 

 
   ∫ .

  

 
  /

 

 
      

   0  
 
  

 

 
  1

 

 
 
  

 
 
 

 
   

  

 
    

 ثع التكامل:
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     ∫ (     ) 

 
   ,       - 

                 
           ((   )    ⁄ )  

  
 ⁄

  
  

  

  
 
 

 
    

 
 :4حل التمرين

 : X ,Yدالة الكثافة الإحتسالية لمستغيخيغ  

   (   )  
{
 

 
 

  
(     )         

     

         ماعجاذلظ                    
     

 : Xدالة الكثافة الحجية لمستغيخ °(1
    ( )  ∫  (   )

 
   ∫

 

  
(     )

 

 
   

 

  
[       

 
  ]

 

 
     

    ( )   

  
(     )    

         حيث:       
 E(X)التػقع الخياضي:  _حداب 

   ( )  ∫     ( )
 

 
   ∫

 

  
 (     )

 

 
   

 

  
∫ (       )
 

 
      

    

  
0    

 

 
  1

 

 
 
  

  
               

 V(X)التبايغ:  _حداب 
   (  )  ∫      ( )

 

 
   ∫

 

  
  (     )

 

 
   

 

  
∫ (        )
 

 
      

    

  
0
  

 
   

 

 
  1

 

 
 
   

  
           

   ( )   (  )  (  )     

  
 .

  

  
/
 
 
    

    
                

 
 : Yدالة الكثافة الحجية لمستغيخ °(2

    ( )  ∫  (   )
 

   ∫
 

  
(     )

 

 
   

 

  
[    

 
     ]

 

 
    

    ( )   

  
.
  

 
    /   

         حيث:       
 E(Y)التػقع الخياضي:  _حداب 
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   ( )  ∫     ( )
 

 
   ∫

 

  
 .

  

 
   /

 

 
   

 

  
 ∫  .

  

 
     /

 

 
      

    

  
0
  

 
     1

 

 
 
  

  
                

 V(Y)التبايغ:  _حداب 
   (  )  ∫      ( )

 

 
   ∫

 

  
  .

  

 
   /

 

 
         

      
  
∫ .

  

 
      /

 

 
     

 

  
0
  

 
   

 

 
  1

 

 
 
  

  
 
  

  
              

   ( )   (  )  (  )
 
 
  

  
 .

  

  
/
 
 

   

    
               

 
   rxy  ,  cov(X,Y)     التبايغ السذتخك ومعامل الإرتباط: باحد°(3

  E(XY)_تػقع الججاء:   

   (  )  ∫ ∫     (   )
 

 
    

 

 
 ∫ ∫    

 

  
(     ) 

 

 
     

 

 
     

    

  
 ∫ ∫ (           )     

 

 

 

 
     

     
  
 ∫ .∫ (           )

 

 
  /

 

 
      

    

  
∫ (0     

 

 
     

 

 
   1

 

 

*
 

 
   

 

  
∫ .        

 

 
 /

 

 
     

    

  
 0    

 

 
   

 

 
  1

 

 
 

 

  
 0
 

 
   

  

 
  1

 

 
 

 

  
.
   

 
/  

  

  
     

 
 COV(XY)التبايغ السذتخك:  _

     (   )   (  )   ( ) ( )   
     

  
 
  

  
 
  

  
 

 

    
                

 rxyمعامل الإرتباط:  _

         (   )

    
 

 
    ⁄

√          ⁄  √       ⁄

  
 
    ⁄

√       √   
    
⁄

      

     

√       √   
                 

 نلاحظ أنو إرتباط مػجب لكغ ضعيف .
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