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Avant-propos

La théorie de I’élasticité constitue une branche fondamentale de la mécanique des milieux
continus. Elle permet d’étudier le comportement mécanique des solides déformables soumis a
des actions extérieures et d’analyser la distribution des contraintes et des déformations a
I’intérieur des structures. Cette discipline occupe une place essentielle dans les domaines du
génie civil et des travaux publics, notamment dans I’étude et la conception des voies de
communication, des ponts, des ouvrages d’art, des barrages et des structures souterraines.

Le présent polycopié de cours s’adresse aux etudiants de niveau Master de la filiere Travaux
Publics, spécialité VVoies et Ouvrages d’Art. Il a pour objectif de fournir les bases théoriques
nécessaires a la compréhension du comportement mécanique des matériaux et des structures,
tout en établissant un lien entre les concepts fondamentaux de la mécanique des milieux
continus et leurs applications dans le domaine du génie civil.

Le contenu de ce polycopié est organisé en six chapitres. Le premier chapitre présente les
notions fondamentales de la mécanique des milieux continus. Le deuxieme chapitre introduit
les notations tensorielles nécessaires a la formulation des équations mécaniques. Les troisiemes
et quatriemes chapitres sont consacrés respectivement a la théorie de I’état de contrainte et a la
théorie de I’état de déformation. Le cinquiéme chapitre traite des relations entre contraintes et
déformations, notamment la loi de Hooke pour les matériaux élastiques. Enfin, le sixiéme
chapitre aborde la formulation classique des problémes en élasticité linéaire, en présentant les
approches en déplacements et en contraintes ainsi que les équations fondamentales associées

Ce polycopié a pour objectif d’aider les étudiants a acquérir une compréhension solide des
principes fondamentaux de la théorie de I’élasticité, qui constituent un outil indispensable pour
I’analyse et la conception des structures en génie civil. Il constitue également une base
nécessaire pour I’étude des méthodes avancées de calcul des structures, telles que la méthode
des éléments finis.
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Chapitre 1. Geneéralités sur la mécanique des milieux continus
(MMC)

1.1. Généralités sur la mécanique des solides

La mécanique est une branche de la physique qui étudie et décrit les mouvements, les
déformations et les états d’équilibre des systemes mateériels soumis a I’action de forces.

La mécanique des solides est une science qui étudie le comportement des corps solides soumis
a des sollicitations extérieures ou a des actions diverses. Ce comportement se caractérise par la
transmission des forces a I’intérieur de la matiére, la mesure de la déformation de la matiere et
I’évaluation des déplacements des points du solide.

Contrairement a la mécanique rationnelle, qui considere les corps comme géométriqguement
immuables (indéformables) mais peuvent faire partie du mécanisme en mouvement (corps
rigides), la mécanique des corps déformables accorde une large importance aux perturbations
géométriques qui naissent a I’intérieur des corps sous I’influence des diverses sollicitations.

1.2. La meécanique des milieux continus (MMC)

Dans un sens plus large, une hypothese usuelle est d’admettre que le corps solide est continu;
on peut alors adopter le point de vue macroscopique et faire appel aux notions de la mecanique
des milieux continus.

On dit qu’un domaine contient un milieu matériel continu lorsque I’on suppose que la matiére
y est distribuée de maniére continue. Ainsi, a chaque instant et en tout point de ce domaine, il
est possible de définir des grandeurs physiques locales caractérisant le milieu, telles que la
masse, la densité ou les propriétés mécaniques. Ces grandeurs physiques sont représentées par
des objets mathématiques continus et dérivables : un scalaire (masse volumique,
température,...etc.), un vecteur (vitesse, accélération, forces volumiques, etc.) ou un tenseur
d’ordre (n) (contraintes, déformations,...etc.). La valeur d’une grandeur physique définie en
chaque point de I’espace et a chaque instant constitue ce que I’on appelle un champ.

La MMC constitue une branche fondamentale de la mécanique qui étudie le comportement des
matériaux soumis a des sollicitations, en s’intéressant a la fois a la deformation des solides et a
I’écoulement des fluides. Toutefois, I’étude des fluides est généralement traitée de maniére
autonome dans une discipline spécifique, la mécanique des fluides. De ce fait, la MMC se
concentre principalement sur I’analyse de la déformation des solides.

La MMC repose sur I’hypothese de la continuité du milieu, selon laquelle la matiere est
considérée comme homogene et continue, en négligeant les discontinuités liées a sa structure
microscopique. Cette approximation permet de décrire le comportement global moyen du
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matériau sans tenir compte de la nature discréte de ses constituants (particules, molécules ou
vides). Cette hypothése demeure pertinente lorsque le volume étudié est suffisamment grand
par rapport a la taille caractéristique de ses composants.

Dans le cadre de ce cours, I’attention est portée essentiellement sur la déformation élastique des
solides. Un matériau est qualifié d’élastique lorsqu’il retrouve sa forme et ses dimensions
initiales apres suppression des charges qui ont provoque sa déformation. Il est dit élastique
linéaire lorsque la déformation est proportionnelle au chargement appliqué et que cette relation
reste indépendante du chemin de chargement, qu’il s’agisse de chargement ou de déchargement.

Les matériaux présentant un comportement strictement élastique jusqu’a la rupture sont
relativement rares. Toutefois, pour de faibles niveaux de déformation, la majorité des matériaux
adoptent un comportement essentiellement élastique et, dans de nombreux cas,
approximativement linéaire. Cette observation demeure valable méme pour des matériaux
classiguement reconnus pour leur comportement inélastique, tels que les sols.

La théorie de I’élasticité regroupe I’ensemble des outils et méthodes mathématiques permettant
de formuler et de résoudre les probléemes de mécanique des solides déformables présentant un
comportement élastique. Elle repose fondamentalement sur I’hypothése de continuité du milieu,
laquelle se traduit, sur le plan mathématique, par la représentation des grandeurs physiques du
probleme telles que les déplacements, les déformations et les contraintes sous forme de
fonctions continues de I’espace et du temps.

AF AF

» Al > Al
Comportement élastique non linéaire Comportement élastique linéaire

Figure 1.1. Comportement élastique

1.3. Hypothéses fondamentales de la MMC

Dans de nombreuses applications pratiques en génie civil, deux hypotheses supplémentaires
sont fréquemment adoptées, a savoir I’homogénéité et I’isotropie du matériau. En mécanique
des milieux continus, I’nomogenéité implique que les propriétés physiques et mécaniques du
matériau demeurent constantes en tout point du domaine étudié (masse volumique,
densité...etc.). L’isotropie, quant a elle, est définie relativement a une propriété donnée : un
matériau est dit isotrope lorsque cette propriété présente la méme valeur quelle que soit la
direction considérée (Module d’élasticité E et coefficient de Poisson v).
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1.4. Formulation théorique et résolution des problemes en mécanique des structures
élastiques

La formulation des problemes consiste a exprimer les équations mathématiques qui gouvernent
le comportement du systeme étudié. En général, trois familles d’équations doivent étre
considérées : les équations d’équilibre, les équations de compatibilité et les équations
constitutives. L’ensemble de ces équations forme un systeme différentiel dont la résolution
permet d’obtenir la solution du probleme.

L’étape de résolution est généralement complexe en raison de la difficulté a traiter les systemes
d’équations obtenus. Lorsque la résolution analytique est impossible ou trop ardue, la résolution
numérique constitue une alternative efficace. Dans ce contexte, plusieurs méthodes peuvent étre
employées, notamment la méthode des différences finies, la méthode des éléments finis, ainsi
que d’autres techniques numériques adaptées.

—

Py

(a) (b)
Figure 1.2. Systéme treillis a barre articulées

Afin d’illustrer les différentes étapes de la formulation et de la résolution des problémes
d’élasticité, on considére le cas d’un systeme treillis simple a barres articulées, représentée sur
la figure 1.2a. La résolution de ce probléme consiste & déterminer les efforts normaux (tensions)
dans les trois (03) barres, ainsi que leurs allongements, ou de maniére équivalente, le
déplacement du point d’application de la charge P.

On commence par écrire les équations d’équilibre au niveau du nceud ou s’applique la charge
(figure 1.2b). L’équilibre suivant la direction (X) conduit a la relation (T, = T3). En tenant
compte de cette relation et en exprimant I’équilibre suivant la direction (Y), on obtient alors
I’unique équation d’équilibre du systeme :

T, +V2XT; =P (1.1)

Il s’agit d’une équation comportant deux (02) inconnues, ce qui la rend insuffisante pour
résoudre le probleme. Il est donc nécessaire de formuler une relation supplémentaire reliant
ces deux inconnues. Cette relation est obtenue en exprimant la condition de compatibilité des
allongements des trois (03) barres, laquelle garantit la continuité géometrique de la structure
apres déformation.
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------- N AL

Figure 1.3. Condition de compatibilité des allongements des barres du systéme treillis

En se référant a la figure 1.3 et en supposant que les déformations restent faibles, il est alors
possible d’écrire I’équation de compatibilité suivante :

Al =2 x Aly (1.2)

Pour des matériaux au comportement élastique linéaire, les allongements sont reliés aux
tensions correspondantes par la loi de Hooke, qui s’exprime au moyen des relations suivantes
entre contraintes et déformations.

_ Ti _ gl _ Tiki )
G_E'E:Z_Ezi:Ali_EA:) Al Ty 1.3)
37 Ea

Ces équations sont couramment désignées sous le nom d’équations constitutives.

La formulation du probléeme repose alors sur la mise en place d’un systéme comprenant trois
familles d’équations :

- Les équations d’équilibre qui traduisent I’équilibre des forces au sein de la structure ;

- Les équations de compatibilité qui assurent la cohérence géométrique des déplacements et des
déformations ;

- Les équations constitutives qui établissent la relation entre contraintes et déformations en
fonction du comportement du matériau.

La résolution conjointe de ces trois ensembles d’équations permet de déterminer les tensions
internes dans les barres ainsi que les allongements correspondants, fournissant ainsi une
description compléte de la réponse mecanique de la structure étudiée.
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Chapitre 2. Notations tensorielles

2.1. Les tenseurs

2.1.1. Définition

Un tenseur est un objet mathématique défini sur I’espace considéré, par exemple R3, qui
généralise les notions de scalaire, de vecteur et de matrice. 1l représente une grandeur physique
dont les composantes dépendent du systeme de coordonnées choisi, mais de telle sorte que,
lorsqu’on change de repére, ces composantes se transforment suivant des lois de transformation
bien déeterminées, garantissant que I’objet géométrique lui-méme reste invariant.

Autrement dit, I’expression du tenseur dans un nouveau systeme de coordonnées est obtenue a
partir de son expression dans I’ancien repére par une transformation spécifique, ce qui permet
de décrire de maniére cohérente les phénoménes physiques indépendamment du choix des
coordonnées.

Soit un tenseur cartésien d’ordre n définie dans IR et qui associe & un repere (x; ) un groupe de
3™ composantes reelles V. se transforme dans un repere (x;) selon la relation suivante :

Les a;; représente les éléments de la matrice de transformation (cosinus directeurs des axes du
nouveau repére par rapport a I’initial).

- Exemples de transformation tensorielle

e Pourn=0:V/=V;;

l
e Pourn=1:V/ =a;V;;
e Pourn =2:V; = a;,a;qVyq ;
e Pourn =3V}, = aipajqairVpgr-
L’ordre d’un tenseur est indiqué par le nombre d’indices, ainsi :

e Tenseur d’ordre zéro (n = 0) : scalaire (masse, température, énergie...etc.) ;
e Tenseur d’ordre un (n = 1) : vecteur (force, déplacement, accélération...etc.) ;
e Tenseur d’ordre deux (n = 2) : matriciel (contraintes, déformations...etc.).
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2.1.2.Propriétés des tenseurs
- Symeétrie

Un tenseur d’ordre n > 2 est dit symétrique par rapport a une paire d’indices si ses composantes
restent inchangées sous I’effet d’une permutation de ces indices :

Vijk = Vjix (Symétrie par rapport a i et j)
Vijk = Viji (Symétrie par rapport a j et k)

- Antisymétrie

Un tenseur d’ordre n > 2 est dit antisymétrique par rapport a une paire d’indices si ses
composantes changent de signe sous I’effet d’une permutation de ces indices :

Vijk = —Vjix (antisymétrie par rapport a i et j).
Vijk = —Viji (antisymétrie par rapport a j et k).

- L’isotropie

Un tenseur est dit isotrope si ses composantes restent inchangées sous I’effet d'une rotation de
repére.
— —
Pourn=2 — VU = VU
Exemple : §;; = a;»a;q8,4 = aipajq = 6;; alors §;;est un tenseur isotrope.

2.1.3. Opérations sur les tenseurs d'ordre 1 (vecteurs)
- Repere cartésien orthonormé direct

Dans ce cours, I’étude sera principalement menée dans des repéres cartésiens orthonormés et
directs. Un repere orthonormé est caractérisé par des axes orthogonaux deux a deux et par des
vecteurs unités associés normalisés, c’est-a-dire de méme norme, égale a I’unité, pour les trois
axes.

x3(Z)

Figure 2.1. Repere Cartésien orthonormé direct

Pour un repere direct, on a les relations suivantes :
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& Xé,=¢é;
e &, Xé;=¢
e é;xXé =¢é,
ou (x) designe le produit vectoriel.

Soit dans I’espace Euclidien le scalaire A et les trois vecteurs u, v et w.
Un vecteur u peut s’écrire dans une base orthonormée (é,, €, €,) sous la forme :

U = u,6; + uyé, + uz€5 ol Uy, Uy, U Sont les composantes du vecteur u dans cette base.

Le vecteur peut étre également représenté sous forme matricielle par :

Uy
e Le vecteur ligne sous I’écriture (41 Uz Uuz) ou sous forme de vecteur colonne par {Uz .
Uus

- Opérations de base sur les vecteurs

- Produit scalaire

A =1 -7, lavaleur de A s’obtient par :
A . 1._7) = u1v1 + uzvz + u3173

I
l

- Somme de vecteurs

w = U + v, les composantes du vecteur w sont :

Wq Uuq + Ve
Wz = uz + 172
W3 Uz + v3

- Produit vectoriel

Soit le produit vectoriel w = 1 x ¥, le vecteur w s’obtient par le calcul du déterminant suivant :

- - -
€1 €y ¢€3
W = 1_1.) X 1._7) = ul uz u3
Uy VU V3

- Propriétés d'opérations sur les vecteurs

[ ]
+
<
Il

¥ + u (La somme des vecteurs est commutative) ;

= ¥ - U (Le produit scalaire est commutatif) ;

+ W) =u- U+ u-w (Le produit scalaire est distributif) ;
-w) # (U - ¥) - w (Le produit scalaire est non associatif) ;
= —v X U (Le produit vectoriel est non commutatif).

<

(

‘)

°
€ & & & €

X
A A A
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2.1.4. Opérations sur les tenseurs d'ordre 2 (matrices)

Soit dans I’espace Euclidien les trois matrices [A], [B] et [C], de composantes a;j, b;; €t ¢;;
respectivement et de dimensions (3 x 3).
- Addition de matrices

Soit [C] = [A] + [B], toute composante c;; de la matrice [C] s'obtient par :
Ci]' = ai]- + bl]
- Multiplication de matrices

Soit [C] = [A][B], toute composante c;; de la matrice [C] s'obtient par :
Cij = Qiabyj + aizbsj + aizbs;

- Propriétés d'opérations sur les matrices

e [A] + [B] = [B] + [4] (La somme des matrices est commutative) ;

e [A][B] = ([B]T[A]")T (Le produit matriciel est non commutatif) ;

o [A]([B] + [C]) = [A][B] + [A][C] (Le produit matriciel est distributif) ;

o [A]([B][C]) = ([A][B]D[C] (Le produit matriciel est associatif).

2.1.5. Analyse tensorielle

En Mécanique des Milieux Continus (MMC), les tenseurs sont des grandeurs physiques qui
sont susceptibles de varier en fonction des trois dimensions de I’espace et du temps. Décrire et
quantifier ces variations est essentiel si I'on veut comprendre les mouvements et les équilibres

d’un systeme mécanique. Dans un champ de tenseurs différenciables par rapport aux variables
de l'espace, on peut définir les opérateurs suivants :

- Gradient d'un champ scalaire

Soit un champ a valeurs scalaires exprimé par la fonction ¢ (x4, x5, x3), la variation du
scalaire ¢ entre deux points M et N est donnée par I’expression :

T T N . N DO werey P
do = ot dx, + oxs dx, + oxs dx; = grad¢ - dr

Le vecteur grad¢ est le gradient de la fonction scalaire ¢ qui a pour composantes :

29 09 29 oot atre ori T = Tad
ox: 9x; 9y OU! peut étre écrit par le produit : V. ¢ = grade.

d d d

V est I’opérateur vectoriel nabla V de composantes fictifs : —,—,
axl axz 6x3

- Gradient d'un champ vectoriel
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Soit un champ vectoriel donné par ﬁ(xl,xz,xg), la variation entre deux points M et N est :
= 9U au au _——
dU = a—xldxl +a_x2dx2 +a_x3dx3 = [gradU] - dr

Avec [gradﬁ] est un tenseur d’ordre deux ce qui conduit a:

e e
= [2Y2 Uz OU:
{gradU}_ ax1 axz 6x3| dxl

U3 AU aU3J dx;
dxq Ox, Ox3
Remarque :

e L’application de I’opérateur gradient a un champ tensoriel augmente son ordre d’une unité.

- Divergence d'un champ vectoriel

La divergence d'un champ vectoriel U est un scalaire définie par :

divl7=l7.l_])=% Uz

oUs
ax1 + -

o, T oms tr[gradU] =a
- Divergence d'un champ tensoriel d’ordre deux (02)

Soit A un tenseur d’ordre 02 de composantes a;;, on définit le vecteur divergence du tenseur A
par :

daiq + daip; | 0ai3
{axl axz 6x3

— da;j 4 da da da
= V3 bz 21 22 23
(dlvA)l i=1 626]' el xq + dx, dx3
6a31 6a32 6a33
x4 0x, 0x3

Remarque :

e L ’application de I’opérateur divergence a un champ tensoriel réduit son ordre tensoriel d’une
unité.

- Rotationnel d'un champ vectoriel

Le rotationnel d’un champ vectoriel U est définie par :

= v v
g & & (V8 "50 0
N == a a a = ovq 0v3
rotszxU=§ ? Zz;{(TOtl_]))xzzg?_g
1 2 3 k(rotU)x3=a—xi—£
aUs AUz > U, AU\ » U, AUy
=Ge-a+(Ge-)e+(GE-2)e
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=2 = - 5 0
rotU =V xU= Ei]'keiVjUk = Ei]'keia—ijk

- Le Laplacien d'un champ scalaire

Le Laplacien d’un champ scalaire f est défini comme la divergence de son gradient.

O(or) —v. i_). _ 0 o a%f 2, 0%f
V(Vf)_v (6xiel)_ 6xi6xi_)v f_axl-axl-

O0x; 0x;

ou V2= o + 2 +— 62 est I'opérateur Laplacien.
T ox2  axZ ox P P

- Le Laplacien d'un champ vectoriel

Le Laplacien d’un champ vectoriel U est défini comme la divergence de son gradient.

_ 0 (oui\ _ 0%Ui _ y3 O°U;
V. (V U) v (gradU) dxp <6xp) " Oxpdx, Zp:l 0%xp
Composantes :
N 02U, 0%U, 0°U
V.(V.U) =— = =

x dx;  Ox5  0x3

02 Uy 02Uy 07Uy

v. (V. U) + o2t o

- Théoreme de Ia divergence (Formule d’Ostrogradski)

Soit D un domaine borné de I’espace, de frontiere S supposée réguliere et orientée vers
I’extérieur. On note 72 le champ de vecteurs normaux unitaires sortants a la surface S.

Soient f un champ scalaire et U un champ vectoriel définis et suffisamment réguliers sur D.
I, Vfav = [ gradfdv = [, f-7idA

JyV-Udv=| div-Udv=[ U-idA

S

Formule d’Ostrogradski

S

Figure 2.2. Théoréme de la divergence

2.1.6. Propriétés complémentaires des tenseurs d’ordre 2

Etant donné leur role fondamental en mécanique des milieux continus, les propriétés suivantes
sont présentées ci-apres :

10
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- Tenseur identité

Noté [I], il s’agit d’un tenseur isotrope.

- Transposée d’un tenseur

Siu; = A;jv; etu; = Bj;v;, alors B est transposé du tenseur A.
- Tenseur symétrique et antisymétrique

Si A;; = Aj;, alors A est symétrique.

Si A;; = —Aj;, alors A est antisymétrie. Il en résulte que : A;; = A, = Az3 = 0 (latrace d’un
tenseur antisymétrique est nulle).

Remarque :

e La symetrie et I’antisymétrie sont des propriétés intrinséques d’un tenseur, indépendantes du
choix de la base. Ainsi, si un tenseur 4;; est antisymétrique dans une base donnée, il le restera
dans toute autre base obtenue par changement de repeére.

e Tout tenseur d’ordre 2 peut étre décomposé de maniére unique en la somme d’un tenseur
symétrique et d’un tenseur antisymétrique :

1 1
Aij =5 (Aij + Aj) +5 (A — Ajp)
Si A;jB;; = 0 alors A;; est symétrique et B;; est antisymétrique.
- Les invariants et les valeurs propres d’un tenseur

Tout tenseur d’ordre 2 A;; posseéde trois invariants, qui peuvent étre deduits de ses valeurs
propres, solutions de I’équation caractéristique : |4;; — AI| = 0.

Lorsque le tenseur A;; est symétrique, ses valeurs propres sont réelles et correspondent aux

valeurs principales. Les trois vecteurs propres associés sont orthogonaux entre eux et
définissent les directions principales du tenseur.

2.2. Notation indicielle
2.2.1. Introduction

La notation indicielle est largement utilisée en mecanique des solides et des milieux continus,
car elle permet d’écrire de maniere condensée, claire et pratique les expressions et formules
mathématiques.

Dans cette notation :

e Les axes cartésiens x, y, z sont remplacés par x,, x,, x3.
e Un systeme de repére (x, y, z) devient ainsi (xq, x5, X3).

11
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X1
e Les coordonnées d’un point M dans ce repére s’écrivent x; avec i = 1,2,3. Notées { X2
X3
e Les composantes d’un vecteur ¥ sont (vy, vy, v,) notées v; (i = 1,2,3). Alors v; représente
03 éléments :

U1 = Uy
v, = Uy
v3 = UZ

On éCI’it V= vlé)l + vzé)z + v3é)3
Ainsi v;; représente 09 éléments :
Vi1 Viz2 Vi3
vij =[v] =|V21 V22 V23
V31 V32 Vs3
et v;j, représente 33 = 27 éléments [v].

X3

U3

U

Sy
=
N

Figure 2.3. Projection d'un vecteur
2.2.2.Regles relatives a I’écriture indicielle
- Convention de sommation d'Einstein

Chaque fois qu’un indice apparait deux fois dans un méme mondéme, ce monéme implique une
somme sur cet indice. Concréetement, il correspond a la somme de trois termes, obtenue en
attribuant successivement aux indices les valeurs 1, 2 et 3.

Exemple :

e a;b; = a;b; + ayb, + asbs ; i est I’indice de sommation (indice muet).

U V1
e Soit deux vecteurs i avec composantes i = {Uz et ¥ avec composantes v = {V2, le produit
Us V3

scalaire de 1. 7 s’écrit : 4. ¥ = w;v; = u Uy + UpVy + UsVs = Yoy WY,

e Si A;; est une matrice, alors a; = ay1 + a,; + as; est latrace de 4, tandis que :

12
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aj; = tr(AU)
® Aymbm = ay1by + aygyby + ayszbs = Z;sn=1 Agern b .-

N.B : Un méme indice de sommation ne peut apparaitre que deux fois dans un méme monéme.
Exemple :

e (;jCyx; il'y aune double somme sur les indices de sommation i et k.
e Cpm;Cmmxy, Ecriture incorrecte.

Un indice qui n’apparait qu’une fois dans un monéme, doit aussi apparaitre une fois dans tous
les mondmes d’une expression. Cet indice s’appelle indice d’identification ou libre.

Exemple :

e a;;b; + d; = x; Ecriture correct.
e a;;b; + d; = x; Ecriture incorrect.
e a;;b; = x; Est matrice X vecteur = vecteur (correct)

aj; Q12 dg3 b, 1
bs C3

Qdz1 Az Qz3
e a;;b; = ¢, Ecriture incorrect.

31 dzz dsz

2.2.3. Symbole de Kroneker

\ A . g 1sii=j
C’est une grandeur a deux indices notee §;;définie par §;; = {0 Gii ij.

Propriétés :

e §;; = 6;; Le symbole Kroneker est symétrique.
1 0 0

e [6]=10 1 of=[1=1[1"
0 0 1

Le symbole de Kroneker est I’image indicielle de la matrice identité.

©5; =01, +0,,+833=1+1+1=3=tracell].

® §1mam = 01104 + 8120, + 81303 = a4 Par substitution d’indice.
® SimQm = Q.

® §1m0Omj = 61101 + 6120, + 61303 = 0y;.

® §imOmj = 0j-

® 5imOmj = 6yj.

Exemple :

° 5ijvjk = 8i1V1k + 8iaVak + Oi3Vsi = 811Vik + 822Vik + 33V = V.

13
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. Aimbmj = Ajj
SimAm; = Aij
® §;jVij = 6;1Vi1 + 8i2Vip + Oi3Viz = Vyq + Vpp + V33 = Uy = Vjj = Vg

}AI=AetIA=A

2.2.4. Symbole de permutation :

Tenseur d’ordre 3 (grandeur a 3 indices) noté &, défini par :

Eijk = %(i -G —k)(k—1i);alors:

&ijx = +1si (i, ], k) est une permutation paire de (1,2,3).
&ijk = —1si (i, , k) est une permutation impaire de (1,2,3).
&ijk = 0 si deux indices ou plus sont égaux.

Toute permutation inter indices entraine un changement de signe du symbole :
Eijk = —Ekji = Ekij = —Cikj
Le produit vectoriel des vecteurs unitaires s’écrit : é;A €; = &€y

0sii+j

Le produit scalaire des vecteurs unitaires est : €;.€; = §;; car €;.€; = R
J J J 1sii=j

Exemple :

L] (é)l /\52).53 = 53.53 = 1
e Application sur le produit vectoriel et mixte :

Soit 03 vecteurs U, V et W, le produit vectoriel est

. . 51 52 53 é>1 Ul Vl
U A\ V = Ul Uz U3 = é)z Uz VZ
v, | g u v

= 51(U2V3 - U3V2) - 52(U1V3 - U3V1) + 53(U1V2 - Ule), OU bien

=

UNANV = ¢;ié;U;V} avec é; vecteurs unitaires.

e Calculer (l_f A 17). w

Un vecteur U = U;.&; ; alors (U AV). W = (&, 8,U;Vi )W,8, = & U;Vi é:8,W,
= &k UiViSipW, = &, UV, W

e Montrer que & A;Ax =0

EijkAjAx = €123A2A3 + E132434, + €331A3A1 + €134, A3 + £31,4145 + €321 424,

=1-1+1-1+1-1=0

14
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L Calculer gijkgkji'

Eijk€kji = €123€321 T €231€132 T 3128213 T €1326231 T+ €321€1238213E312 = —6
Propriétés :

Le produit de deux (02) symboles de permutation peut s’écrire en fonction des symboles de
Kroneker :

Eijk€ijk = 6

EijkEijn = 20kn

Eijk€imn = 5jm5kn - 5jn5km

6y Oim Oin
S S: S: S: S: o;
o gjitmn = |0t Gm G| =08y | " T+ 8m(-D | T +8m|
5km 5kn akl 5kn akl 5km
5kl 5km 5kn

5il5jm5kn + 5im5jn5kl + 5in5jl5km - 5in5jm5kl - 5im5j15kn - 5i15jn5km-
2.3. Rotation des axes

Soit x; et x; deux systémes d’axes cartésiens partageant la méme origine O et soient é; et &; les
vecteurs unitaires associés. On cherche la relation liant les composantes d’un vecteur ¥ dans les
deux repéres, notées v;et v; respectivement.
Soit le vecteur v tel que :

!

1_5 = vié)i = Up _)1,7 (21)

Soit la matrice des cosinus directeurs des vecteurs unités du repére X' par rapport au repére X :

cos(ée;, e;) cos(ej,e,) cos(é,es) €1,8, €1,8, ¢&1,6;
[A] = COS(é)é, 51) COS(é)é, 52) COS(é)é, 53) = é)é, 51 é)é: é)l é)é, 53 (22)
cos(es, e;) cos(es, é;,) cos(es, es) €3,6, €35,8, €563
- o
€;.6; = 0;;
Avec é/.é; = cos(é/.&;) = a;; et I (2.3)
€p-€q = Opq

Multiplions a droite I’équation (2.1) par €;, on obtient :

> 31 2120
V€€ = Vpepe;

Tenons compte que : €€/ = aj;, ;€] = &;; et v;&;; = vj(substitution des indices).
Il en résulte donc :
Vil = Vpbp; = v

Alors : Vi = a;v; SV = Qv (2.4)
Multiplions a droite I’équation (2.1) par €;, on obtient :
> > =3
vieiej = vpepej
vibij = apjvp = v

15
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. — ) ! J— ) !
Alors : Vj = AUy S VU = ApiVy (2.5)
Application pour les problemes bidimensionnels

. ! —
Nous avons : v; = a;,v,
aip = €€, avec €3 = é;
I _
V1 = Qq1V; + A2V, + A1373

{(v'} = [al{v} = {v; = a1v; + a0, + ay3v;
V3 = a3,V + A3V, + A3303

aj; Q12 dg3
Ua; = |d21 Gzz Az3

31 dzz dsz
X2

Figure 2.4. Rotation des axes en 2D
11,042, Aq3 COSiNUS directeurs de €;: a,; = cos@; a;, =sinf; a;3 =0
51, 035, Az3 COSINUS directeurs de €5 a,; = —sinf; a;; =cosf; ay; =0
31, A3z, 33 COSINUS directeurs de €5 : az; = 0; as, =0; agz = 1.

cosf sin8 O
D’ou:ay, =|—sinf cos@ 0
0 0 1

Soit en notation matricielle :

{v'} = [A]{v} Ou bien {v} = [A]"{v'} (2.6)
Avec [A] = [a;,| matrice de rotation (transformation).
La matrice de rotation est orthogonale car : A. AT = [I]
Application

21 21 2

Soit dans I'espace Euclidien deux repéres orthonormés direct X (0, é,, é,,é;) et X' (0, é;, €5, €3).

21 27

Les cosinus directeurs des vecteurs é;,é;ete; dans le repére X sont donnés par

(s 5d) Ha) ad(-H-5 )

16
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Déterminer les composantes (v, vy, v5) du vecteur v ayant les composantes (2, 3,0) dans le
repere X.

Réponse :

La Matrice de transformation est donnée par :

o &l-

[~ Sl
|H N w

|

w | N

6

Les composantes du vecteur v’ sont données par :
{v'} = [Al{v}
1 1 1
= = = (5
w) | Pl |
Dou:jvip=|"vz V2 0 {3}= N3
S IR R N
|~ 7 NE] G

17
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Exercices

Exercice 1:

Soit deux vecteurs {4} et {B} telque :

{A)} = Zé)l - é)z + 4’53

{B)} = Sé)l + Zé)z - 253

- Déterminer le produit scalaire et tensoriel des deux vecteurs.

- Trouver les composantes du vecteur {/T’} dans un nouveau repere d’axe (o, €5, €5, €3) défini

I[ ! o]
|

par la matrice de passage [c] = l_ V3
0.6 0.8
Soit deux vecteurs {u} = {—0.8} et {v} = {0.6}

oNlR Nl

2
0
Exercice 2 :

0 0
- Calculer w = 4 A ¥, quelle est la signification physique du module ||w]| ?
- Dessiner u, v, w dans (o, x4, X, X3).
- Déterminer I’angle situé entre v et é,.

- Etablir la matrice de passage [p] de la base (é,, €, €;) vers (U, U, €;) puis déterminer w par
rapport a la base orthonormée (u, 7, €;).

Exercice 3 :
Soit X et A deux tenseurs d’ordre 1 et 2 respectivement donnée par :
1 1 0 2
X=12¢14]1=10 1 2|
3 3 0 3
Calculer :
1) A; 2) AjjA;j 3) XmXm 4) ApnXn 5) SkiAwk 6) €ijkAjk
Exercice 4 :

e Soit une fonction scalaire :

u(xy, x5, %3) = 3x2x, — x3x2. Calculer grad () ou bien (Vu) au point (1, —2, —1).
e Soit le vecteur ¥ = x2x38; — 2x3x2%8, + x;X3x56;

Trouver div (#) ou bien V. au point (1, —1,1).

e Soitle Vecteurff = x2x,x38; — 200, X328, + x, %285 €t B = 2038, + x,8, — x28,

Trouver ( au point (1,0, —2).

e Soit Ie vecteur u(xq, Xz, X3) = X1X2x3 6t A = x,X38; — X1 X585 + X,x%8;

‘” aup0|nt(2 ~1,1).

Trouver

18
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Exercice 5 :
Pour les expressions suivantes :
a) Ajj. Ajp Xk ; b) Amj- Amm-Xm ; C) X; = ayj. b] + di ;

1. Désigner les indices muets et libres.

2. Deéduire si elles sont correctes, puis les écrire sous forme classique.

Exercice 6 :

a) Evaluer les écritures suivantes :
1 Ok ;

2. 6.0 ;

3. €ijk- Eijk 3

4.B;.B;.8;; — By B,

5. 8ji. pq

b) Simplifier les écritures suivantes :
1 uy.6pq;

2. Ug. Ve 6ap ;

3. 8ap-UpVyO5:Welap ;
4.6;j.0pq0rs Aipyr-

c) Montrer I’expression :

Ci = &jxa;by, = C=dnb.

Exercice 7 :

d) X; = aub] + dk

Une poutre inclinée de 30° par rapport a I’horizontal, chargée a son extrémité par une force F
verticale de 500 KN. La force est une quantité physique représentée par un tenseur d’ordre 1

dans un repére 2D. Son expression par rapport au repere (0, x1, x,) est :

F}= {Fz =F1—;0(()) KN}'

Déterminer le vecteur force dans le repere local de la poutre.
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Chapitre 3. Theorie de I’état de contrainte

3.1. Introduction

En mécanique des milieux continus, les actions extérieures exercées sur un milieu matériel se
distinguent classiqguement en deux catégories fondamentales : les forces surfaciques et les forces
volumiques.

e Les forces de surface (ou tractions surfaciques) représentent les actions mécaniques
appliquees par contact direct sur la frontiére du domaine matériel. Elles s’exercent sur la
surface extérieure du milieu et se traduisent, localement, par une densité de force par unité
de surface.

e Les forces de volume (ou forces a distance) sont des actions distribuées dans I’ensemble du
domaine, agissant sur chaque élément volumique sans contact avec I’extérieur. Elles se
modélisent par une densité de force par unité de volume. Les cas usuels incluent notamment
la pesanteur, les forces d’inertie (telles que la force centrifuge), ainsi que certaines forces
d’origine électromagnétique.

Sous I’effet de ces sollicitations extérieures, le milieu développe des efforts internes résultant
de I’interaction entre ses particules. Ces efforts se manifestent sous forme de contraintes
mécaniques au sein du matériau, dont les résultantes conduisent a des grandeurs
macroscopiques telles que I’effort normal, I’effort tranchant, ou le moment fléchissant, selon la
nature du chargement et la configuration considéreée.

3.2. Contraintes autour d’un point

Afin de déterminer les forces intérieures qui se développent au sein d’un corps soumis a
diverses sollicitations extérieures, il est nécessaire d’introduire la notion de contrainte.

Considérons un milieu continu et une surface de coupe S qui sépare le corps en deux parties,
dont I’une est notée A. La partie B est en équilibre sous I’action :

o Des forces extérieures directement appliquées sur son domaine.
« Des forces intérieures exercées par la partie complémentaire sur la surface de séparation S.

Soit M un point appartenant a la surface S, et considérons autour de ce point une surface
élémentaire dS, de normale extérieure 71 orientée par rapport a la partie A.
La force élementaire exercée sur cette facette peut étre représentée sous la forme :

= —

dF =T.dS (1)
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ol T'(M,7 ) désigne une densité de force par unité de surface appliquée au point M sur la facette
de normale 7. Ce vecteur, appelé vecteur contrainte au point M, caractérise I’intensité et la
direction des actions internes transmises a travers la surface de coupe.

>

TM,n) = Ugr_r)% = (3.2)
Remarque : I’action de la parie A sur B et la réaction de B sur A impose que :

T(M,7) = -T(M,-7) & T(M,—7) = —T(M,#) (3.3)

dF = dST(M,7)

S

@) (b) (c)

Figure 3.1. Force élémentaire sur une facette.

3.3. Contrainte normale et contrainte tangentielle :

Sur toute facette de normale 7, le vecteur contrainte agissant T(M, 1) peut-étre décomposé en deux
composantes ; normale et tangentielle :

Figure 3.2. Décomposition du vecteur contrainte en un point M
T(M,7) Se décompose a: T(M,R) = 0,,. 7 + Ty

Avec :

o, = . T(M,7) composante suivant 7
T, =T(M,n) — g,.n projection sur la facette

o, est la contrainte normale et 7,, est le vecteur de cisaillement ou contrainte tangentielle.

oy, est une valeur algébrique : o, > 0 dans le cas de la traction et 6, < 0 en compression.

21



Chapitre 3 Théorie de I’état de contrainte

Remarque :

Ces deux composantes jouent un role trés important pour le matériau, puisque les contraintes
normales induisent des ruptures de type fragile, alors que les contraintes de cisaillement
induisent de la plasticité.

L’espace est maintenant rapporté a un repére x;(x;, x,, x3) de base &;(é,, &, €;):

Ty (M, &) T‘%
, e
3 3 \ |
/ TZ(M' éZ)
M L_V é)z
X
3 /\
. / \
> ']
€1 e
X1 Tl(Ml é)l)

Figure 3.3. Parallélépipede élémentaire construit sur les axes (x;)

Sur chacune des six (06) facettes il agit un vecteur contrainte, lequel peut étre decomposé en
trois composantes. Les composantes normales aux facettes sont notées (g,1, 022, 033) €t les
composantes tangentes aux facettes sont notées (g,4, 931, 012, 932, 013, T23).

A chacune des composantes on attribue deux indices ; le premier indique la facette sur laquelle
elle agit et le deuxiéme indique sa direction.

Tl(M, é1), TZ(M, é,), 73 (M, &5) sont les composantes de T(M,#) sur les trois faces avec :
Ty (M,é,) = 0116, + 0216, + 03,63
T, (M, €,) = 01281 + 0528, + 03,65

T3(M, €3) = 0138, + 0,36, + 03363

- - - A0-33
Tj(M, &) = 0;€;
023
0'13 _;A
¥ OB2
Og1| 021 | /T
o
x3 0'12 22

X1

Figure 3.4. Composantes des contraintes sur faces positives
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3.4. Vecteur contrainte sur un plan quelconque

Soit un tétraédre élémentaire 0ABC construit sur les axes (x;). La face oblique ABC de normale
unitaire extérieure 7 = (ny, n,, n3) et d’aire dS. Soit £ un vecteur contrainte agissant sur le plan
oblique BCD.

A X3
ds, Ai(ng,ny,ns) .
J/ AT
/N
s, gz AT B
/ 0 g
xl A dSl
(@) (b)

Figure 3.5. Tétraédre élémentaire autour du point O

(nq4,my,n3). AS;, AS, et AS; sont les projections de AS sur les plans de normales é;, €; et é;
respectivement (c.-a-d. les projections sur les plans x,x3, x; x5 et x;x, respectivement).

Soit N un point de AS tel que ON L AS.cos(n1,€,) = % = ON = 0B.cos(n,é,) = n,.0B
De fagon similaire on peut démontrer que :

ON =n;.0A = n,.0B = n;.0C (3.5)
Par ailleurs, le volume du tétraedre peut étre exprime :
V =2AS.ON =AS;.0A = 7AS,.0B = AS;.0C D’0u

AS.ON = AS,.04
AS.ON = AS,.0B (3.6)
AS.ON = AS;.0C

En combinant les équations (3.5) et (3.6) on obtient :
ASl = Tll.AS, ASZ = nz.AS, ASg = ng.AS (37)
Soit [a] le tenseur de contraintes au point O par référence a un repére (0, x4, X5, X3).

Les contraintes agissantes sur les facettes du tétraédre AS,, AS, et AS; sont donc connues, elles
sont montrées sur la figure 3.5b. Pour déterminer les composantes du vecteur contrainte

t(t,,t,, t3), écrivons alors I’équilibre des forces agissantes sur le tétraédre :
Equilibre dans la direction x; : t;.AS = 071.AS; + 031.AS, + 031.AS3
En prenant en compte les relations 3.7 on obtient :
t; = 011.Mq + 021.My + 031.713 (3.8)
De la méme fagon on obtient les équations correspondantes aux directions x, et x5.

23



Chapitre 3 Théorie de I’état de contrainte

Equilibre dans la direction x, :
tz = 0'12.711 + Uzz.nz + 0-32.713 (39)

Equilibre dans la direction x5 :
t3 = 0'11.711 + 0-21.7'12 + 0-31.713 (310)

Ces équations (3.8, 3.9 et 3.10) peuvent étre regroupées dans une écriture matricielle sous la

forme :
2] 011 012 013] (M1
trr =021 022 O23[{N> (3.11)
t3 031 O3z 033]\n3

Soit sous forme simplifiée :

{t} = [o]"{n} 3.12)

Vectoriellement :
t=t,+t,+t3=0+7 (3.13)
ti+t2+t:=0%+12 (3.14)

3.4.1. Application
Soit en un point O le tenseur de contraintes par référence a un repére (0,X,Y,Z) :

10 =5 0
[c]=|-5 8 3|MPa
0 3 0

Calculer le vecteur contrainte ainsi que ses composantes normale et tangentielle sur la facette
de normale paralléle au vecteur (2 3 1).

Réponse
1 2 1 2
Normale unitaire du plan :{n} = N EEETIED i ={n}= EE
5] 10 =5 0] . 2 . 5
Vecteur contrainte : {t} = [o]*{n} = {t2; =|[-5 8 3|=4{3;=—={17
t3 0 3 0l via 1 via 9
= 1 1 5
Contrainte normale : o,, = n.T(M,n) = ﬁ{z 3 1}\5 197 = 5MPa

Contrainte tangentielle 17 = [||£]|”* — 02 = \/ﬁ (25 + 289 + 81) — 25 ~ 1.79MPa.
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3.5. Etat de contraintes : Formule de Cauchy

Figure 3.6. Démonstration de la formule de Cauchy
Sur les faces du tétraedre agit les forces surfaciques suivantes :
Sur la facette (ABC) de normale (%) : dF = dS.T(M, )
Sur la facette (MBC) de normale (—&,) : dF, = dS,.T,(M, —é,)
Sur la facette (MAC) de normale (—&,) : dF, = dS,.T,(M,—é,)
Sur la facette (MAB) de normale (—&;) : dF; = dSs.Ts(M, —85)
Exprimons la relation existant entre I’aire des facettes du tétraédre en montrant que :
dS; =n;dS;
Nous avons :

2ds7i = (MB — MA) A (MC — MA) = MB AMC — MAAMC — MB AMA + MA A MA
2dS7# = MBAMC + MCAMA + MAAME + 0

2dST = 2dS, 8, + 2dS,8, + 2dS;8, (3.16)
Par identification des équations (3.5) et (3.6), ce qui donne :
2dSny = 2dS; = dS; = dSn; et de méme dS, = dSn, ; dS; = dSns
L’équilibre du tétraédre se traduit par I’équation: dF + dF, + dF; + dF, = 0
Avec :

dﬁ,, = F.dV Représente la force de volume élémentaire infiniment petit d’ordre supérieur qui
est négligeable.

dS. ?(M, 7_1)) + dSnl.?l(M, _é)l) + dsnz.?z(M, _é)z) + d5n3.?3(M, _53) S O
T(M, 1) = n1. Ty (M, &) + np. To (M, &) + n3. T5(M, &3)

{T(M: ﬁ)} = [{ﬂ (M, 51)}: {Tz (M, 52)}: {T3 (M, 53)} ]{ﬁ}
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{T(M,7)} = [o(M)]{ii} Formule de Cauchy (3.17)

[a(M)] : représente le teneur de contraintes au point M de composantes dans le repére (x;) :

011 012 013
[c(M)] = |021 022 023
031 032 033

(3.18)

La matrice [o(M)] caracterise I’etat de contrainte au point M. elle permet désque I’on connait

ces composantes 0,4 de calculer le vecteur contraint T qui séexerce sur une facette quelconque
de normale 1 et passant par M.

De plus, la contrainte normale sur la facette i en M est :
= .TM, 1) = (i} [e(M){7 }

Exemple :

Sur la facette é,, le vecteur contrainte s’écrit :

T.(M,é,) = 0116, + 0216, + 03163,

Avec :

011 = 8,T,(M, 8,) est la contrainte normale ;

0,16, + 03,85 = T est le vecteur de cisaillement.
A é)l
011 [

-

> >
0-2162 + 0-3163 =T

Figure 3.7. Représentation des composantes du vecteur contraintes sur la facette de normale €,

3.6. Changement de base

Soient deux repéres (x;) et (x;) de bases unitaires (¢;) et (&;) respectivement, alors :

e A= -y =

- =
€161 €61 €36
[€1,65,€3] = [€1,€,,65] |€1€;, €36, €36, =[é;,¢é,, €;5][C]

el A -7 = -7 =

€163 €383 €363
Inversement : [€;,€,,85] = [€},€),€5][C]™*
Avec : [C]t = [C]* propriété d’orthogonalité.
Soit un vecteur V de composantes :

Vi

o {V}= {Vz} dans la base (€;)
Vs
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Vi
o {V'} = {V; ; dans la base (&;)
V3
Alors :
V = V{&] + V38 + V38 = [6],8, &1{(V'} = [61, &, &1[CHV'} = [61, &2, &1{V}
Endéduitque: {V} = [Cl{V'} et {V'}=[C] YV} =[C]*{V}
Par analogie : {T} = [C{T'} et {n} = [C]{n'}
De la formule de Cauchy, on a:
{T} = [o(MD]{n} = [CHT'} = [e(M][Cl{n}
Donc : {T'} = [CI*[e(M)][CI{n'} < [¢'(M){n'} = [CI [c(M)][C]{n'}

[6"(M)] = [C]t[o(M)][C] est la formule de transformation de base du tenseur des contraintes

[o(M)].

3.7. Equations d’équilibre en coordonnées cartésiennes et principe de reciprocité :

Soit un volume éelémentaire parallélépipédique de cbtés dx,, dx,, dx5 isolé a I’intérieur d’un
corps solide soumis a diverses sollicitations extérieures.

Sur le volume agissent des tractions de surface sur les six faces et deux effets de volume. La
figure ne montre que les composantes paralleles a I’axe x;.

Par simplicité, on remarque que, sur deux faces paralléles, les composantes des contraintes
different de I’accroissement correspondant. Prenons la composante a;;; en x;,n,, ng et
indépendamment du temps, on a a4 (x4, 12, n3) ; Au voisinage immédiat du point considére, le
long de I’axe x4, au point x; + dx4, x,, x5, la contrainte vaut au o4 (x; + dx;,n,, n3) (Figure

3.8). dxs

'+ dos Ldxs)d

| X5)dx

dx, 31I ax; o3 101152ix2
/' :
021dx1dx3 )I- _____________ === - -
dx, F'ldx,ldx2 X3
00,5,
\ (021 + %, dx,)dx,dx,
X3 031dx1 dx,

(011 + 6 dx1)dx2 dxs
X2

Figure 3.8. Equilibre du parallélépipede translation selon x;
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Les conditions d’équilibre statique de I’élément parallélépipédique sont exprimées par :
a. Equilibre de translation :
II'setraduitpar: X F/x, =0; X F/;,=0; XF/;, =0

Exprimons I’équilibre par rapport a x; :

z do
F'/x1 = - O-lldxzdx:,} + <O-11 + —a;l dx1> dedx3 - O-lzdxldx:,}
1
0012 0013
+ <012 + _dx2> dxldX3 - O-lgdxldxz + (013 + _dxg) dxlde
dx, x5

+ Fldxldxzdxz = 0

60'11

Apres simplification, il reste : 5

60'12 60'13

+22 4

X1 axz 6x3

+ F1 = 0
On trouve deux équations semblables selon x, et x5; I’ensemble de ces trois équations aux
dérivées partielles s’écrit :

aJij _

o +F =0 (3.19)
Et constitue les équations du mouvement de Cauchy.

60'11 60'12 60'13 _
(axl + axz + aX3 +F1_0

60'21 60'22 60'23

| om T oxs T oms +F, =0 (3.20)
60'31 60'32 60'33 _
kaxl + 0x, + dx3 +F3_0

Les equations d’équilibre doivent étre vérifiées en tout point a I’intérieur du corps solide.
Toutefois, ces équations sont insuffisantes pour déterminer I’ensemble des composantes du
tenseur des contraintes o;;. Il est donc nécessaire d’introduire des équations supplémentaires,
issues de I’analyse des déformations (équations géométriques) ainsi que des lois de
comportement du matériau (équations constitutives). Enfin, la détermination complete du
champ de contraintes nécessite la prise en compte des conditions aux limites du probleme.

b. Equilibre de rotation :
L’equilibre en rotation de I’élément s’exprime par :
ZM/X1 =0; Z1\4/952 =0; 2:1\/[/953 =0

Pour exprimer la loi du moment cinétique, il est avantageux de prendre les axes par le centre
du parallélépipédique élémentaire. La figure 3.9 montre les seules forces qui interviennent
quand on considére I’axe x,. En effet, les couples des forces de surface sont g,5dx,dx; et
03,dx,dx; donnent autour de x; .
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| 00,3
! P/p (093 + 6—x2dx2)dx1dx3

4
023dx1dx24/ ,//

X3

X2 03,dx,dx,
X1

Figure 3.9. Equilibre du parallélépipéde rotation autour de x;

dx, dos, dxs dx,
z M/X3 = (0'23dx1dx3) T - [(032 + —d.X3) dxldxz] T - (0-23dx1dx3) I

0x; 2
- [(023 + a_x'zdx2> dxldX3] T = 0
Apres simplification :
do do.
20-32 + Wg:jdxl == 20-23 + szgde

On néglige les infiniment petits d’ordre supérieur, on obtient :
039 = Oy3 (3.21)
On procede de la méme fagon pour I’équilibre par rapport aux deux autres axes.
031 =012 ; 0331 =013,; 0y =05 ({0 *)) (3.22)

Ces trois égalités constituent le principe de réciprocité des contraintes tangentielles ou « loi de
Parité ».

A6 N
-
—1»012 2l ¢——
é)l ) €1
017 = 031 012 = 021

Figure 3.10. Illustration du principe de réciprocité

Conclusion : cette loi montre que le tenseur des contraintes est symetrique :
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[o] = [o]°

Remarque :

Si 7 et 7’ sont deux facettes en M ; on déduit de I’équation précédente que :
ATM, 7)) = n}[[leM]]{n'} = W} [[oMD]|{n} = A'T(M,R) Vi et 7.
3.8. Détermination des contraintes principales et des directions principales

3.8.1. Contraintes principales

Soit une facette 7 en M telque le vecteur de cisaillement 7,, = 0 et que le vecteur

contrainte T(M, 7 soit colineaire avec 7t , alors : T(M,#) = 0,,. 7

A
X3 =

T(M,7) = g,.7

M X2
>

X1

Figure 3.11. Contraintes principales

Dans ce cas : T(M, ) = [[a(M)]]{7} = 0,.. 7

Ou g, représente la valeur propre du tenseur [o(M)] et 71 le vecteur propre associé.
Par projectionona: Ty = 0,.7; ; Ty = 0p.1y ; T3 = 0,13 = Tj = 0.1

Or: T] =0y ; alors 0jj-Ny = 0np.Nj — 05;.N; — an.Sijni =0

(O'i]' — Un.&-j)nl- =0 (323)

Systeme linéaire et homogeéne en n; , de solutions non triviales en annulant son déterminant ce
qui donne :

det|al-j - an.5ij| =0 (324)
011 — Opn 012 013
det 0321 022 — Op 023 =0
031 032 033 — O0p

Les valeurs propres a,, sont les racines de I’équation caractéristiques :

Avec :
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Iy = 041 + 0y + 033

I = 011 U12| 011 U13| |022 023

2 012 032 013 033 023 033
_ _ 2 2 2

I; = [[o(M)]| = 0441.02;.033 + 201203013 — 011053 — 03,013 — 03301,

2 2 2
| + 011. 022 + 033.033 + 011.033 — 01 — 033 — 043

Les coefficients I, I, et I sont appelés invariants du tenseur de contraintes ;
I, : 1¢" invariant ou invariant de 1¢" espéce ;

I, : 2¢ invariant ou invariant de 2¢ espéce ;

I5 : 3¢ invariant ou invariant de 3¢ espece.

Remarque :

- Les trois contraintes principales notées o, , g, , a5 sont des quantités physique objectives ; cela
implique que les coefficients de I’équation sont aussi objectifs appelés les invariants de
I’équation.

11:O-11+O-22+O-33211:O-1+O-2+O-3
_ 2 2 2 _
I, = 011.0,5 + 0,5.033 + 011.033 — 0y — 043 — O{3 = 01.0, + 0,.03 + 01.03

I3 = |[o(M)]| = 01.0;.03
- Par convention, les contraintes principales sont numérotées tel que : g, = 0, = o5.
g 0 O
[0;]=[0 o O
0 0 o3

3.8.2.Directions principales

A chacune des contraintes principales a; correspond une direction principale définie par un
vecteur unité 71; qui s’obtient en résolvant I’équation :

(lo]l =, 1D {n}; = {0} (3.36)

On remplace chacune des trois contraintes principales successivement dans le systéeme
d’équation et en utilisant la relation n? + n3 + n3 = 1, on trouve les trois groupes de cosinus
directeurs correspondants aux trois facettes principales.

op 0 O
Dans le repére principal, le tenseur de contraintes s’écrit: [c(M)] =[0 o, 0
0 0 o3

Avec 01 = 0, = 03

Tl (oF} O 0 nl O_lnl
T(M: ﬁ) =Ty = 0jj.n; = 0 o0, 0]|{ng;={03n,
T3 0 0 0'3 n3 U3n3

Ou ny,ny,ny sont les composantes de 7 et compte tenu de la relation n? + n% + n3 = 1 on

. T2 T? T?
ecrira: 5+5+=2=1
01 ) 03

31



Chapitre 3 Théorie de I’état de contrainte

Cette équation permet la représentation graphique de T(M, 7). Quand 7 I’extremite de T(M, %)
se déplace sur I’ellipsoide de demi-axes gy, g,, a5 appelé ellipsoide de Lamé ou de contraintes.

Si gy # 0, # o3 : les trois directions principales sont perpendiculaires entre eux.

Si 0, # 0, = a5 : la direction une est bien definie; toutes les directions du plan
perpendiculaires a la direction une sont des directions principales avec la méme valeur
principale. On dit que I’état de contraintes est de révolution autour de I’axe un. L ellipsoide est
de révolution.

Si 0, = 0, = 03 : toutes les directions sont principales, I’état de contraintes est dit isotrope.
L’ellipsoide est une sphére.

i3

n
1y 2

Figure 3.12. Contraintes principales et directions principales

3.8.3. Application
Soit en un point O le tenseur des contraintes défini par rapport au repere cartésien (0,X,Y,Z ) :

1 1 0
[c]=]1 1 0|MPa
0 0 3

Déterminer les contraintes et les directions principales au point 0.
Réponse

- Contraintes principales :

D’apres I’équation caractéristique : 3 — ;62 + L0, — I3 = 0
Avec :

Iy = 011 + 03, + 033

I = |(711 012| n 011 013| |022 023

2 012 032 013 033 023 033
_ _ 2 2 2

I3 = |[[o(M)]| = 011.033.033 + 2013053013 — 011053 — 02,013 — 03301,

2 2 2
| + 011. 03 + 023.033 + 011.033 — 01 — 033 — 043

I, =5 MPa
I, = 6 MPa?
I; = 0 MPa3
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Donc, '’équation caractéristique est : 63 — 507 + 60, = 0
Les solutions de cette équation sont :

o, =0,0,=3,0,=2

Les contraintes principales par ordre sont :

0y =3 MPa,0, =2 MPa,o; =0

- Directions principales :

A partir de I’équation caractéristique :
([o]l=a: I ] {n}: = {0}
011 — 0j 012 013 l; 0
= 021 022 — 0 023 m;¢t =10
031 032 033 — 0] \n; 0
Avec [;, m; et n; sont les composantes du vecteur unité 7;.

La résolution du systéme d’équations pour les trois contraintes principales oy, g, et a5 donne
les trois vecteurs unités définissant les directions principales respectivement :

1 1

M=o o 1),{n}£=(ﬁ NG O),{n}T=(% % 0)'

YA Oy YA YA
| 4
—> Txy a
T p
0, 0
0 »X 0 > X 0 > X
(@) (b)

Figure 3. 13. (a) Composantes du tenseur de contraintes dans un repére 2D. (b) Composantes
normale et tangentielle du vecteur contrainte sur une facette de normale faisant un angle 8 avec I’axe
X. (¢) Analogie entre les contraintes recherchées (o et t) et les composantes du tenseur de contraintes

dans un autre repere.

3.9. Tenseur sphérique et tenseur déviatorique

Tout tenseur de contraintes peut étre ecrit sous la forme d’une superposition de deux tenseurs :

0ij = Om0ij + Sij (3.37)
La somme des contraintes normales est toujours constante. On appelle contrainte normale
" + + o
moyenne la quantité : g,,, = % = % = (Cte

Ce qui permet d’écrire le tenseur de contraintes par : o;; = 0,,6;; + S;;
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om O 0 (011 — o) 012 013
Oubien:[c]=|0 o, 0|+ 01 (022 — Om) 023
0 0 on 031 032 (033 = Om)

Le premier tenseur est dit tenseur sphérique (isotrope) ;
Le second tenseur est dit tenseur déviateur defini par : S;; = 0;; — 0,,0;;
Le tenseur S;; a pour trace nulle : (o171 — 0y) + (022 — 0) + (033 — 7)) = 0
D’autre part, nous avons :

(aij — an&-j)ni =0 - [Sij — (o, — am)&-j]ni =0 - [Sl-j — ans5ij]ni =0
Ou oy = (0n — o)

Cela veut dire que S;; a les mémes directions principales que o;; et de contraintes principales
Ons Qui s’obtiennent de I’équation :

O-TS;S - 1110-%5 + IIzo-ns - 113 = O (338)
111 S 0

1
I, = —[(o11 = 022)% (022 — 033)%(033 — 011)* + 6(07, + 035 + 03)]

I3 = |[Sij]| = (01 — o) (02 — o) (03 — 0p)

3.9.1. Application
Donner les tenseurs sphérique et déviateur associés au tenseur de contraintes suivant :

2 2 0
[c]=12 2 O

0 0 2
Réponse

MPa

Contrainte normale moyenne :

011+0221033

Om = . = 2 MPa
2 00
Tenseur de contraintes sphérique : [c] = [0 2 0|MPa
0 0 2
0 2 0
Tenseur de contraintes déviateur : [S;;] = [6] = [0]° =[2 0 0|MPa
0 0 O

Remarque :

Pour un tenseur de contraintes sphérique toutes les directions sont principales. Les directions
principales du tenseur de contraintes [o] et de son déviateur associé [Si j] sont les mémes.
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3.10. Représentation graphique des contraintes en un point

3.10.1. Vecteur contraintes et cercle de Mohr

Soit le repére {M, 111, 1,, 713} en M, associé aux contraintes principale et o; > o, > 0;.

On considére deux vecteurs unitaires 7 et ¢ définies en M orthogonaux entre eux tel que

(7, ) = g appartenant au plan (i, 7i,).

v 3

Figure 3.14. Présentation graphique du vecteur contraintes en plan

Dans ce cas, nous avons :

o 0 O
- Le tenseur en point M : [c(M)] = [0 05 0]
0 0 o3

- Le vecteur 71 a pour composantes : 77 = {cos 8,sin 8, 0}¢

. oy cos 6
Alors le vecteur contrainte : T(M,n) = [c(M)]{n} = {0, sin8

0
- Le vecteur £ & pour composantes : £ = {—sin8,cos 6, 0}!
Alors la projection du vecteur T(M, 7%) sur les axes 7 et ¢ donne :
T(M,7) = 0,7 + 1,,t

—

Avec : g, = 1.T(M, 1) = 0, cos? § + 0, sin* @

7, = L. T(M,7) = —0, cos 0sinf + o, cos 0 sin 6
Soit : o, =%+%c0529 =d +r.cos 20
T, = —%sin 20 = —r.sin 20

Ou:d=23% gt r=2-%
) 2 2

Finalement : g,, = d + r.cos(—286)

T, = r.sin(—26)

2
o140
(O’n—d)z-l—‘[nzzrz o (o'n— 12 2) +Tn2

\2
(%) Equation d’un cercle.
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Figure 3.15. Représentation graphique du cercle de Mohr

A chaque facette 71 , on peut donc associer un point P de coordonnées (o, 7,,) dans le repére
(o, T) orthonormé.

Lorsque 6 varie, ce point décrit un cercle de centre : (d, 0) et de rayon r.
Remarque :

Si la facette 71 fait un angle 6 avec la facette 71;, son point représentatif sur le cercle de Mohr
fait un angle (—26) avec le point représentatif de la facette 7.

3.10.2. Tricercle de Mohr

Soit le repére principal {M, 71,7, 15} et soit un plan 7l en M:

ny N
4 T(M,7)

n

v
S|
iy

Figure 3.16. Présentation du vecteur contraintes en 3D
T(M,R) = 0,71+ 1T
on = {n}*[o(M){n}
T?=0,2+1% et {n}{n}=1
Dans le repére principal, ces relations s’écrivent :

0, = 01N + 0,n3 + o3n3
0,2 + 12 = ofnf + oZn5 + oin} (3.39)
nf+ni+ni=1

Si les trois contraintes principales sont distinctes, la solution donne :
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(n% _ 2+ (0p—03)(op—03)

(01-02)(01—03)

4 2 _ 2+ (0p—03)(on—01)
B (02—03)(02—01)
2 _ 12 +(op—01)(on—03)

kng - (03-01)(03—03)

Conventionnellement : ; > 0, > 05,

Donc, les inégalités n? > 0; n2 > 0; n2 > 0 deviennent :

0,2 + 1% — (0, + 03)0, + 0,03 = 0
0,2 + 1% — (03 + 0y)0, + 030, =0
0,2 + 1% — (01 + 05)0, + 0,0, =0

Soit ;

Donc, le point de coordonnées (o, T = |7]) se trouve :

e A I’intérieur de demi-cercle de centre O, (

o,+03
2

o3+071

e A I’extérieur de demi-cercle de centre 0, (

+ N

01103

e A I’intérieur de demi-cercle de centre 0, (

2

,0) et de rayon R; = ”2%
,0) et de rayon R, =

,0) et derayon R, =

Figure 3.17. Cercles principaux de Mohr
La valeur maximale de la contrainte normale en M est : g,, = max(|o,|

La valeur maximale de la contrainte de cisaillement en M est :

J3

03—071 ,

01—02

i lozl 5 lasl)

(3.40)

(3.41)
(3.42)

(3.43)
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2T max = max(oy ; 0,; 03) —min(oy; 0, ; 03)
3.11. Etat plan de contraintes

Dans le cas de I’état plan de contraintes, le tenseur s’écrit :

01 012 0
[U(M)](xl;xz) =101 022 O
0 0 O

X2
T—»Gu
X1

Figure 3.18. Etat plan de contraintes

T(M,é;) = 0, la direction &5 est donc principale et la contrainte principale associée est nulle
03 = 0

Les deux autres directions principales s’obtiennent :

1
01 = ey E\/(Un — 032)% + 401,?

2
\/(011 — 022)% + 40y,?

[lo(M)] = o,lIll =0 -

_ 0'11+O'22 1
2 2 2
sin 6 01—011 012

L’orientation des axes principaux est donnée par : tg 6 = = =

cosf@ 012 011—03

Ou 6 = (7, X,) est I’angle entre la direction principale 7; et I’axe horizontal X .

nz ﬁl

o) \'9

Figure 3.19. Etat plan de contraintes

01

X1

3.12. Etats de contrainte particuliers

3.12.1. Etat de contrainte uni-axial : traction (compression) simple

g 0 0
Si le tenseur des contraintes se réduita: [c(M)]=|0 0 0
0 0 O

L’état est dit de traction simple si o est positif et appelé de compression simple si o es négatif.
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Chapitre 3
AX3 A X3
2 R A X2 22 N N N N2
x A7
x1 ‘xl
Tn T,
gn On
O-2=O-3=0 O-1=0- O-1=_0- 0'220'3':0
Figure 3.20. Etat de contrainte uni-axial
3.12.2. Etat de contrainte bi-axial
g 0 O
Si le tenseur des contraintes se réduita: [c(M)]=[0 o 0
0 0 O

L’état est dit de traction simple biaxial si o est positif et appelé de compression simple bi-axial

si o est négatif.
A3

A X3 .
E g i o
: ; <
g X2 5 X2
A/ -------------------------- > a/r,} -------------------------- >
A// A
X1 X1
Tn
Tn
m gn ‘O—n
o3 =0 01 =02=0 0y =0, =—0 03=0

Figure 3.21. Etat de contrainte bi-axial
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3.12.3. Etat de contrainte isotrope

c 0 O
Si le tenseur des contraintes se réduita : [c(M)] = [0 o 0| (V lerepére)
0 0 o
A'3 A X3
TU3 L | O3
Tl
02 (P
oy 1
= T I R & [ TR R o2
xl"/ Tn xl‘// Tn
O-Tl O-Tl
0'1 = 0'2-= 53 =0 0'1 = 0'2'= 0'3 =0 l -
Figure 3.22. Etat de contrainte isotrope
3.12.4. Etat de cisaillement simple :
Si le tenseur des contraintes se réduit a :
0 7 O o 0 O
[c(M)] =|7r 0 0] oul’état principal est donné par [c(M)] =0 —o O0|aveco =1
0 0 O 0O 0 O
A X3
T, !
X, :
i
X o : x
1 Al/’/'. __________________________ }2
x]_‘/”/
Tn
On

Figure 3.23. Etat de cisaillement simple
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Exercices
Exercice 1 :
Un élément structural est soumis a un systéme de force, chacune produit au méme point p un
etat de contrainte selon la figure ci-dessous. e
yA
4—
(@) 20 MPa
> X AY
—’ :

a) Determiner le tenseur de contraintes resultant au méme point dans le repere indiqué dans le
figure (a).
b) Déterminer les contraintes et directions principales par rapport au méme repere.

Exercice 2 :
En un point M, I’état de contrainte sur deux plans perpendiculaires de normal é; et &, est défini

comme suit : T(M, e7) = (i(i%) Mpa et T(M, &) = (_E:)O) Mpa.

1) Faire un dessin qui montre la signification physique de cet état de contrainte;
2) Calculer le vecteur total T agissant sur le plan oblique connu par son vecteur unitaire 71 de

V5
0

3) Sur la facette 71, calculer la contrainte normale o,, ainsi que la contrainte tangentielle 7,, ,
puis faire un dessin de votre résultat;

4) Calculer les contraintes et les directions principales et présenter les résultats graphiquement.

5) Calculer les contraintes équivalentes de Von Mises et Tresca.

1
composantes : n= i<2) ;

Exercice 3 :
L’état de contrainte en un point d’un corps charge est représenté comme suit :
- Déterminer les contraintes agissants sur un plan orienter a 6 = 20° ?
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I
40 Mpa
\‘\ e 30 Mpa
'\\4 _ /_290 90 Mpa
20%
M < X > X1

Exercice 4 :
En un point M d’un solide, I’état des contraintes est défini par :

@)= (x 0 &)

k k O
- Déterminer les contraintes principales et les directions principales ?

- Tracer les tricercles de Mohr ?
- Déterminer les trois invariants des contraintes ?

Exercice 5 :

Dans un repére orthonormé de base (é,, €,, €;) I’état de contrainte en un point est donné par :
a 0 ¢
0 —a d
c d b
- Déterminer la normale unitaire a un plan parallele a x5 et pour lequel le vecteur contrainte est

tangent au plan ?

IT| =

Exercice 6 :

Un état plan de contrainte en un point « M » d’un solide est défini par la valeur des contraintes
0y, Oy et T, agissant sur les facettes d’un petit élément carré. En procédant analytiquement
puis graphiquement ; transformer cet état a un état de contrainte :

- Principale ;

- Selon les diagonales du carre.

Ya A4 KN/cm?
D
2 KN/cm?
> X
Y P —
4 KN /cm?
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Exercice 7 :
L’état de contrainte en un point d’un solide est défini par :

o' =400 N/mm?
o' =800 N/mm?
' =200 N/mm?

En procedant analytiquement puis graphiquement pour :
- Déterminer les contraintes tangentielles maximales ;
- Déterminer les composantes contrainte agissant sur un plan paralléle a la contrainte ¢’ et fait

un angle de 30" avec o

x3‘ rrr

Exercice 8 :
Soit I’état de contrainte représenté ci-apres :
- Déterminer les contraintes et les directions principales ?

X1

Exercice 9 :
Soit la matrice associée au tenseur des contraintes en un point « M » ;

—-120 0 O
(o) = ( 0 80 30) N/mm?
0 30 40
- Quelle est la particularité de ce tenseur ?

- Déterminer les contraintes et les directions principales ?
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Exercice 10 :
La matrice représentant le tenseur de contraintes en un point « O » d’un corps solide est :

2 =20
(al-j) = (—2 3 1) Mpa
0 1 2

- Trouver les composantes du vecteur contrainte agissant en « O » sur plan paralléle au plan
ABC?

VA
A
dxz] ¢ (0,0,3)

0 B (0,2,0
Ly

dx,

A(1,0,0)
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Chapitre 4. Theéorie de I’état de déformation

4.1. Introduction

Considérons un corps solide soumis a des forces extérieures, entrainant le déplacement de ses
particules constitutives vers de nouvelles positions.

On dit que le corps subit une déformation lorsque les positions relatives de ses particules sont
modifiées c’est-a-dire lorsque les distances ou les angles entre ces particules changent.

En revanche, si les positions relatives restent invariantes, le mouvement du corps correspond a
un déplacement de corps rigide, se traduisant par une translation ou une rotation sans
déformation (Fig.4.1).

4.2. Notion de la déformation
4.2.1.Cas unidimensionnel

Soit une barre soumise a une force axiale P. Considére u(x) le déplacement axial d’un point de
position x (Fig. 3.2).

La partie [AB] de longueur initiale Ax devient [A'B’] de longueur (Ax + Au) apres I’application
de la charge P.

La deformation longitudinale moyenne de la partie [AB] est définie & partir de la variation
unitaire de la longueur, elle s’exprime:

_ (Ax+Au)-Ax Au

0~ Ax ~ ax (4.1)
La déformation longitudinale ponctuelle en un point de position x est définie par :
g(x) = lim fu _du (4.2)

-

A et B ayant les images A’ et B' apres déplacements
tel que : [|4B|| = || 4B

| = Déformation
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1 A’\Ifl_ //’
B

A et B ayant les images A’ et B' apres déplacements
tel que : ||E’)|| = ”A'B’” = Déplacement de corps rigide

Figure 4.1. Déformation et déplacement de corps rigide

4y 4
18k |
JI1{E SE—
i Ax Al+_¢u
Bl#fYrmreeenennns s
; 5 iu+Au
| Ble1 ™
I
v

xY

Figure 4.2. Définition de la déformation - Cas 1D

4.2.2.Cas bidimensionnel

On considere un élément bidimensionnel rectangulaire de dimensions initiales dx x dy, défini
dans un repere cartésien (x,y). Soit u et v les champs de déplacements suivant respectivement
les directions x et y.

Sous I’action d’un chargement extérieur, I’élément subit une déformation géométrique qui peut
étre décomposée en une superposition de trois composantes élémentaires (Figure 4.3) :

a. Un déplacement de corps rigide ;
b. Des variations des longueurs des faces sans rotation (déformations normales) ;
c. Des rotations des faces sans variation des longueurs (distorsion).
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xA
_______ 1C'
Dir--- N
] ) D 'l C II
1 1
1 1
1 1 I}
dy ,’: ________ --B
A -
;| B
i : >y
—p
! dx !
(a)
*a P dx+du | *a ,
D'i- _____________ V; .C’._. @y  _----- K 1C
1 1 —\ﬁ"r— 1
1 1 ID 1
D C 1 ) ___D ! C /
L Y ' ldy +dv T ;!
: ' + d ! B
dy A,' --------- -___B_,:...._. Y A l’ _______ [ 1“3(
1A B vl A B
z z >y z z -
> —p
' dx : : dx !
Déplacement de corps rigide . .
P bs 1 Distorsion

avec déformations normales

(b) (c)

Figure 4.3. Définition de la déformation - Cas 2D

4.3. Déformation normale

D’une fagon similaire au cas unidimensionnel, les déformations normales correspondent a une
variation de longueur d’un élément selon les deux directions considérées. A partir de la figure
4.3b, elles sont définies comme suit :

gy =——eteg, = % 4.3

Par convention de signe, ¢, > 0 = allongement, &, < 0 = raccourcissement.

4.4. Distorsion ou déformation de cisaillement

La distorsion, ou déformation de cisaillement, correspond a la variation de I’angle formé entre
deux directions initialement orthogonales. Elle traduise une modification de la forme de
I’élément, indépendamment d’une éventuelle variation de volume. D’apres le figure 4.3c, la
variation de I’angle droite DAB s’écrit :

Yoy = Qyx + ay .

Dans le cas des petites déformations, on peut écrire :

N __ov N _ Ou
ax~tanax—a etay~tanax—a.

Par conséquence, la distorsion dans le plan xy s’écrit :
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__0v du

Yy = 5.t 3, (4.4)
Remarques :
1. Une autre définition de la déformation de cisaillement est souvent utilisée :
1 0v u

2. Lagrandeur yy,, (Ou &,,) mesure la variation de I’angle entre deux axes orthogonaux, par symétrie,
ONa:Yyy = Vyx (Bt Exy = Eyx).

3. Pour étre cohérente avec la convention de signe des contraintes, la déformation de cisaillement est
consideree positive Yy, (€xy) > 0 si I’angle droit du premier quadrant DAB diminue. Dans le cas
contraire, c’est-a-dire lorsque cet angle augmente, on a: Yy, (&xy) < 0.

4.5. Cas tridimensionnel

Aprés avoir établi les expressions des déformations dans le cas bidimensionnel, il est naturel
d’étendre cette analyse au cas tridimensionnel.

Dans le cas genéral 3D, un élément peut subir des variations de longueur selon les trois
directions de I’espace ainsi que des variations d’angle entre chacune des paires de directions
orthogonales. On distingue ainsi trois déformations normales ¢,, €, et &, et trois déformation
de cisaillement y,, vy, et v,,,, définies par les expressions suivantes :

( __Ou

Exy = a
__0v
Ey = 5
__ 0w
zZ7 9z
.  _ou o (4.6)
Vxy Exy = 5 ax
du = ow
Yxz = 2&xz = 9z + o
ow = 0Ov
U/yz - 2‘9312 - E +£
Un tenseur de déformations peut ainsi étre définit par :
e 1,1
1 1
[e] = [ny &y EyZ] = Eyyx Eyy Esz (4.7)
E2x  Ezy &2z 1

2 Vzx 2 Yzy Ezz
Remarque :

Le tenseur gradient de déplacement (tenseur d’ordre deux), noté [L], et définie par :
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[axl axz ax3—|
_ [t o w
[L] - axl axz 6x3 (48)
0xq, O0x, 0x3
Ce tenseur peut étre décomposé d’une fagon unique en la somme :
- d’un tenseur symeétrique noté [£], appelé tenseur des déformation ;
- et un tenseur antisymétrique [w], appelé tenseur des rotations.
On aainsi :
[L] = [e] + [w] (4.9)
Avec :
1
le] =S (LT + [L]%) et [e] = [e]*
1
lw] = > (L] - [L]%) et [w] = —[w]*
Les deux matrices ont pour composantes :
[ du 1(% 6&) 1(%+%)'
axl 2 axz axl 2 6x3 axl
— A (3 6&) Ouz 1(% %)
[E] - 2 (axz axl axz 2 6x3 + axz (4.10)
L(Q g du) 10 O duz
L2 \0x3 x4 2 \0x3 ax, 0x3 i
[ 0 l(%_aﬂ) 1(%_%)‘
2 \0x, x4 2 \0x3 x4
= |3 (G 2 (2 _ oua)
[w] - 2(6x1 0x, 0 2 \0x3 0x, (4'11)
1(6us 6u1) 1(% 6&) 0
2 axl aX3 2 axz aX3 .
_ 1 6ui auj _ 1 6ui auj
=35 e en =335

Les composantes déformations sont sans dimension.

4.6. Tenseur des déformations de Green-Lagrange

La mesure de la déformation consiste a analyser la variation de I’élément de longueur au cour
de mouvement exprimer par la différence : ds? — ds?
avec : ds, est la longueur du vecteur dx dans la configuration de référence.
ds est la longueur du vecteur dX dans la configuration déformée.
ds? —ds? = dX.dX — dx.d% = {dX}'.{dX} — {dx}*.{dx}
ds? — ds¢ = {F}{dx}*. {F}{dx} — {dx}*{dx}
ds? — ds§ = {dx}*[C]{dx} — {dx}*. {dx} = {dx}"([C] — [I]D{dx}
ds? — ds¢ = 2{dx}'[E]{dx}
Avec:

49



Chapitre 4 Théorie de I’état de déformation

E =2([C] = [ = 5 ((L]* + [L]) +5 [LI[L] (4.7)

AN J
Y Y

'

termes linéaires termes non-linéaires.

1
2
N

[E] est le tenseur des déformations de Green-Lagrange.

Remargue :

Si [E] = Oalorsonads? = ds3 quelque soit dx ;

Cela signifie que le voisinage du point matériel M, subit un mouvement de corps rigide
(translation et /ou rotation) entre la configuration de référence D, et la configuration actuelle
Dy, sans aucune déformation.

De plus la condition [E] = 0 implique :

[C] = [F]T[F] = [I] d’ou I’on déduit que le gradient de déformation [F] est orthogonale, et
vérifie : [F]t = [F] 1.

Cas ou le corps subira une rotation rigide :

. . 0 -, wy|dx Wy) (dx dx
NN' = [w]dr = | w, 0 —w, {dy} = {wy},\{dy} = G {dy}

—Wy, Wy 0 [\dz W, dz dz

—— -

Figure 4.4. Rotation d’un corps

Dans un repére (0, &,, &,, €3), les composantes des déformations de Green-Lagrange sont :

0x; 0xqy O0xq 0xq O0x, Ox3 0xq 0xq 0xq |ax1 0x, ax3|

[P Oup Ousy rou Oup Juyy Oy Oup dugy pduy Oup duy
jaul du, Ous l 170uy Ou, Odusg

(1= )| uy ouy 0wy uy 0wy Oy
2

0x, 0x, Ox, 0xq 0x, Ox3
0x3 Ox3 Ox3 |_

2 0x, 0x, 0x, 0xq 0x, Oxg3
dx3 0x3 Ox3 |. J

6x1 6x2 aX3 6x1 6x2 aX3

Ell E12 E13
[E] = |E12 E;» E,3| Tenseur symétrique (4.8)
E13 E23 E33

Oy N 1 (6u1>2

(6u2>2 N (6u3>2'
0x; 0xy/ |
du, 1[/0u\> [0uy\° [O0us\’]
Eyy = =——+=

227 ax, * 2 _<6x2) * (axz) * (6x2> ]
2

ou. 1[/0u ou,\ > Ou-\ 2]
Fa =50 +3|(2) *(5x) * ()

0xq

+
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1/0u, Ou, O0u;0u; OJu,du, OJduzdu
E12=—(1 2 O Oth O OUz 33)
2\0x, 0x; O0x;0x, O0x;0x, 0x;0x,
1/0u; Ousz Ou;du; Ou,du, Ouszdus
E13 = _( + + )
2\0x3 0x; 0x;0x3 0xq0x3 0xq0x3
1/0u, OJdusz OJu;0u; Ou,du, Jdusdus
E23 = _( + + )
2\0x3 0x, O0x,0x3 0x,0x3 0x,0x3

Avec la notation de Voigt, les 06 équations cinematiques sont donnée par :

(o Y (%)2 + (6&)2 X (%)2 )
6x1 axl axl axl
ou, ouq 2 du, 2 dus 2
( ?1\ 2%, G) +(G2) +(52)
EZZ Jus (6u1)2 N (6u2)2 4 (6u3)2
330 _ ) . 9x3 ; -t l{ dx3 9x3 oxs/ ) (4.9)
E12 - (ﬂ + ﬂ) 2 duq 0uq , Oup du, , Ouz duz
Ei3 2\0xz  0xy dxq 0x,  0xq 0xy  9xq1 0xy
By |5 (52+32) Quy 0wy | Qup Qup | Duis Qg
2 ax3 axl axl ax3 axl aX3 axl aX3
Hema) duy duy \ Juz Qu | Ous g
2 X3 X2 k Oxz 6x3 Oxz 6x3 Oxz 6x3J
termes linéaires termes non linéaires

Les composantes deformations sont des fonctions quadratiques, leur utilisation conduit a une
analyse géomeétrique non linéaire des structures qui est assez complexe.

4.7. Déformation volumique

Elle est définie comme la variation relative (ou unitaire) du volume :

_w
e=- (4.10)

Avec :

V : le volume initial ;
AV : la variation de volume.

La déformation volumique peut étre exprimée en fonction des déformations normales de la
facon suivante. Considerons un élément volumique de dimensions initiales dx X dy X dz. Sous
I’effet de la deformation, ces dimensions deviennent (dx + &,dx) X (dy + &,dy) X (dz +
&,dz) (Figure. 4.5).
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apres déformation

T T

dz + €,dz

dz

4—»‘/:131 <—>Ay + sydy
dx dx + &,dx

Figure 4.4. Elément volumique soumis & des déformations normales
Le volume initial est donné par : V = dx X dy X dz,
Apres deformation, le volume sera: V + dV = (dx + &,dx) X (dy + €,dy) X (dz + £,dz)
=dxxXdyxdz(1+&)(1+¢&,)(1+¢,)

AV (V+AV)-V _ dxxdyxdz((1+ex)(1+ey)(1+€,)-1)
v o %4 - dxxdyxdz

La déformation volumique est : e =

e=(1+ ex)(l + ey)(l +e)—1
=&yt & T &+ ExEy T ExE, T EyE, t ExEYE,
Les termes d’ordre élevé peuvent étre négligeés, c’est-a-dire :
ExEy = 0,606, = 0,6y6, = 0,686, = 0.
Donc :
e=¢&tée t¢g (4.11)

4.8. Application

Sous I’effet d’un chargement exterieur, les particules d’un corps solide subissent un champ de
déplacement, défini dans un repére Oxyz par les composantes suivantes :

u = (x2+10)107%,v = (2yz)10 %2 et w = (2% — xy)1072,

Déterminer le tenseur de déformation ainsi que la déformation volumique en un point de
coordonnees (0, 2,1).

Solution

- Calcul du tenseur de déformation en fonction de x, y et z :

_ Ou _ -2 _0v _ -2 . _ow _ -2
gx_ax—Zxxlo ,sy—ay—Zleo ,sz—aZ—Zleo
1/0u , dv\ _ _1fou  owy _ 1 -2
Sxy_2(6y+6x)_O'Exz_z(az-l_ax)_ 2y><10 ’

_1fow  ov _ 1. _ -2
gyz_z(ay+az)_z(2y x)X1O
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1
2x 0 -5y
Donc:[e]=] O 2z %(Zy —x)|[x 1072
1 1
-5y ;@y—x) 2z
0O 0 -1
- Tenseur de déformation au point (0,2,1):[e] =] 0 2 2 |x 1072
-1 2 0

- Déformation volumique au point (0,2,1):e =&, + &, + &, = 4 X 1072
4.9.Allongement d’une direction quelconque

Soit M un point au voisinage de 0 tel que : OM = dl.n
(n- vecteur unitaire de la direction quelconque et dl > 0).
Apreés transformation :
{0 - 0tel que %(0)=0

M- M telque #(M)=MM = [€](dIR)

Figure 4.5. Allongement d’une direction quelconque

L’allongement de OM est MM'.7 et I’allongement unitaire suivant 71 est :
allongement  MM'nA __ [e](dlm)n _ ﬁ([g]ﬁ) _qt [E]ﬁ

E =
n longueur initiale dl dl

4.10. Variation d’un angle droit quelconque :

Soit M et N deux points du voisinage 0 tel que :
OM =dlin

{ON = dl,t

Apres transformation :
0-0

M - M’ tel que MM' = u(M) = [e]dl;7nt
N - N’ tel queW =1U(N) = [e]ldl,t

Figure 4.6. Variation d’un angle droit quelconque
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Alors, I’angle droit (7, £)devient I’angle & = M’ON’ défini par :

0= oM/, 0N/ (dlyi+MM7)(dlLE+NN7) _ (di;7i+[e]ldl; 7).(dl,E+[]dlyE)
€O = Tows Towr] — T = TS
cos 0 = £([e]R) + A([]f) avec £([e]R) = R([]£) car [¢] est symétrique
cosf = sin(z— 9) =Z_g¢g
2 2

Donc la distorsion (7, £) notée 2&,,; est : 2&,; = % — 6 = 2tt[]n.
4.10. Déformations et directions principales

Le tenseur &;; est un tenseur d’ordre deux symétrique qui ressemble au tenseur o;; ; alors une
etude identique de ¢;; a celle de a;; est possible.

4.10.1. Les déformations principales
Sont obtenues par :

det(sij — £n5ij) = |[e] —&,[I]| =0 (4.12)

L’équation caractéristique est : &3 — I,62 + [0, — I3 =0
Les invariants sont :

Iy = &1 + & + €33

I, = €11825 + €11833 + €32833 — i(hzz +yis +v33)

I3 = |[¢]]

4.10.2. Les directions principales
Reésultent de :

(&ij — enbij)ni = ([e] — &, [ID{n} = 0 (4.13)

Ou n; sont les composantes du vecteur propre correspondant a &,,. Donc trois vecteurs propres
correspondants aux trois valeurs propres &, €5, €5 (déformations principales).

4.10.3. Le tenseur sphérique de déformation
Il est exprimé par :

& 0 0

0 0 &
£11t+Et+E ! i i
% = glest la dilatation moyenne.

Il en résulte que le tenseur déviateur est : e;; = &;; — £,0;;

ou & =

4.11. Etat plan de déformation

24 y_»
u
1

Lorsque le champ de déplacement est de la forme :
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ul(xl;xZ) 811 812 0 0 —w 0
UM) = {ua(x1;%3) = [e]l = e, &, Olet[w]=]|w 0 0
Uy = 0 0 0 0 0 0 0
us3 = uz = 0 est principale (e,5 = €13 = 0) et x5 est direction principale.
Soit dans le plan (x;; x,) deux directions 7 et f tel que :
(7_{; f) = getﬁ’: (cosa;sina;0)
g, = nit[e] = g1,c08%a + g5,5in%a + 2&;, sin 2a
_ &11téx + €11~ €22
T2
&, est déduit pour a; = a +§

cos 2a + &1, Sin 2«

Ene = ti[e]il = (811 — £25) cOSa a sina + &1, (cos?a — sin’a)

&11—E& .
= —“Tzzsm 2a + &, cos 2a.

Les axes principaux dans le plan (x;; x,) sont déduit pour &,; = 0 - tg2a = 2812

€11—€22

4.12. Cercle de Mohr

Soit en M, un repere principal (M, X;, X, X3) et un plan P de normale 7: (cos a, sin 2a, 0) et
t: (—sin a a, cos a, 0) vecteur directement perpendiculaire & 7, situé dans le plan (x;; x,). Les
composantes normale et tangentielle &, et €,,; qui sont définies par :

&1t¢ &1—&
g = —2+2"2cos2a .

2 2 7 X2 7
& — &
Ent = — sin 2a
2 a . X,
M

Avec:d = %(51 +¢&)etr = %(81 — &), 0naura
&n =d +1rcos(—2a)

1 .
Ent = Vnt = rsin(—2a).

A chaque facette 71 est associé un point P du plan de Mohr. Lorsque «a varie, ce point décrit un
cercle de centre (d, 0) et de rayon r.

1 A
EY

E Ynt

Figure 4.7. Cercle de Mohr

Remargue :
Sia=0; n=8;t=8; eg,0=¢, et g, = 0pas de distorsion pour les directions
principales.

. + - . . .
Sia=2 e, =2 2eteg,, =22 : distorsion maximale.
nn nt
4 2 2
Si a =§ T M=8,; t=—81: €y =&, €t £, = 0: pas de distorsion pour les directions
principales.

55



Chapitre 4 Théorie de I’état de déformation

4.13. Equations de compatibilité des déformations

A tout champ de déplacement 7 (uy, u,, u3), onassocie un tenseur de déformation [&] (équation
de Cauchy).

Inversement, étant donné un champ de déformation [e], on cherche a déterminer le champ de
déplacement 1 correspondant. Le probléme ainsi posé conduit a un systéme de six équations
pour trois inconnus. Si on considere les composantes normales de déformation &;4, €52, €33, ON

peut calculer les déplacements sous I’expression : uq, u,, us = f (€11, €22, €33)-
Apreés on calcul les composantes de cisaillement a partir de :

€12, €23, €13 = f1 (U, Uy, U3), AlOIS €15, €23, €13 = f1lf (€11, €22, €33)]

= F(&11, €22, €33)-

Donc, il existe des relations entre les déformations et que ces dernieres ne peuvent étre
arbitraires. Ces relations sont dites : équations de compatibilité, ainsi :

_duy | duy 0%Y12 23u, 9%u; _ 9%e; | 0%ey,
Yiz2 = Oxy | 0x;  0x,0x,  0x,0x2 | 0x20x,  0x2 + ox? (1)
2 1 10%X2 10%3 10x2 2 1
_ aul 6u3 62)/13 _ 63u1 63u3 _ 62811 62833 (2)
Y1z = dxs = 0x;  0x10x3  0x10x2  0x2dx3  0x2 dx3?
_ auz 6u3 62]/23 63u2 63u3 _ 62822 62833 (3)
Va3 = ox;  0xy 0x,0x3  0x,0x2  0x2dx3  0xZ dx32
, ou ou,  0v12 0%u, 0%u,
D’autre part : =—+—2-> = a
p ylz axz axl aX3 ax26x3 ax16x3 ( )
aul 6u3 6]/13 _ azul 62u3
Yiz= T 7 = (b)
0x3 x4 dx, 0x,0x3 0x10x,
_ 6u2 6u3 6]/23 _ 621[2 62u3
Yz =T = (c)
ax3 axz axl 6x16x3 axlaxz
Y12 Y13 6)/23] 0%u,y
+(b)-(c) — - =
(a) (b) (C) [6x3 + 0x; 0x4 0x,0x3
0 [9v12 + 0y13 _ Ovas] _ 3uy _ 0%e1x (4)
6x1 _6x3 axz axl_ 6x16x26x3 6x26x3
De la méme fagon :
0 [9723 + Ov12 _ vz _ 03u, _ 0%e22 (5)
dx, L 0xq 0x3 0x, | 0x10x,0x3 0x10x3
i (0723 + 9v13 _ 9Y12] — d3ug — 0%e33 (6)
dx3 L oxq dx, 0x3 | 0x10x,0x3 0x10x,
En résumé, les 06 équations de compatibilité sont :
((0%y12 _ 0%eq; | 0%ep
0x10x,  0xZ dx32
9%y13 _ 0%eq, + 02¢33
dx10x3  0x2 dx?
9%y,3 _ 0%ey, + 02¢33
dx,0x3  0x2 dx2
< 20X3 3 2 (4.15)
0 [9Y12 6y13 61’2 ] _ 0%y,
axl ax3 ax26x3
0 [9723 a1/12 _ a)’13] — azs22
0x, 6x1 dx3 0x10x3
0 [0723 6y13 61’1 ] _ 62533
Kax3 ax1 xz X3 axlaxz
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Ces equations représentent la condition de continuité du milieu et garantissant d’existence d’un
champ de déplacement unique correspond au champ de déformation, dans la condition des
hypothéses d’homogénéité, d’isotropie et d’élasticité.

4.14. Mesure des déformations

Contrairement aux contraintes, il est possible d’évaluer expérimentalement la déformation en

un point. Différents techniques de mesure sont utilisés ; on cite :

a- Mesure directe des variations de longueur Al faite par moyen de visée optique ou des
capteurs de déplacement (potentiometres).

b- Jauges de déformation (capteurs de déformations = mesure de déformation), plus souvent on
utilise la jauge résistive, en collant un fil sur une piece qui se déforme et en mesurant sa
résistance (pont de Wheatstone).

c- Autres méthodes plus spécifiques : Témoin sonore dans les barrages, des fibres optiques,
...etc.

Dans le cas plan, on mesure trois 03 deformations distinctes par trois jauges de déformation,

I’ensemble forme une rosette extensométrique. En pratique, on dispose des rosettes a 45°, 60°

et celle a 120°.

Exemple d’application :
Soient @, b, ¢ les vecteurs unitaires portés par les 03 jauges.
¢ y

¢

b

wy

Figure 4. 5. Mesure des déformations
L’allongement unitaire dans les trois directions est :
gga=eM,a); e, =¢eM,b); e =¢e(M,c)avec:
d=(100): b= (cos¢@,sing,0); ¢ = (cos2¢,sin2¢,0),donc:
Ea = Exx
Ep = ExxCOS*P + £,,,SIN*P + Yy COS P COS @
€ = ExxC0S%(2¢0) + €y,,5in*(2¢0) + Yyycos(2¢)cos(2¢)
En ont déduit les composantes ,, £y, ¥x, du tenseur déformations en cas plan comme suit :

Exx = &q

_ £q(2c0s?(p) — 1) + 2e,(1 — 2cos?(p)) + &,
fvy = 2sin?(p)
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B gq(1 — 4cos?(@)) + 4cos?(p)ey — &
B 2 cos(¢p) sin(¢p)

ny
4.15. Application

Pour trouver I’état de déformation en un point O d’une surface d’un corps solide, on utilise une
rosette & 60°. Les jauges sont disposées suivant les directions 0°, 60° et 120° par rapport a I’axe
x d’un repére Oxy. Les mesures effectuées sont :

& — 190 x 10_6, €60 — 200 x 10_6 et E120 — —300 x 10_6.
Déterminer le tenseur de déformation par rapport au repere Oxy.
Solution

Utilisons la relation donnant la déformation normale suivant une direction :

g=c(a=0)=¢,
o 1 V3 3
g0 = &(a = 60°) =&t ey T

o 1 V3 3
| E120 = e(a=120°) = &y =&y + 38
La résolution de ce systeme d’équation permet de déduire les déformations :

£x = 190 X 1076, &, = =130 X 1075, &) = =2 x 107°.
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Exercices

Exercice 1 :

En un point M un état de déformation est défini par le tenseur : [¢] =

2 3 0

3 4 —1] .107%

0 -1 2

1) Calculer la valeur de I’allongement relatif dans la direction 7 de composantes (2, 2, 1) dans
le repére de calcul choisi ?

2) Quelle est la variation d’angle entre les deux lignes initialement perpendiculaires de
direction7 (2, 2, 1) etm (3, 0, —6) ?

3) Calculer les dilatations principales au point M.

4) Quelle est la valeur du glissement maximal en M ? dans quel plan agit-il ?

Réponse :
1- g, = 5,11.107*

= = _ t _ _ 10 _4
2-n.m =0 - cosf =2{m}'[e]{n} = ypm = 2 («/ﬁ) .10
3-& =6317.107* ; & =2.107* ; &5 = —0,317.107*

4- Gman = %ymax = 43,317.10~* agit dans le plan (1; 3)

Exercice 2 :

En un point d’un corps, les composantes du tenseur déformation sont données par :
& =a.y, & = a.x, &g =2.a.(x+y)

Yay = a.(x + ), Yyz = 2.0.2, Vg = 2.0.Z

Ou « a, b et ¢ » sont des constantes.

- Vérifier si les équations de compatibilité sont remplies ou non.

Exercice 3 :

Un champ de déplacement est defini par les composantes :

u=kxy v=kx.y, w=2k((x+y).z

Ou k est une constante suffisamment petite pour assurer la linéarité géométrique.

- Calculer les composantes du tenseur déformation au point (1, 1, 0).

- Calculer les allongements principaux et les directions principales.

Exercice 4 :

Sous I’action des charges extérieurs, les déplacements en un point « M » sont définis a partir de
I’état neutre par :

du1 = 2. 10_3dx1 - 10_3de
du(M) < du, = 3.1073dx; — 2.1073dx,
dU,3 =0

- Définir I’état de déformation, puis de rotation du milieu.

- Déterminer les allongements principaux et les directions principales.
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- Tracer le tricercle de Mohr des déformations.

Au point « M » de ce milieu, nous plagons une jauge électrique dans une direction 7 définis par

ses cosinus directeurs a; = a, = as.

- Quelle mesure est ainsi effectuée ?

- Donner le point représentatif de I’état de déformation dans la direction 7 sur le tricercle tracé
précédemment.

Exercice 5 :

En vue de déterminer le tenseur des deformations expérimentalement au point « M » d’un corps,

on place autour de ce point un dispositif expérimental (jauges extensométriques) selon la figure

suivante :

Les dilatations linéaires relatives mesurées sont :

& = 10_3
£, =2.1072
3 = 4.1073

- Calculer le tenseur déformation a ce point « M ».
- Déterminer les allongements principaux et leurs directions analytiquement.

- Contréler vos résultats graphiquement.

e
M 1
o >
A
w | ¥
60°
3 2
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Chapitre 5. Relations entre les contraintes et les déformations

5.1. Introduction

Les lois de comportement des matériaux, issues de leur constitution interne, traduisent avant
tout la relation existant entre les variables statiques (contraintes) et les variables cinématiques
(déformations).

Lorsque les propriétés du matériau sont indépendantes du temps et de la température, le
comportement du milieu est qualifié par linéaire élastique.

5.2. Loi de Hooke généralisée

De maniére géneérale, la relation constitutive reliant les contraintes aux déformation s’exprime
par :
0ij = F (&) (5.1)

Dans le cas d’un matériau élastique linéaire, cette relation constitutive est linéaire et homogene,
et peut s’exprimer sous la forme générale :

0ij = Dijkigr €t &j = Cijuor (4,j,k,1=1,2,3) (5.2)

Le tenseur D;jy; (Cijxi) est un teneur d’ordre quatre, représentant un operateur linéaire qui
possede 3% = 81 coefficients.

Par ailleurs, les tenseurs des contraintes et des déformation Vérifient les propriétés de symétrie
suivante : g;; = oj; et &, = £ Cette symétrie indique que le tenseur constitutive D j; possede
également des symétries mineures.

Dijii = Djiy €t Dyjiy = Djjy. Tenant compte de ces propriété, le tenseur [D] se réduit a 36
coefficients et que la relation entre les contraintes et les déformations peut étre représentée par
un systéme linéaire homogeéne de six équations, en utilisant la notation vectorielle :

011 Di111 D122 D113z D111z D112z Di1z1] énn

(022] D211 Daz22 D23z Daziz Dazaz Dazzq €22

O3z | _ D3311 D33z Dszzz Dsziz Dzzaz Dizzzi| ) €33 (5.3)
012 Di311 Di222 D123z Diz1z Dizzz Dizzi| | V12 '
023) Dj311 Dazzz Dazzz Daziz Dazaz Dazzn Ly23

013 1D3111 D312z D313z D311z D31z D31zl Vi3

De plus, en tenant compte des symétries majeures et mineures du tenseur [D] (D;jx; = Djjix =
Djir1 = Dji1), alors le milieu linéaire élastique est caractérisé (défini) par vingt et un (21)
coefficients, appelé milieu élastique linéaire anisotrope.

D’autre part, si le matériau est isotrope, le tenseur constitutive [D] est alors invariant par
rotation et ne dépond que de deux coefficients (E et v ou A et G).
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5.3. Loi de Hooke isotrope en axes principaux
5.3.1. Cas unidimensionnel

Il s’agit du cas d’une sollicitation en traction ou la compression simple suivant les axes
principaux. Dans ce cas, la loi de Hooke stipule que :

0=E£0ue=%a (5.4)

Avec :

E est le module d’élasticité longitudinal ou appelé module de Young.
o est la contrainte normale.

¢ est la déformation longitudinale.

5.3.2. Cas plan de contraintes : plan : (1, 2)
2
A

03
ATTATTA
<« —> 1
<« > >
<« —>
IV e
v v

Figure 5.1. Contraintes planes

L’expérience montre que, sous I’action de la contrainte principale g, (traction), I’élément
s’allonge suivant la direction principale 1 et se raccourcie selon la direction principale 2. De
maniére analogue, I’application de la contrainte principale o, (traction) produit un allongement
suivant la direction principale 2 et se raccourcie selon la direction principale 1.

Par superposition des deux effets, les déformations selon les deux directions principales
s’écrivent :

1

£ =%—v%=g(al—vaz) (5.5)
1

& =%—v%=g(az —Vvo;) (5.6)

Ou v est le coefficient de Poisson.

Inversement, les contraintes principales peuvent s’écrire comme suit :

_E

0 =T (&1 +vey) (5.7)
E
0y =T (&5 +vep) (5.8)
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Remarque :

L’expérience montre qu’il n’y a pas de variation angulaire, donc aucun glissement, ce qui
traduit le caractére isotrope du matériau. De plus, les dilatations &, et &, ont les mémes

directions que les contraintes g, et g,.

5.3.3. Cas tridimensionnel

Par un raisonnement analogue fondé sur la décomposition des actions et le principe de

superpositions, on aboutit aux relations suivante :

|{51 = %[01 —v(0z + 03)]

1
&=z [0 — V(01 + 03)]

1
€ =4 [o3 —v(0y + 07)]

Inversement, les contraintes s’expriment en fonction des déformations :

!fﬂ m [(1 =v)e; +v(e, + €3)]

0y = — [(1=v)ey +v(eg + &5)]

(1+v)(1 2v)
k 3 = (1+v)(1 -~ ————[(1 —v)ez +v(e; + &)]

5.4. Etat de cisaillement Pur : Module de glissement

(5.9)

(5.10)

Considérons un état plan de contraintes correspondant a un cas particulier de cisaillement pur.
Celui-ci peut s’exprimer, dans une premiere base, par la matrice des contraintes suivantes :

le(M)] = 011 02] [O —0

Aprés rotation des axes de 45°, le méme état de contrainte s’écrit :

o0 =[2 ol=[; §

2
2 =—0

< \4 \4 >

<« — > Ar? “pr
< NI B

A A7

Tt
Avant déformation de I’élément ABCD Déformée de I’élément ABCD

Figure 5.2. Etat de cisaillement Pur

A partir de la déformée de I’élément ABCD, on constate que :
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- Les longueurs des c6tés de I’élément restent inchangés : AB = BC = CD = DA, cela indique

I’absence de la déformation normale, et par conséquent I’absence de la contraintes normales.

- La diagonale AC s’allonge tandis que la diagonale BD se raccourcit d’une méme quantité (le

matériau étant homogene). Ainsi seuls les angles droits de I’élément sont modifiés. Le

cisaillement pur donc se traduit par une variation angulaire, c’est-a-dire par un glissement,
sans changement de longueur des c6tés.

9a

N =
I
™M
[N

Figure 5.3. Diagramme circulaire

5.4.1. Relation entre cisaillement et module de glissement

D’apres le diagramme circulaire des déformations, nous avons :

y
& ==
175

Aussi, d’apres la loi de Hooke en contraintes planes :

& =%(0x—vay) =%(a+va)

Dans le cas de cisaillement pure, on obtient :

1 1+v
g=E(1+vr)=T T
D’ou :

_ E
Toa+wn?!
Posons :

_E

T 2(1+v)

On obtient alors la loi de cisaillement :
1
T=Gyouy= o7
Avec G est le module de cisaillement (ou module de glissement).

Remarque :

Les contraintes tangentielles produisent uniqguement des déformations angulaires (glissements),
sans variation de volume ni dilatation.
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5.5. Loi de Hooke dans le cas d’un matériau élastique linéaire et isotrope
5.4.1. Cas de I’état plan de contraintes

L’état plan de contrainte correspond au situations dans lesquelles I’épaisseur de la structure est
faible devant ses dimensions dans le plan. Ce cas se rencontre notamment dans les plaques
minces, les toles et les coques minces.

Dans ces conditions, les contraintes perpendiculaires au plan de la structure peuvent étre
considérées comme négligeable (033, 023,013 = 0).

La loi de comportement s’écrit sous la forme matricielle suivante :

011 L v 0 €11
E
{o} = [D]{s}@{022}= =" b 2, {622} (5.12)
012 0 0 > V12
Inversement :
€11 . 1 —v 0 011
e} =[CHo} o822 =—|-v 1 0 [{022 (5.13)
€12 0 0 1+vi\T12
Avec les relation complémentaires suivante :
£33 = — %(011 +0y,) = — 1i—v(fn +&57) ety = &3 =10 (5.14)

5.4.2. Cas de I’état plan de déformations

L’état plan de déformation apparait lorsque la structure est trés longue dans une direction, de
sorte que les déformations suivant cette direction peuvent étre considérées comme négligeables
ou nulle (&33, £23, €13 = 0). Ce type de situation se rencontre notamment dans les barrages, les
tunnels et certaines structures géotechniques de grande longueur, pour lesquelles les variations
mécaniques selon la direction longitudinale sont faibles.

Dans ces conditions, la loi de comportement s’écrit sous la forme matricielle suivante :

€11 . 1 —v 0 011
e} =[CHo} &yt =2|—v 1 0 [{022 (5.15)
V12 0 0 1+vi\T12
Tenant compte de la condition €55 = 0, la relation (5.14) peut s’écrire sous la forme :
€11 Liv 1-v —=v 0](%11
€2(=—| —v 1-v 0|19 (5.16)
V12 0 0 11\T12
Inversement :
011 . 1—v . v 8 €11
— — v -V
{0} =[Dl{e} = {022} = T o {622} (5.17)
012 0 0 Y12
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Avec : 55 = 0 cela implique I’existence d’une contrainte normale hors plan.

VE

m(gn + £53) et 033 = 013 = 0.

033 = V(011 + 032) =
5.4.3. Loi de Hooke en élasticité linéaire isotrope tridimensionnel

En élasticité linéaire, on suppose que les déformations sont faibles et que les contraintes sont
proportionnelles aux déformations. Cette relation constitue la loi de Hooke, qui décrit le
comportement mécanique des matériaux élastiques.

Dans le cas d’un matériau homogeéne, isotrope et linéaire, les propriétés mécaniques sont
identiques dans toutes les directions. Par consequent, la relation entre contraintes et
déformations peut étre exprimée a I’aide des deux constantes indépendantes seulement : le
module de Young E et le coefficient de Poisson v (ou bien les constantes de Lamé A et G).

De maniére similaire au cas bidimensionnel (2D), on aboutit dans le cas général tridimensionnel
(3D) les relations suivantes :
( _1
€11 = ¢ [o11 — v(022 + 033)]
1
€22 =7 [022 — V(011 + 033)]

1
€33 = ¢ [033 — V(011 + 022)]

1 (5.18)
V12=ET12
1
V23=ET23
1
0/13:ET13
Ou bien, sous la forme matricielle :
(= X -2 0 0 0]
E E E
(B =3 5 —F 0 0 0| m
| €22 | v v o1 022
&3\ | r " E E 0 0 0o,
= 1 T (5.19)
V12 0 0 0 = 0 offjfe
Y23 G 1 T23
v [0 0 0 0 2 o|lg,
o 0 0 0 0 =
| G_

Cette équation peut s’écrit couramment sous la forme suivante :
{e} = [C{o}

En tenant compte de la relation entre les paramétres élastique du matériau (G = £

2(1+v)

),

I’équation (5.19) peut s’écrit sous la forme :
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11 r1T —-v =V 0 0 0 71,011
Eoo -V 1 el V4 0 0 0 (0-22]
€33 1 -V -V 1 0 0 0 033
va(=E0 0 0 201+v) 0 0 o (5.20)
LyBJ 0 0 0 0 2(1+v) 0 T3
Y13 L0 0 0 0 0 2(1+v) 113)
Ou bien sous la forme inverse :
{o} = [D]{e}
(011\ A+ 2G v % 0 0 0 (511
rzzL v A+26 v 0 0 Of|é&2|
033 _ v v A+2G 0 0 O0])¢€s3
ozl | o0 0 0 G 0 0 ihz } (5.21)
023 0 0 0 0 G O 723)
013 L0 0 0 0 0 G4\

VE

———est la constante de Lamé
1+v)(1-2v)

Avec: A=
Sous forme indicielle les relations (5.20) et (5.21) s’écrivent respectivement :
&j = %[(1 +v)o;j — vapp&j] (5.22)
0;j = 2Gg;j + Ay, by (5.23)
Avec g;; = %yij pour les distorsions (i.e i # j).
Par introduction des invariants volumique (contrainte et déformation volumique) :
Posons : g11 + 05, + 033 =0 €t g1 + €55 + 633 =¢€
De la premiére équation de la physique, nous avons : gy, = E€;; + V(0,3 + 033)
Alors: g1 = Egq1 +v(0,, + 033) + vay; — Vo = Egyq + V0 —voy,
Donc:
(011 = ﬁ (Egqq +v0)
{ 022 = = (E£z2 + v0) (5.20)
033 = % (Eezz +v0)
On additionne les trois equations de (5.19) :
6 = % (Ee + 3v0) (5.21)
Isolement de 6 :
En multipliant I’équation (5.20) par (1 + v):
0(1+v)=(Ee+ 3v0)

Donc :
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E
0= e (5.22)
On remplace 6 par sa valeur dans I’équation (5.19), on trouve :
E VE
J(U“ Rt 1+v)(1—2v) ¢
VvE
Oyp = ESZZ me (523)
| _ L + VE
k033 T I B T Thya-m ©
En introduisant les coefficients de Lamé :
VE E
T @a+v)(1-2v) etpary =G = 2(1+v)
On obtient :
(0-11 = Ae + 26811
022 = Ae + 26822
033 = Ae + 26833
5.24
T12 = GY12 ( )
Ty = (Y23
\T13 = GV¥13
De plus, en sommant les contraintes normales :
011 + 055 + 033 = 31e + 2Ge = (31 + 2G)e = 3Ke
Ou:
K = 31+26G (5.25)

3

Le module K est appelé module d’expansion volumique (raideur volumique) qui caractérise la
variation de volume du corps.

Plus K est élevé, plus le matériau est difficilement compressible, pour une pression donnée, la
diminution de volume est d’autant plus faible.

En remplace A et G, on obtient :

K=———=1+p (5.26)

T 3(1-2v)

Le module de Young E et coefficient de Poisson v sont liés aux coefficients de Lamé par :

E= u(3A+2u)
o A+u o 2(A+u)

(5.27)

Conclusion :

- Dans le comportement élastique linéaire isotrope, les cisaillements et les déformations
volumique (élongations ou contraction) sont entierement decouplés, c’est-a-dire, les
contraintes tangentielles ne produisent que des variations angulaires, tandis que les
contraintes normales sont responsables des variations de volume.
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- Ce découplage n’existe pas dans les matériaux anisotropes (tels que les matériaux
composites), ou les effets peuvent étres couplés selon les directions privilégiées du matériau.

- Le comportement mécanique d’un matériau isotrope est caractérisé que par deux parametres
scalaires : le module de Young E et le coefficient de Poisson v ou les deux coefficients de
Lamé A et p.

- Pour un matériau isotrope soumis a I’élasticité linéaire, le coefficient de Poisson vérifie :
0 <v < 0.5, lalimite v — 0.5 correspond au cas d’un matériau incompressible.

En notation indicielle :

1+v v 1 A

&ij = 5 0ij — 5861 = 320 — 57506 (5.28)
A

O-ij = Z[JSU + /19617 = ZM(SU + Ee&j) (529)
ii E

i = %(1 - ZV) et i = m&'ii (530)

5.5. Influence de la température : thermo-élasticité (dilatation thermique)

Sous I’effet d’une variation de la température, les éléments constitutifs d’un corps se dilatent.
Soit un élément de volume dV, isolé et soumis uniquement a une variation uniforme de
température : AT =T; —T;.

Il apparait une déformation thermique pure, sans contraintes mécaniques associées.
€11 = &2 = €33 = aAT et Y15 =yV3 =V13 =0

Ou «a est le coefficient de dilatation thermique du matériau.

En notation tensorielle, on peut écrire :

g;j = alT 6;;

Si I’élement est soumis simultanément a des contraintes extérieures mécaniques et a une
variation de température, la déformation totale résulte de la superposition des déformation
mécaniques et thermiques est donnée par :

1

(€11 = z [011 — V(022 + 033)] + aAT
1

€2 =3 [022 — V(011 + 033)] + AT
1

€33 = ¢ [o33 — V(011 + 022)] + @AT

1 (5.31)

Viz2 = 112

1
=-7
V23 = 123

1
==7
\Y13 = ;T13
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5.6. Energie de déformation élastique: energie potentielle élastique

Le travail effectué par des charges appliquées progressivement a un corps élastique est
transformé, sous I’action des contraintes normales et tangentielles. Ce travail interne est appelé
énergie de déformation élastique.

On définit la densité de I’énergie de déformation comme I’énergie interne emmagasinée dans
le matériau par unité de volume. Elle represente la quantité d’énergie stockée localement en
chaque point du solide du fait de sa déformation.

5.6.1. Densité d’énergie associée aux contraintes normales

Evaluons le travail des forces de surface appliquées aux faces du parallélépipede soumis a des
contraintes normales (figure 5.4).

Oy Oy : Ox
: T — S
| S ¥ | -
/ | dy
o,
z |<—>|dx <—>|6x
(a) (b)

Figure 5.4. Densité d'énergie pour contraintes normales

Considérons, dans un premier temps, que seule la contrainte normale o, est non nulle (g, # 0).
Dans le domaine élastique, lorsque la force appliquée graduellement sur la facette de normale
X , passe de zéro a la valeur o, dydz, le déplacement de cette facette varie proportionnellement
a la contrainte et passe de zéro a valeur §, = €,dx.

Le travail élémentaire associé a la direction X est alors :

dT, = S0y dydz. £,dx = S 0,,dV

Ou dV = dxdydz est le volume de I’élément considéré.

En raisonnant de maniére analogue dans les directions y et Z, on obtient :
1 1
dTy = EO'ySy dV est dTZ = EO-ZSZ av.

L’énergie potentielle associée aux contraintes normales est :

dE, = %(axex + oy&y, + azez)dV (5.32)
La densité d’énergie est :
dE; 1
- =3 (oxex + 0yey + 0,8,) (5.33)
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5.6.2. Densité d’énergie associée aux contraintes tangentielles

Considerons dans un premier temps, que seule contrainte de cisaillement 7., # 0

Dans le domaine élastique, lorsque la force appliquée sur la facette perpendiculaire a I’axe X
passe de zéro a 7,,dydz. Le déplacement de cette facette évolue proportionnellement a la

contrainte et passe de z€ro a 8, = yy, dx.

dZ Txy g
s
" !
|
e 5 5y
d, >~

Yxy

Figure 5.5. Densité d’énergie pour contraintes tangentielles

Le travail élémentaire correspondant est :

1 1
dTTxy = Erxydydz. Yaydx = ETnyxde

Ou dV = dxdydz est le volume de I’élément considéré.

En raisonnant de maniéere analogue pour les deux autres composantes de cisaillement, on
obtient :

1
= EszszdV

Txz

1
dTTyZ = ETszyde et dT.
L’énergie de de déformation associée aux contraintes tangentielles est donc :

1
dE; = 2 (Txyyxy + TyzVyz t Tz Vxz)AV (5.34)

La densité d’énergie correspondant est :

dE; 1
vz (Txy)/xy + Ty Yy, + Txz¥xz) (5.35)

5.6.3. Densité d’énergie associée a un état général de contraintes

Pour un matériau élastique linéaire, la densité d’énergie associée a un état général de contraintes
est la somme des contributions normales et tangentielles :

__dE, | dE;

1
Eg=—2+—r=~ (0xex + 0y + 0,6, + TayVay + TyzVyz + TazVaz) (5.36)

En appliquant la loi de Hooke, la densité de I’énergie s’écrit :
1 v 1
Ey = = (af + af + UZZ) - E(O'xO'y + 0,0, + axaz) + z(fzzcy + szlz + ng) (5.37)

L’énergie totale de déformation emmagasinée dans un volume V est :
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Eo = [, EodV en (N.%) ou en (#) (5.38)
5.6.4. Application

Calculer I’énergie de déformation emmagasinée dans une barre de section transversale A, de
longueur L et de module de Young E, soumise a son extrémité a une force axiale N.

Réponse

Si on suppose que la barre est rattachée a un repere Oxyz avec I’axe de la barre est x, les
. N
contraintes dans la barre sont : g, = S elOy =0, =Ty =Ty = Ty; = 0.

Densité d’énergie de déformation (Equation 5.36) :

1, 1

_ 1 Ny2
Eo = 250% T ZE(A)

Energie emmagasinée dans la barre (Equation 5.37) :

1 N 1 N
EO == fV EO dV == E(Z)de - E(Z)ZAL

D’ou :
_14

= N2
2E L

Eo
5.6.5. Décomposition de la densité de I’énergie de déformation

La densité de I’énergie de déformation d’un matériau élastique isotrope peut étre décomposée
en deux parties :

- Une énergie de variation de volume ;
- Une énergie de distorsion.

Ao 0. A
v T m Oy— Oy
A Uy A ey
Ty ZAK _ Ty B
> = e + >
Oy Om Oy — O,
— —

gy a [y
Oz Om 0, — O

(@) () (©)

Figure 5.6. Décomposition de I’énergie de déformation

La variation relative de volume de I’élément élémentaire soumis a un état de contraintes (Figure
5.6.a) est :

&y = %V =& te tg, (5.39)

72



Chapitre 5 Relations entre les contraintes et les déformations

D’apreés la loi de Hooke :

0 (5.40)

DoNC: &, + &, + &, = — (0x + 0 + 0)

&y = i (0x + 0, + 0,) (5.41)

Considérons I’etat de contraintes sphérique (Figure 5.6.b), la variation de volume est donnée
par :

3(1-2v 1
&y = (E )O'm avecam=§(ax+ay+az)

Donc :

1-2v

&y = (ox + 0y + 0,) (5.42)

A partir des équation (5.40) et (5.41) qui sont identiques, on déduit que, dans I’état de
contraintes (Figure 5.6.c), il ne se produit aucune variation de volume. Cet état de contrainte
est dit déviateur. Ainsi, on définit I’énergie de déformation comme étant la somme des deux
énergies : energie de variation de volume et énergie de distorsion.

Energie de variation de volume :

6E

1 1
(Eoly = EO'm(Sx teyte)= E(O'x +oyto)(extet+e)= (ox + 0, + 0,)?

Energie de distorsion :
(Eo)v = Eo — (Eo)y
1 1
= ﬁ (Gf + af + JZZ) (O‘xO'y + 0y0, + axaz) + — °C (Txy + Tyz + sz)

1-2v
6E

(62 + 62 + 67 + 20,0, + 20,0, + 20,0,)

1
(Eg)y = il [(O’x ay) + (ay O'Z) + (0, — 0y)? ] +— 0 (T,ch +15,+ sz)

5.7. Exercice d’application

Pour une barre de d = 20mm de diamétre faisant partie d’une machine, il est nécessaire de
maintenir la section transversale constante. Si la barre est soumise a une variation de
température de 200°C, quel est I’effort de traction nécessaire pour maintenir la section
transversale constante ?.

On donne : Le coefficient de dilatation thermique @ = 11.7 x 1076°C, le coefficient de
Poisson v = 0.25 et le module de Young E = 200 GPa.

Réponse :

Supposons que la barre est rattachée a une repére Oxyz avec I’axe de la barre est x.
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Maintenir le diamétre de la barre constant, c’est imposer la condition :
gy = 0 oubiene, =0 (a)
A partir de I’équation (5.30) :

1

&y =2 [ay —v(oy + O'Z)] + aAT (b)

La barre étant soumise a un effort de traction seul, alors :

Oy =—,0y =0, = 0 (c)
Avec A = m.d? /4 est la section de la barre.
Substituons ces contraintes dans I’expression (c) et tenons compte de la condition (a) on obtient:
—2Y raAT =0

E A

D’ou :

AE.aAT _ m.d?E.aAT
v 4v

N =

Application numeérique :

x(20)%2x200%103x11,7X1076%200
4X0,25

N =

= 588106,14N = 588,1 kN
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Exercices

Exercice 1 :

Soit un point d’un corps en acier de modules de déformation E = 200GPa et G = 80GPa.
1. Déterminer I’état de déformation en ce point, si I’état de contrainte est donné par le tenseur :

20 -4 5

[o] = [—4 0 10

5 10 15

2. Déterminer I’état de contrainte auquel est soumis le point si I’état de déformation est donné

MPa

2 1 0
par letenseur: [s] = |1 3 4].107*
0 4 0

Exercice 2 :

Une barre de diamétre initial 60mm est soumise a une compression axiale par une force de
200kN. Déterminer le diametre de la barre aprés déformation.

Ondonne E = 85GPaetv =0,3.

Exercice 3 :

Une boule en acier immergée dans I’eau a une profondeur de 100m, le diamétre de cette boule
d = 20cm, le module d’élasticité E = 2 x 10* KN /cm?, le coefficient de poisson v = 0.25 et
la masse volumique de I’acier p = 7800 kg/m3. v

Calculer la variation de volume de la boule.

100m

O Boule en acier

Un cas de déformations planes se définit comme un cas ou le déplacement suivant une direction

Exercice 4 :

est empéché, les déformations ne peuvent se produire ainsi que dans le plan orthogonal. Si z est

la direction suivant laquelle le déplacement est bloqué on peut écrire : &, = ¥y, = 5, = 0.

SZ O-Z
Dans ce cas les relations o — & s’écrivent sous la forme matricielle : { €y } = [C] {Gy }
ny Txy
1. Déterminer la matrice [C].
2. Que serait la matrice [C] s’il s’agit d’un état de contraintes plan c’est-a-dire g, = 7,,, =

Ty, = 0.
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Exercice 5 :

Une plaque de hauteur h et de faible épaisseur a, = 10 cm devant une longueur [, = 243 cm,
est confinée entre deux solides infiniment rigides et soumise a une pression uniforme P tel que
montré sur la figure suivante.

A X2
| AX2
LLLLLLL LI LY L LI L2022 27 X3 LALL
P R > EE 9 < Ih
777777 7777777777777 P ST77

Lo |‘a‘$|

<
<«

=

Quelles sont les composantes nulles des tenseurs des contraintes et des déformations.

2. Si on suppose que le matériau de la plaque est élastique et isotrope avec un module
d’élasticité E et un coefficient de Poisson v, déterminer en fonction de P, E et v les
composantes non nulles des deux tenseurs.

3. Si E =150 Mpa etv = 0,36 ; calculer la pression nécessaire pour réduire la longueur de la

plague a l = 200 cm.

Exercice 6 :

Pour mesurer le tassement du sol sous des fondations de grande longueur (= 100 m), on place
un échantillon (sol) dans une enceinte infiniment rigide (K) de forme cylindrique.
A I’aide d’un piston J, on exerce une force P provoquant un enfoncement (déplacement) &35 du

piston. )
Calculer la compressibilité cedométrique (p/e33), J
si le sol a pour caractéristiques : E = 20 N/mm?etv = 0,3. l ‘
K
Sol
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Chapitre 6. Formulation classique des problémes en élasticité
linéaire

6.1. Introduction

L’objet de ce chapitre est de présenter les méthodes de formulation et éventuellement les
méthodes de résolution de quelques problémes de I’élasticité linéaire. La formulation d’un
probléme consiste a établir les équations mathématiques permettant d’écrire le comportement
mécanique d’un corps solide déformable soumis a des charges extérieures.

Dans le cas de I’élasticité linéaire, les grandeurs inconnues sont :

- Les déplacements u; (x4, x5, x3),
- Les déplacements a; (x4, x5, X3),
- Les déplacements o;(xq, x5, x3),

Ces champs dépendent des coordonnées spatiales et décrivent respectivement le mouvement
des points du solide, les efforts internes qui s’y développent et les variations géometriques
résultant de la déformation. La formulation compléte d’un probleme d’élasticité repose sur
I’établissement des équations d’équilibres, des relations cinématiques entre déplacements et
déformations ainsi que des lois de comportement reliant contraintes et déformation, le tout
complété par les conditions aux limites appropriées.

6.2. Bilan des equations fondamentales et des grandeurs inconnues

Dans le cas géneral d’un état tridimensionnel, les inconnus du probleme d’élasticité linéaire
sont :

- Les six (06) composantes du tenseur de contrainte o;;;
- Les six (06) composantes du tenseur de déformations &;;;
- Les trois (03) composantes du vecteur déplacement u; (et éventuellement les trois rotations).

Soit un probléme qui comportent quinze (15) inconnus (sans tenir compte les rotations).
Concernant les équations veérifiées dans un volume V, nous avons :
- Trois (03) equations d’équilibre o;; + f; = 0;
- Six (06) équations de compatibilités géométriques déformations — déplacement donnée par
1
&ij = E(ui,jruj,i);
- Six (06) équations de comportement contraintes — déformation et éventuellement trois
équations des composantes du rotationnel de déplacement.

. 1
0 = ZGSU + Agppé‘ij ou Inversement &j = z [(1 + V)O'l'j — Vo-ppaij]
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6.3. Conditions aux limites

L’intégration des équations différentielles gouvernant le probleme d’élasticité conduit a des
solutions sous forme de fonctions contenant des constantes d’intégration. La détermination de
ces constantes nécessite I’introduction des conditions aux limites qui traduisent les contraintes
et les déplacements imposés sur la frontiere du domaine étudie.

On distingue deux types de conditions aux limites :

- Conditions de type contrainte :
Sur une frontiere ou une portion de frontiére A;, les vecteurs contraintes t; sont imposeés, il est
ainsi possible d’écrire des équations de la forme :
aijnj = ti (61)
Ou
n; designe les composantes du vecteur normal unitaire a la surface considérée ;

t; le vecteur de la traction appliqué sur cette frontiere.

- Conditions de type déplacement :
Sur une frontiére ou une portion de frontiére A;;, les déplacements sont imposés. Ainsi, en
tout point de cette frontiere on peut écrire :

U=y (6.2)

Avec u; étant le déplacement donné.

6.3.1. Application
Considérons la barre représentée sur la figure suivante, encastrée d’un bout et soumise de I’autre
bout a une contrainte de traction g, la surface latérale de barre est libre.

Ay

Encastrement

|
\m » i > x
Z/ 3

Figure 6.1. Conditions aux limites
Les conditions aux frontiéres du probleme s’écrivent :

-SUr Ay ity =opett, =t, =0
-SUrAg ity =t,=t, =0
-SUrdy:ty=t,=t, =0
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6.4. Principe de Saint-Venant

Si une distribution de forces agissante sur une portion de la surface d’un corps est substituée
par une autre distribution de forces agissante sur la méme portion de surface, alors les effets des
deux distributions sur les parties du corps suffisamment éloignées de la région d’application
des forces, sont les mémes a condition que les deux distributions de forces soient statiquement
équivalentes (ont les mémes résultantes et les mémes moments resultants).

6.4. Principe d’unicité

Dans I’étude des problémes d’élasticité linéaire, une question fondamentale consiste a savoir si
les équations gouvernant le comportement d’un solide déformable possedent une seule solution
ou plusieurs solutions possibles.

On admet sans démonstration le postulat due a Kirchhoff (1859) selon lequel : "la solution d’un
probleme statique d’élasticité est unique, a condition que les propriétés du matériau, les forces
appliquees et les conditions aux limites soient complétement définies™.

6.4. Approches de formulation des problemes d’élasticité

En fonction des inconnus en termes desquels les équations du probléme sont écrites, il existe
deux approches différentes, notamment I’approche déplacements conduisant aux équations de
Lamé et I’approche contraintes conduisant aux equation de Beltrami.

6.4.1. Approche en déplacement ou solution de Lamé

Cette approche consiste a choisir le champ de déplacement comme inconnu principale. Ceci
revient a éliminer les inconnus de contraintes et de déformations en partant des équations
d’équilibre et des lois de comportement. Soit :

La premiére équation d’équilibre :

60'11 60'12 60'13

) + oms + oxs +£=0 (6.3)
La premiére équation de loi de comportement :
1
€11 = ¢ [o11 — V(022 + 033)] (6.4)
Réciproquement :
E E [0
all:mligll-}_l—vje]:m a_:+1_1/je:|;e:€11+€22+833 (65)
doy,  E [0%u L de
dx; 1+v|ox?2  1-2vax,
D’autre part :
1 2(1+v)
Vi2 = ;012 = = 012 (6.6)
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E (6u1 6u2>

=0} =
272014+ v)\ox,  ax,
— 60'12 _ E (azul azuz )
dx;  2(1+v) \ 9x2 0x10%x,

De méme :

60'13 — E (azul + 62u3 ) (67)

0x3 2(1+v) \ 0x3 ~ 9x10x3

Alors, I’équation d’équilibre devient :

E 0%u 2v  de E 0%u 0%u E 0%u 0%u
(222+ 222+ (SR +2)+ (CR+-s)+fa=0
2(1+v) 0x7 1-2v 0xq 2(1+v) \ 0x5 0x10x, 2(1+v) \ 0x5 0x10x3

62u1 azul) 2v  de 0 (6u1 ou, . dus
1-2v 0xq x4

2(1+v) [( ax3 6x§ dx2 6_x1 + 6_ + 0x3 )] tfH=0
2v Ode

[ - - — — 2
2(1+v)[ 1 1- 2v6x1+6x1(e)]+f1 _O:G[V ul

1
1- 2v6x1] fi=0

En opérant de la méme facon avec les deux autres équations d’équilibre, on aboutit aux trois
équations différentielles appelées équations de Lamé :
1
G |V +ﬁa_] +f=0 (1)
G [v2 U +L—] +£=0 (2 (6.8)

1-2v dx
1
LG [V2u3 +ﬁa—] +f3=0 (3)

Prenons : O} + 9@ + 9B

dax X1 axl Oxl

=G|V (SR+ T2 422) 4 (&#’ +—)]+%+aﬁ+aﬁ=o

dx; 0x, Oxs3 1-2v \9x? = 9x% = 9x2 0x, Ox,  Ox3

= G|V2e+ Ve[ + 2L+ 224 2= g

axz ax3

Si f1, f2, f3 sont nulles ou constantes, ce qui est souvant le cas des problémes pratiques, alors il
faut que : V2e = 0 = e est harmonique.

Prenons (1):

Vi= V2V2u, + ﬁavze = 0 = u, est bih — armonique (de méme pour u, et us).
1

Org = —L—e - v29 = —2_v2e - @ est harmonique
1-2v 1-2v
V2(011 + 055 + 033) = 0 Equation de Maurice-Levy (6.9)

6.4.2. Approche en contraintes ou solution de Beltrami

Cette approche consiste a choisir le champ de contraintes comme inconnu principale. Ceci
revient a éliminer la déformation et le déplacement des équations en partant des équations
d’équilibre et des conditions de compatibilités. Soit :
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{6011 + 901, + 6013 +f1 =0 (1)

axl axz
60'12 6022 60'23 _
{I o 2m L 30 420 (2) (6.10)
60'13 60'32 60'33
ox. Tox, Tax, T30 3)
01) | 0@2) %0y, | doip | o1z | Ofy | 0%01p | 0%0y; | Ooa | Ofy _
Prenons : 9xq + x5 - dx2 0x10xy = 0x10x3  O0x1  0x10x) dx2 dxy0x3 = O0xy 0
az(712 62011 62022 0 (0013 00,3 ofr  0f;
- : ( + ) +-—+=——"=0
axlaxZ axl axz a.X3 axl axz axl axZ
62<712 52011 52022 0033 ofr  0f;
2 + 2 ( f3 ) + + =0
0x,0x,  0xj 0x5 6x3 x5 dx, 0Ox,

0%0;, _62033 0fs 00y 0°0y af1_af2

axlaxz N ax% aX3 ax% B ax% B axl axz
0%y1, 9%epy | 0%y
D’autre part, la premiére équation de compatibilité est : = — >
0x 1axz axl axz
1 1
AVGC 811 - E [0-11 - V(O-ZZ + 033)] + V0'11 - V0'11 - E [(1 + V)O-ll - VG]
2(1+v)
€2 = [(1 +v)o,, —vO] ety = 012

)z . 2014v) 020y, ﬂ(azazz 62011) __(aze 62_9)
Nous remplagons dans I’équation : 5 o= F Va2 T oz o T oz

0%0;,  0%0,, | 0%0y4 v 629+629
dx,0x, 0x} = dx; 1+v\dx}? 0xd

Par comparaison des deux valeurs :

6 022 + 6 0'11 620'33 v (62 62_9) 620'11 620'22 _ % % % — O
ox? ox2 dx32 1+v \9x? = 9x3 ox? 9x3  dx3  Ox;  Oxy

(6 011+a 011)+(52022+52022_62033)_L(62_9+62_9+52 )-I-afl-l— of, %20.
ax2 dx3 ox? ox2 dx3 14v \9x? =~ 9xZ = oxZ  9xZ dxq  O0x; Ox3 !
629 6 a2 a2
avec —— = 6051 + aaiz + =232 | "équation s"écrit
3

92%6 d a d
——— (VZH——)-I—L-I—E—&:
0x3 1+v dx3 dx1  Oxp  Ox3

2 2 a a a
V20, + V2ay, + Vog; — Vo — 2o — = (V2o - S2) 42004 22 I o

Vio,, + V0, —

axz  1+v dx2 dx; 0xp Ox3
2 2
2 _5_9_L(2 _5_9)_ 2 Ofy s s _
Ve ax2  1+v dx2 Vioss + 0x1 + dxp;  0Ox3 0

2
L(vze—"—‘i)_vzg33 Vs sy
3

L(VZQ_aZ_B)_VZO.n:%_%_% (5)

1+v dx2

81



Chapitre 6

Formulation classique des problémes en élasticité linéaire

1+v

L (720~ 22) vy, = L

4 + (5)+ (6) > V20 = —gdivﬁ ©)

On remplace (7) dans (4) on trouve :

1+v\ 1+v dx3

(1 +v)V2033 + g

af,

el

— ivF —— | — V2 = 3 _ 1_
< dlv ) 033 a 3 a )

=—(1+ )[Zaf3 +—dwF]

axz

(8)

On exploite les autres équations de compatibilité, on obtient d’autres équations différentielles :

(1+v)v2011+‘;i——(1+ v [25 f1+ Y divF|

(1 +v)V20,, +‘;i = (1 +v) [252 + 1 divF]

5 20 o1, O
(1 +v)Vi0y, + 5 o 1+v) ( axl)

2 62_9 — of3 afz
(1 +v)V%0,5 + Sraom, 1+ )( ax3)

: %0 _ oy | s
(1 +v)Vi0y3 + 5 T 1+v) ( axl)

©)
(10)
(11)
(12)

(13)

Ce sont les six équations de Beltrami sous forme explicite et qui exprime la compatibilité des
contraintes. Si les forces de volume sont nulles ou constantes (cas pratique), ces équations

seront :

Sous écriture indicielle :

6

((1+v)V20,, + g =0

(1 + V)VZO-ZZ Z Z = 0

(1 +v)V2a5; + z Z =0
(1 +v)V20,;, + oo _ ¢4D

v 0-12 6x16x2 -

2 220 _

(14+v)V40,; + o

2 2?6 _

(1 +v)Vi0y3 + Sxiomn 0

(1 + V)O-ij,kk + Umm,ij =0 (612)
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