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Chapitre 1

Géomeétrie affine

1.1 Espaces affines

1.2 Barycentres

1.3 Sous espaces affines
1.4 Repere cartésien

1.5 Repere affine



1.6 Applications Affines

Définition 1.6.1 Soient &, & deux espaces affines de directions Fy et FEo res-
pectivement et f: 1 — E une application.

On dit que f est affine si il existe une application linéaire | : Ey — Ey vérifiant
VAe &, Yue Ey, f(A+u) = f(A) + (u).

[ est appelée la partie linéaire de f.

Lemme 1.6.1 Soient &, & deux espaces affines de directions Ey et Eo respecti-

vement et | : By — FEo une application linéaire. Alors [ : £ — &5 est une applica-
.

tion affine dont la partie linéaire est | si et seulement si VA, B € &, f(A)f(B) =

I(AB).
Démonstration.

(i) = 7 Supposons que f : &, — & est une application affine dont la partie linéaire

est [. Soit A, B € &, alors

— —

) = f(A) +1(AB),

=
=
I
Py
N
+
o

don f(A)f(B) = I(AB).

(ii) <=7 Supposons maintenant que YA, B € &, f(A)f(B) = [(AB). Soient A €

&1 et u € Eq, on prend B = A+ u on trouve
f(A+u) = f(B) = f(A) + f(A)f(B) = f(A) + (AB) = f(A) +l(u),

donc f est affine.



Proposition 1.6.1 Soient &, & deux espaces affines de directions Ey et Fo res-
pectivement et f 1 £ — & une application affine dont la partie linéaire est [.
Alors

1. f est injective si et seulement si | est injective.

2. f est surjective si et seulement si | est surjective.

3. f est bijective si et seulement si | est bijective et f~1 est une application

affine dont la partie linéaire est [~

Démonstration. On montre le premier cas et de la méme maniere on peut mon-
trer les deux autres cas.
1. (i) =7 Supposons que f est injective. Soient u,v € E; tel que I(u) = [(v)

et A € &, alors
f(A+u) = f(A) +1(u) = f(A) +1(v) = f(A+ ),

mais f est injective donc A +u = A+ v, d’ott u = v (car 'application
u — A+ u est bijective). Alors [ est injective.

(ii) <7 Supposons que [ est injective. Soit A, B € &; tel que f(A) = f(B).
On a

—

f(B) = f(A+AB) = f(A) + (AB),

—_— —
donc I(AB) = 0g, = l(0g,). Mais [ est injective donc AB = op,, d’ou

A = B, c’est-a-dire f est injective.



Définition 1.6.2 Soient &, & deux espaces affines de directions Fy et FEo res-

pectivement et f: 1 — & une application affine.
1. f est appelée endomorphisme affine de € si & =& = €&.
2. f est appelée isomorphisme affine si [ est bijective.

3. f est appelée automorphisme affine si f est un endomorphisme affine bijectif.

Proposition 1.6.2 Soient &, & deux espaces affines de directions Ey et Fy res-

pectivement et f : £, — & une application. Soit {(A;, \;) Yo_; un systéme de points
P

pondérés de & tel que Y N # 0 et soit G le barycentre de ce systeme. Alors f

=1
est affine si et seulement si f(G) est le barycentre du systéme de points pondérés

{(f(Al>7 /\z)}le d@ 82.
Démonstration.

(i) =7 Supposon que f est affine dont la partie linéaire est [. En utilisant la

définition de G et la linéarité de [ on trouve

p p
l (ZAiG_AZ> = 3 NUGA) = [(0g,) = Op,.
=1

=1

D’apres le Lemme 1.6.1 on a I(GA;) = f(G)f(A;), donc
P
i=1

c’est-a-dire f(G) est le barycentre du systeme de points pondérés {(f(A4:), \i) Fo_q.

(ii) <7 Supposons que si G est le barycentre d’un systéme de points pondérés

quelconque {(A4;, \;)}r_; alors f(G) est le barycentre du systéme de points



pondérés {(f(A;),\:)},_, et montrons que f est affine. Soit A € &, on

considere 'application [ : Fy — Fy définie par
—_—
Vu € By, l(u) = f(A+u)f(A) = f(A+u) — f(A).

I1 est clair que si [ est linéaire alors f est affine, donc il suffit de montrer que
[ est linéaire.
. — —
Soient u,v € Ey, a,0 € Ket B,C,D € & tels que u = AB, v = AC et
—
au+ v = AD.

En utilisant la relation de Chasles on trouve
— —_— —
(1—a—-pB)AD —aDB — DC = 0p,.

Alors D est le barycentre du systeme {(A,a+ (3 —1),(B,—«a),(C,—0)},
donc f(D) est le barycentre du systeme {(f(A),a+ 8 — 1), (f(B), —a), (f(C),—0)},

c’est-a-dire

(@ + 0 =1f(D)f(A) = af(D)f(B) = Bf(D)[(C) = O,

En utilisant encore la relation de Chasles on obtient

F(D)(A) = af(B)f(A) + BF(C)f(A),

d’ou

U(cu + Bo) = al(u) + BI(v),

donc [ est linéaire.



Proposition 1.6.3 Soient &, & deux espaces affines de directions Ey et Fy res-

pectivement et f : & — & une application affine dont la partie linéaire est [.

Alors

(a) Si (1 est un sous espace affine de & de direction F, alors f(() est un sous

espace affine de & de direction [(F).
(b) Si(y est un sous espace affine de E; de direction G, alors f~1((s) est un sous
espace affine de &, de direction I7'(G).

Démonstration. (TD). =

Définition 1.6.3 Soit £ un espace affine de direction E. On appelle forme affine

toute application affine f: €& — K.

Remarque 1.6.1 Si f est une forme affine, alors sa partie linéaire est une forme

linéaire.

Proposition 1.6.4 Soit £ un espace affine de dimension finie n et de direction

E.

1. Soient k € K et f : £ — K une forme affine non constante dont la partie
linéaire est 1. Alors f~'({k}) est un hyperplan de £ de direction Ker(l), et

Uéquation f(m) = k est une équation de cet hyperplan.

2. Soit H un hyperplan de £. Alors il existe une forme affine non constante

f: & — K telle que H= f~'({0}).

3. Soit H un hyperplan de £ d’équation f(m) = 0. Alors les hyperplans pa-

ralléles a H sont ceux dont une équation f(m) =k, ou k € K.



1.7 Translation

Définition 1.7.1 Soit £ un espace affine de direction E.
On appelle dilatation de rapport o € K\ {0} toute application affine dont la partie

linéaire est aidp.

Remarque 1.7.1 De la Proposition 1.6.1 on trouve que toute dilatation est une

application affine bijective.

Proposition 1.7.1 Soient £ un espace affine de direction E, A une droite affine
de direction F et f : £ — £ une dilatation de rapport . Alors f(A) est une droite

affine paralléle a A.

Démonstration. On a f est une application affine dont la partie linéaire est aidg
donc I'image de A par f est un sous espace affine de direction aidg(F) = F, d’ou

ACAVR (A

Définition 1.7.2 Soient €& un espace affine de direction E et u € F.

On appelle translation de vecteur u toute application T, : € — & définie par

VA €E Ty(A) = A+u.

Proposition 1.7.2 Soient £ un espace affine de direction E et u € E. Alors toute

translation T, est une dilatation de rapport 1.

Démonstration. Soient A € £ et u € E. On définit 'application [ : E — E par

Vo e B, l(v) =T, (A+v) —T,(A),



donc

Yo e B, l(v) =v =1idg(v).
D’ou T, est une dilatation de rapport 1. m

Lemme 1.7.1 Soient £ un espace affine de direction E et f : E — &£ une appli-

cation affine dont la partie linéaire est | = idg. Alors f est une translation.

_—
Démonstration. Soit B € €. Posons u = Bf(B), donc VA € £

(A = f(B+B

Proposition 1.7.3 Soient £ un espace affine de direction E, u,v € E et Ty,T, :

E — & deux translations de vecteurs u et v respectivement. Alors
1. T,oT, =Tyiy,
2. TyoT,=T,0T,,

3. T, est inversible et T, ' =T_,.

Démonstration. (TD). =



1.8 Homothéties

Définition 1.8.1 Soient & un espace affine de direction E, W € & et a € K\{0, 1}
On appelle homothétie de centre W et de rapport o toute application hyq : € — €
définie par
—
VA€ &, hwaolA) =W +aWA.

Lemme 1.8.1 Soient £ un espace affine de direction E, W € £ et a« € K\ {0, 1}

Alors toute homothétie hy,, est une dilatation de rapport .

Démonstration. Soient A € £ et u € E. On définit 'application [ : E — E par
Vu € B, l(u) = hwa(A+ u) — hwa(A),

alors

() = (W+aWAW +a(W(A+u))

= (W+ am)(W +alWVA + au)
= au

= aidg(u)

D’ou hy, est une dilatation de rapport a. m

Lemme 1.8.2 Soient £ un espace affine de direction E et f : & — £ une appli-

cation affine dont la partie linéaire est | = aidg avec o € K\ {0,1}. Alors f est
—_—

une homothétie de centre W = A + ﬁAf(A) et de rapport o ot A est un point

quelconque de .



Démonstration. (TD). =

Proposition 1.8.1 Soient £ un espace affine de direction E, W1, Wy € £, aq, a9 €
K\{0,1} et hwy o, €t hw,.a, deur homothéties de centres Wy et Wy respectivement

et de rapports aq et an respectivement. Alors

(a) hwy.an © hwya, €St une homothétie de centre W = Wy + %W}WQ et de

rapport a1y St aqag # 1.

(b) Si ajas =1, alors hw, o, © hw,.a, €st une translation de vecteur

—_—
u = (Oél — 1)W1W2

1.9 Projections

Soient E un espace vectoriel et F' et G deux sous espaces vectoriels de E tels

que £F=F & G.

Définition 1.9.1 On appelle projection vectorielle sur F' dans la direction de G

Uapplication llpq : E — E définie par
Vue E,u=v4+w,veF etweG, Hpg(u) =.

Proposition 1.9.1 La projection vectorielle Ilp g est une application linéaire et

on a
1. Ker(Ilpg) = G.
2. Im(Ilpg) = F.
3. u=1Ilpg(u) ©ueF.
4. Upgollpg = llpg.

10



Démonstration. (TD). =

Définition 1.9.2 Soient £ un espace affine de direction E, & et & deuxr sous
espaces affines de £ de directions F' et G respectivement.
On appelle projection sur & dans la direction de & Uapplication Pg ¢ : € — &€
définie par

VM e &, P(M) =M avec (M +G)N& ={M'}.
Proposition 1.9.2 Soient £ un espace affine de direction E, & et & deux sous

espaces affines de € de directions F' et G respectivement. Alors

1. La projection Pe, ¢ est une application affine et sa partie linéaire est la pro-

jection vectorielle Ilpq.
2. P&,GOP&,G = Pf,‘l,G et Pgh(;(g) :51-
3. Pgl,G(M):M(:»MGSL

4. 8 f + &€ — &£ est une application affine avec f o f = f, alors f est une

projection.

Démonstration. (Exercice). m

1.10 Symétries

Soient E un espace vectoriel et F' et G deux sous espaces vectoriels de E tels

que F=F @ G.

Définition 1.10.1 On appelle symétrie vectorielle par rapport a F dans la direc-

tion de G l'application opq : E — E définie par

Vue E,u=v4+w,veF etweG, opg(u) =v—w.

11



Proposition 1.10.1 La symétrie vectorielle opc a les propriétés suivantes
1. opq est une application linéaire.
2. u=opg(u) < uekF.
3. opg(u) =—-u<uedG.
4. OpgoOopg = idg.

9. ope = llpe —llgp.
Démonstration. (TD). =

Définition 1.10.2 Soient £ un espace affine de direction E, & et € deux sous
espaces affines de € de directions F' et G respectivement.

On appelle symétrie par rapport a £ dans la direction de E 'application

Se,.q € — & définie par
_
VM € &, Sgh(;(M) =M+ QMPglyg(M),

ot Pe, ¢ est la projection affine sur £ dans la direction de &,.

Proposition 1.10.2 Soient £ un espace affine de direction E, &, et & deux sous

espaces affines de £ de directions F' et G respectivement. Alors

1. La symétrie Sg, ¢ est une application affine et sa partie linéaire est la symétrie

vectorielle op .
2. Se,. (M) est l'unique point M’ de & tel que Pe, (M) est le milieu de [M M.
3. Sghg o) S&,G = idg.

4. Sgh(;(M) =M<E MeE.

12



5 81 f : & — & est une application affine avec f o f = ide, alors f est une

symétrie.

Démonstration. (TD). =

13



