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CHV Systemes a plusieurs degrés de liberté.

Soit un portique a trois(3) niveaux. En tenant compte des conditions suivantes, le
nombre de degrés de libertés peut étre réduit a 3ddl.

¢ |a masse totale est concentrée au niveau des étages.

e Les poutres sont infiniment rigides par rapport aux poteaux.

e la déformation de la structure est indépendante des forces axiales dans les
poteaux :
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5.1 Formulation de la matrice de rigidité :

Le portique peut étre représenté par un systéme masse-ressort.
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Fig.5.2 modele masse-ressort

Le diagramme du corps libre, qui montre les forces agissant sur chaque
masse .
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. Forcesd’inerties: Fy=m; X; Fa=myX; Fiz=m; X3

o Forces élastiques : F.i=kyX;  Fo=ka (X2-X1)  Fra=Ks(xs-X2)

En utilisant le principe de D’Alembert, les équations de mouvement sont:
IF/x=0

my Ky+kiXg-Ka(X2-x1)-F4(t)=0 (1a)

mz X; +ka(xz2-X1)-k3(x3-xz)- F2(t)=0 (1b)

M3K3+ks(X3-Xxz)-F3(t)=0 (1c)
En réarrangeant, on obtient les équations suivantes:

m, X, +(k +K;) X1-Kox=F4(t) (2a)
mio-koxy+H{Ka+ks) Xo-kaxs= F(t) (2b)
mia-kaxo+ksxs=Fs(t)  (2c)

Sous forme matricielle :

m; O 0 7(xy ky+ k; -k, 0 X1 F,
[ 0 m 0 [:z] +| k2 katks "k:;] [xz} = [Fz} 3
0 0 mgy X3 0 —k- k3 X3 F3

= [M]{i} + [K]{x}={F(©)} (4)

m; O 0
avec, [M] = [ 0 m O ] matrice de masse.
0 0 my

ki+k, —k; 0
—k; k;+ k3 —k3] matrice de rigidité.
0 -k ks

[K]=




X1 X1 Fy(t)
{x} = I-’Cz] st} ={Iz] , {F(®©)}={Fa(t) Vecteurs d’accélérations, de
X3 X3 F5(¢t)
déplacements et de forces.
- Pour unsystéemean c_iegrés de libertés (nddl) :

[M]{x} + [K]{x}={F(t)} ou bien MX + kx = F(t)

En Introduisant I'amortissement pour un systéme amorti:
[M]{x} + [C]{x} [K]{x}=(F(£)} (5a)

ou simplement, MX + Cx + Kx = F(t) (5b)

'ml s 0
avec, [M]=| : =~ i ] matrice de masse.

[ 0 - m,
k11 - Kin

K]l=] ¢ ¢ | matrice de rigidité.
Kn1 Knn
€11 " Cin

[Cl=]: ™ : | matrice d’amortissement.
[Ch1 " Can

En général, k; est une force appliquée en i quand un déplacement unitaire est
donné a j, en gardant les autres ddl fixes.

.':t1 .t1 X1 F1

o )2} o X2 - Fz
{g}= - p, &}= { - x=4 -, {FO}=

iﬂ kﬂ. xn Fn

Vecteurs d’accélérations, de vitesses, de déplacements et de forces.

5.2 Matrice de Flexibilité




Une méthode alternative pour développer les équations de mouvement est
la formulation de la matrice des déplacements ou la matrice de flexibilité.
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La matrice de flexibilité est : [f]=

f11 f12]
f21 f22

Le coefficient f; est le déplacement en i, dii a une force unitaire appliquée en
j-
Le déplacement a chaque niveau sous les forces F,(t),F,(t) et Fs(t).
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Fig.5.4 (b)
X1=(Fy(t)-Fis)f1a+(Fo(t)-Fio)f 1o +(F3(t)-Fis)fis  (6a)
X2= (F1(t)-Fig)f21+(F2(t)-Fi)foo+(F3(t)-Fi3)f;  (6b)

X3= (Fy(t)-Fis)fa1+(F2(t)-Fi)fs+(F3(t)-Fi3)fss  (6¢)

- Sous Forme matricielle ;




{x} = [f{F} - [fI{F} e {x}=[FI{F} - [flIIMI{Z} (7)

avec, {f}= Ju ;12] matrice de flexibilité ou de déplacement
28 J22

N .B Les matrices de rigidité et de flexibilité sont des matrices inverses.

[f]=[k]!
Exemple : matrice de flexibilité du portique a 3 Niveaux de la figure 5.1

Pour une force unitaire appliquée au 1*" Niveau.
Ona: k]_ f11=1
f11 =fry=f3,=1/k,

Force unitaire appliquée au 2°™ Niveau.

f12=1/k, f22=f3= 1/ks+1/k;

Force unitaire appliquée au 3°™ Niveau.

f1a=1/k, f5=1/k;+1/k; f33=1/ks+1/ko+1/k 3
La matrice de flexibilité est donc ;
1/ky 1/k, 1/ky
{fi=|1/k1 1/k,+1/K; 1/k, +1/k;
1/ky 1/kq +1/k, 1/ky +1/k; +1/k;
5.3 Valeurs et Modes propres de vibrations.

Les valeurs et modes propres de vibrations s’obtiennent a partir d’'un
systéme libre non-amorti.

L’équation de mouvement s’écrit ;
[M]{x} + [K]{x} = {0}

Sol. de I’équation; x; = q; (sin wt + a) avec;i=1,2.....n
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a; Amplitude de mouvement du i*™ degré de liberté.
{x}={a}sin(wt + a) (8)

En substituant dans I'équation de mouvement.
|[K] - w? [M]] {a} = (0}
{a} # {0} - A=|[K] — w? [M]| =0
C’est un polyndme de degrés n. sa solution sont les pulsations ou valeurs
propres ; 0< wq < Wy < W,
pour chaque pulsation propre (®;), correspond un mode (vecteur) propre

{a}i.
|(K] - w2 [M]] {a}; = {0} (9)

Par analogie avec la matrice de flexibilité.

{x} + [f1[M]{x} = {0} (10)
Sol.de l’équation {x} = {a}sin(wt + a)
par substitution dans (10) on obtient;

{a} - 1/w?[f][M]{a} = {0} & [[D] - 4;[I]]{a} =0 (11)
avec, [D]=[fl{M} matrice dynamiqueet 4; = 1 /m?

det(A)=|[D] — 4;[1]| = 0

C’est I’équation caractéristique du systéme. C’est un polyndme de degré n,
en A.

a chaque A4; correspond un mode propre a;.

5.4 Propriétés d’orthogonalité des modes propres.
[Kl{a;} = w?[M]{a;} (11)

Multiplions par; {a; }” = {a,;}'[K]{a;}= ®;? {aI}T[M]{ai} (a)

de méme [Kl{q;} = w2[Ml{a;} & {a}'[Kl{a;}=w}{a;}'[M]{a;}
Transposé des 2 cdtés;  {a;}'[K]{a;}=w} {a;}'[M]{a;} (b)
@-b) = (0 -wf){a} Mlia})=0

Pour i # j, w; # w; = {a; }T[M]{a;}=0 (12)




de méme {a; }'[M]{a;}=0
Les modes propres sont orthogonaux aux matrices de masse et de rigidités ;

2_{aiTlk]{a:}
' {a; )T [M){a;}
N.B Les modes propres peuvent étre normalisés :

1
0 = —
a; Mai

(12)

@;:  mode i normalisé.
@iMQg =1

Exemple 5.2  Déterminer les valeurs et les vecteurs propres du systéme
suivant.
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mi=m,=m k1=kz=k3=k
M=[";1 ,:2] kin=ki+ks kipp=ka =-k; ka=ka+k;

K[tk -~k ]

-k, ky +kj

1. Pulsations naturelles, (valeurs propres)

k1 + k2 = wzml —kz

=0
—kz kz + k3 - wzmz

det(w)=

2k — w*m

det(w)=|2 2 | =

0 =>w§=£ - wy =.k/m

w? =3k/m, w,=.k/m

2. Modes propres:




2_k
pour wy = —

k
2k —Hm —k {all} - {0} = [ kau — ka21 =0 (1“)
-k 2k — £m az —kau + kan =0 (Za)
m,

(1) = a4y =ay

onpose a;;=1 = az; =1

lemodelest; a; = {1} C’'est le mode fundamental.

1
- Pour, w? =3
m
2k - k '
i o {012} (0} {—kalz —kaz; =0 (1b)
-k 2k — 3*m | @22 —kay; — kay; =0 (2b)
m

(1b) = ay; = —ay;

Onpose @12 =1 = az; =—1. Le2*™ modeest: a, = {_11]
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2) Vérification des propriétés d’orthogonalité

alMa, = (1 1) ['(';‘ :l] {__11} —m-m=0 ()




1—a'{Ma1 - {1 1}[7('; :1 {}} T 2m
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ik ajKa, _ 1 —1}[3'; 2: {_11} _ 6k _ 3k
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5.5 Méthode de Superposition modale.

La méthode de superposition modale est une méthode qui
permet de déterminer la réponse du systéme u(t), par l'utilisation des
fréquences naturelles et des modes propres du systéme, et de leurs
propriétés d’orthogonalités. La technique utilisée pour résoudre le
systéme d’équations a N inconnues est de procéder a un changement de
coordonnées afin de découpler les équations de mouvement et obtenir

des équations a 1ddl .
{x}=[al{z} ou x=az=3%},a; z
avec, Xx: vecteur de coordonnées physiques ou réelles
Z: coordonnées modales ou normales.
a=|[a, a; ... a,] matrice modale
5.5.1 Systemes non-amortis :
a partir des pulsations propres w?, et modes propres, pour i

=1,2,....,N, les masses modales, M, et les rigidités modales , K,
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sont déterminées.
Mi = a,-T Mai

K;,=a;" K a; = w*M,;
a"Ma; = a;"Ka; =0 i+j
Les équations transformées en 1ddl, seront donc :
My 2 + K12 = a,"F(t) = p4(t)

M, i, + Ky, = a;TF(t) = p,(t)
M.z, + K.z, = a,"F(t) = p.(t)
Mz, + K.z, = a,"F(t) = p,(t)
avec,

p,(t) = a,TF(t) force modale de la r*™ équation

Ce sont des équations a 1ddl (inconnue) et peuvent donc étre résolues par
une méthode adéquate des systemes a 1ddl.

Sous forme matricielle: M, % +K,Z = a’F(t) = p(t)

M,: matrice de masse modale

K,: matrice de rigidité modale
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5.5.2 Systémes amortis
M,2+C,z+K,Z = a"F(t) = p(t)

C,: madtrice d’amortissement modale

5.5.2.1 Modele d’amortissement de Rayleigh- Ritz :

La matrice d’amortissement est donnée en fonction de la matrice de masse
et celle de rigidité

C=aM+pBK

a et f Constantes qui peuvent étre déterminées, en connaissant 2 valeurs du
coefficient d’amortissement §, (§; ;).

C,=a,TCa.=2§.0.M, amortissement modale

5.5.2.2 Réponse du systeme en coordonnées physiques :

5.3.2.3 Forces dynamique; développées dans le systeme :
f=Kx=Kaz=K az;+K+ -+ Ka,z,
Exemple 5.1 systéme soumis a une excitation harmonique
F(t) = Fy sin(wt).
Pour la r'*™ équation :
M,i, + C 2, + K, z, = a,"F(t) = p,(t)
1. Laréponse en régime permanent (réponse principale) en coordonnées
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modales .

_p:(0) 1
Tk A=+ @5

sin(wt +a,)

© 2&
avec, T, = — tana, = %
r asLi

2 Réponse en coordonnées réelles.

n
x=az=Za,,. Z, =
r=1 )

Py (L 1
x=Zar o, (8 sin(wt+a,)

L' ke (-7 + (28,1,

Exercice

Déterminer la réponse en termes de déplacements du portique ci-aprés

soumis a une force concentrée exercée a son sommet.

Fi(t)‘ m3
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Données :
F; (t) = 445 KN
my; =175¢ - m, =263t m3 =350t
ki =105KN/m  k, =210KN/m ks = 315KN/m
w; =14,5rad/s w,; =31,1rad/s w3 =46,1rad/s

kl _kl 0
K= _kl kl + kz -'kz ] matrice de rigldlté
0 —k; gtk

1,000 1,000 1,000
[a] = [0,644 -0,601 —2,570] matrice modale
0,300 -0,676 2,470
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