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Chapitre 1

Fonctions de plusieurs variables

1.1 Topologies de R et de C

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur un corps K (K = R ou C).On appelle

norme sur E toute application N : . — R, telle que :
1. N(z)=0< x =0
2. Vx € E\VA € K,N (Az) = |A| N (2);
3. ¥ (x,y) € B>, N(z+y) < N(z)+ N(y).

E muni de la norme N est appellé espace vectoriel normé, noté plus souvent (E.,|.||),

avec ||.] = N (.).

Exemple 1.1.2 1. L’application f: R — R, est une norme sur R.
w— f ()=l

2. L’application g : C — R est une norme sur C.
w—g(z)=|z|

Définition 1.1.3 (Les normes euclidienne sur R")

Sixz e R d.e. v = (21,29, ,2,), alors on a

1 ||z|, = Z |24 ;
=1
2 ol = (zxz) ;
=1

3. |lzll, = max[z;].
i=1n

D=



1.2. GENERALITES SUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Définition 1.1.4 On dit que les normes ||x||, et ||x||, sont équivalentes s’il existe deux

constantes strictement positifs «, 5 telles que
Vo e B allzll, <z, < Bl

Théoréme 1.1.5 Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équi-

valentes.

Définition 1.1.6 (Les applications linéaires continues)
Soient E, F' deux espaces vectoriels sur R. On dit que 'application L de E dans F est
linéaire s’il s atisfait :
1.V (z,y) € B> L(z+y)=L(x)+ L(y),
2. Vx € E\NA € R, L(A\x) = AL ().

ou bien
V(z,y) € B2V (a, 8) € R?: L (o + By) = oL () + SL(y) .

Théoréme 1.1.7 Soient E, F' deux espaces vectoriels normés, L est une application linéaire

de E dans F. Les relations suivantes sont équivalentes.

1. L est continue sur F,
2. L est continue en point 0,

8. L est borné sur la boule unité de E.

1.2 Généralités sur les fonctions de plusieurs variables

Définition 1.2.1 Une application de R"™, ou d’une partie de R™ dans R est appelée fonction

numérique de n variables réelles.

Exemple 1.2.2 Les fonctions f, g définiespar f : R?* >R g: R*—{(0,0,0)} — R.

(wvy)’—)f($7y):l’+y (x,y7z);—>f(x,y’z):z2_‘;‘2%

sont des fonctions réelles & plusieurs variables.

Définition 1.2.3 Pour touti = 1,n, l’application notée P; définie par P; : R" — R

r=(1,22, ,n)—P;(z)=2;

s’appelle le i projection canonique de R sur R.



1.3. LIMITE D’UNE FONCTION DE RY DANS R

Définition 1.2.4 Soient E une partie de R", f : E — R™ une application de E dans
R™ P, :R™ - R (z =1, m) les projections canoniques de R™ sur R.
Les fonctions f; : E — R définies pour tout i = 1, m par f; = P;o f sont appellées les

composantes de 'application f.

Remarque 1.2.5 On note généralement, pour une fonction f : E — R™ .
w—f(x)=(f1(z), f2(2), . fm (7))

Exemple 1.2.6 Soit la fonction f : R3 — R?

(z,y,2)—f(z,y,2)=(z sinyz,zyz)

1.2.1 Domaine de définition

Soit E une partie de R", f : E — R™ une application de £ dans R™. Alors
e [/ est appelé le domaine de définition de f.

e L’ensemble f (F) ={y € R",dx € E,y = f (x)} est appelé I'image de F par f.

Exemple 1.2.7 1. Soit f lapplication & deuz variables réelles x,y définie par f (x,y) =
x4+ Iny.

Dy = {(z,y) € R* [ (x,y) définie}
— {z€Ry>0}=RxR".

2. [:RY =R f(z,y,2) = (%, sinzyz) .

Dy = {(z,y,2) R’ f(2,y,2) définie}
= {(z,y,2) eR* 2 #0} =Rx Rx R*".

1.3 Limite d’une fonction de R"” dans R

Définition 1.3.1 Soit f une fonction d’une partie de R™ a valeurs dans R, définie au voi-
sinage d’un point a, sauf peut étre en a, et soit | € R. On dit que la fonction f admet | pour

limite au point a st pour tout € > 0, il existe § > 0 telle que 0 < ||z — al|g. < 0 on ait

[f(2) =1 <,

et on écrit

limf (z) =1.

r—a



1.3. LIMITE D’UNE FONCTION DE RY DANS R

Théoréme 1.3.2 (Opérations algébriques sur les limites)
Soient f,g deux fonctions définies sur une partie de R™ a wvaleurs dans R telles que
limf (z) =1, limg (z) = 1'. Alors
1. Pour deuzx nombres réels o, B, af (z) + g (x) B admet ol +1' B pour limite au voisinage

de a.

2. La fonction fg admet une limite au voisinage de a et on a

’

limf (x)g(z)=11.

r—a

3. 8il #0: la fonction £ admet une limite au voisinage de a et on a

limf<x) = !
z—a g (T) I

Exemple 1.3.3 1. Soit
fiRE-{(0,0)} > R

2
(z,y)— f(2,y)= mzzﬁfz

Calcul de

: . 2x +y . . 2x+y : . 2r+y
lim f(z,y)= lim ————= =lim|(lim =2 =lim ( lim .
(2,5)—(1,0) @y)—0)r? +y*  2—1 \y—0x? + 3 y—0 \z—122 + 32

Pour voir si f admet une limite au voisinage de a = (0,0) lim 24 — O quj est
(zy)—00) " v 0

une cas indéterminer on remarque par exemple sur la droite y = x
2r+y I 20 + x

1umn o 2 m D) 5 = Q.
(@y)=(00) 2% +y= 207"+

Donc f n’admet pas une limite au point (0,0) .

2. Soit la fonction
g:R*—{(0,0)} = R.

(2.9 (2.9) =5y

Calcul de lim g (x,y) : on choisit par exemple les droites y = x,y = 2x on obtient
0

(x7y)4)(07
x? 1
li = lim-— = -.
* w00’ (z.9) 9552:52 2
222 2
* w00 (@) 55%5562 5

% + % donc g n’admet pas une limite au point (0,0).

6



1.4. LIMITE D’'UNE FONCTION RY DE DANS RM

Théoréme 1.3.4 Soient f,g,h des fonctions définies au voisinage d’un point a € R™ vérifiant

les deux conditions suivantes :
1. limg () = limh (z) = L.
2. 30 >0 telle que 0 < ||z —al| < d:g(x) < f(x) < h(x). Alors

limf () =

r—a

Exemple 1.3.5 Soit a calculer( l)m% )ny In (2% + y?).
z,y)—(0,0

(x — ) >0=22+y*> 20y = 0 < [2zy|In (22 + y?) < (22 +9%) In (2% + 3?),

lim 2+ In (22 + =0= lim 2zxyln(z?®+ 0.
(x’y)q(om( y?) In (2% 4 ) oo yln (2% 4 y%) =

Théoréme 1.3.6 Soit (a,b) € R? et f une application définie au voisinage d’un point (a,b)
a valeurs dans R, telle que  lim f (x,y) =1. Si hmf (x,y) existe pour y voisin de b et

(z,y)—(ab
1iHIl) f(z,y) existe pour x voisin de a alors
y—)

z—a \ y—b y—b \z—a

lim (hm f(z, y)) — lim (hm f(z, y)> l

Remarque 1.3.7 Si lim (llmf (x, y)) = lim (hmf (x, y)) = 0 nimplique pas que [ admet

T—a \ y—b y—b \rz—a

une limite au point a.

1.4 Limite d’une fonction R" de dans R™

Définition 1.4.1 Soit f une fonction d’une partie de R™ a valeurs dans R™, définie au
voisinage d’un point a, sauf peut étre en a, et soit | = (ly,ly, -+ , 1) € R™. On dit que la
fonction f = (f1, fa, -+, fm) admet | pour limite au point a si pour tout ¢ > 0, il existe

d >0 telle que 0 < ||z — al|g. < 0 on ait

1S () = lgm <e,
et on écrit
limf () = 1.
Théoréme 1.4.2 Soit [ = (f1, fa,--, fm) une fonction o valeurs dans R™, définie au
voisinage d’un point a, sauf peut étre en a, et soit | = (li,la,-- ,1,) € R™. Les deux

assertions suivantes sont équivalentes



1.5. CONTINUITE UNIFORME

1. limf (x) = 1.

r—a

2. Pour tout j = 1,m : lim (f; (z)) = ;.

Exemple 1.4.3 Calculer lim 0)f (x,y) telle que

(z,y)—(2,

f : RQ AN Rg )
() f (@)= sin(e—y)m, 1)

ot
A ={(z,y) e R?:y=0}.

lim x, = lim <L’ sin (rz — T, ezyfl) _
(w,y)ﬂ(2,0)f( y) (z,y)—(2,0) y2+1 ( y) Y

lim sin(z—y)w, lm ezy—_1> =(2,0,2).

lim 2
(@) —(2,0) YT (2,9)—(2,0) (@y)—(2,0) Y
1.5 Continuité uniforme

Définition 1.5.1 Une application continue d’une partie de R™ dans R™ est dite uniformé-
ment continue sur E si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 telle que 0 < || — y||gn < § on
ait

1f (@) = f W) llgm <&,

Remarque 1.5.2 Dans la définition de la continuité uniforme le nombre & ne dépent que

de € (et de f).

Exemple 1.5.3 L’application norme f : R’;(—)> I]IRH est uniformément continue car grice a
x— f(z)=||z
I'inégalité triangulaire, on a

[f (@) = f @)l <z =yl

Donc il suffit de prendre dans la définition précédente § = €.
Exercice 1.5.4 Soit f : R"” — R la fonction définie par

|Iy|+?z+y)2 51 (x> y) 7A (Oa O) ’

f x? =
@) 0 (z,y) = (0,0).

1. Etudier lexistence de  lim f(z,y).
(z,9)—(0,0)

2. Vérifier que }EILI(I) (llgr(l)f (:B,y)) = ZlJli% (ilir[l)f (9:,y)> = 0.

Solution



1.5. CONTINUITE UNIFORME

1. Ona lim f(z,y) = % (cas indéterminer), donc on choisit par exemple les droites

(z,y)—(0,0)
y=ux,y = —x, on obtient

x? 1
li = lim— = —.
* eatoo! Y = I =3

72

e lim x, = lim - — =—-1.
(r,y)H(O,O)g( v) =0 z?

—1# % donc f n’admet pas une limite au point (0,0).

2. Il est facile de voir que

limf (z,y) = 0 = lim (?ljgr(l)f (x,y)) = 0,limf (z,9) = 0 = lim (glclgéf (z, y)> —0.

On conclut d’aprés (1) et (2) que l’égalité ne garantie pas lexistence de ( l)m% : f(z,y).
x,y)—(0,0



Chapitre 2

Calcul différentiel

Soit f une fonction définie sur l'intervalle Ja, 5] de R a valeurs dans R. f différentiable

au point a si

- f@)—fla) o o flath)—f(a)
fm— — —/ (a) ot fim 2 =/ (a).
On définit la fonction  au voisinage de 0 comme suit :
¢y = LI o) e ) = flat h) (@)~ nf (a).

limh¢ (h) = 0 f(a+h) = f(a) = hf (a) = o (k).
Donc on peut définir une application linéaire sous forme :
L:hw—hf (a),

et comme ¢a on peut généraliser la dévirentiabilité sur les espaces vectoriels normés, il

suffit de remplacer |h| par ||h]| .

Définition 2.0.5 Soient E, F' deux espaces vectoriels normés, U un ouvert non vide de F,
a un poit de U et f une fonction de U dans F. On dit que Uapplication f est différentiable

au point a de U s’il existe une application linéaire continue L : E — F telle que on ait

fim 5 (F (0 ) = f (o) = L (1) =0, (1)
1.€. X ,
fimy = (@4 W) = 7 @) = b (@) <o



Théoréme 2.0.6 (L unicité)
Sous les conditions précédentes (Définition 2.0.5) il existe une seule application linéaire

L : E — F vérifie la relation (1).

Définition 2.0.7 5i f est différentiable au point a, alors le seul application linéaire L vérifie

la relation (1) appelé la différntielle de f au point a. et on note f (a) ou Df (a).

Remarque 2.0.8 f (a) n'est pas un élément de F mais de L(E,F). On note f (a)h

[t'mage d’un élément h de E.

Exemple 2.0.9 Soit la fonction f:R?* — R défini par f (z,y) = zy.
Démontrer que f est différentiable en tout point (zo,yo) de R? et sa différentielle est

Uapplication L : R? — R telle que
L (u,v) = xov + uyp.

Solution
1. Montrons que L est linéaire :

Soient (u1,v1), (us, v9) € R? et v, 8 deux éléments de R.

L (a (uy,v1) + B (ug,v2)) = x0 (w1 + Bua) + yo (qur + Bus)
= a(xov1 + your) + B (Tova + Youz)
= alL (uy,v) + BL (ug,vs) .

2. Continuité de f : il suffit de montrer que
Y (u,v) € R |L (u,v)] < k|| (w,0) [ge -
| (u, 0)] = [zov + uyo| < [zol |v] + [yol [ul < & [|(u, v)]|g- ,

ot k = max (|zol , |yo|), d’ow la continuité de L.

3. Montrons que

11



2.1. DERIVEE SUIVANT UN VECTEUR (DERIVATION DIRECTIONNELLE)

Posons h = (u,v) ,a = (xg,yo) -

- 1
. 1)1m00m(f(:coJru,yoJrv)—f(wo,yo)—L(u,v))

1
= li R — —_
(u, )lmo 0) H(U ’U) ||R2 ((:EO + 'LL) (yO + ?)) ToYo ToU + qu)

1
= lim ——— (uv).

(u,0)—(0,0) || + |u]

2
Grace o linégalité (\/|u| - \/]v|> >0, on obtient
Viollul <

(lul + 0]},

N | —

d’ot

= (Jul + o)) =

(uv) <

lim lim
(u,0)—(0,0) || + |u] (u0)—(0,0) 4
donc f est différentiable en tout point (xq,y0) de R? et sa différenticlle est l’application

L:f/ (70, v0) -

2.1 Dérivée suivant un vecteur (dérivation direction-
nelle)

Soient X un vecteur quelconque de F, f une application de U un voisinage de a de F, f
est différentiable au point a i.e il existe L € £ (E, F') vérifie la relation (1).

Calculons la limite suivant le vecteur X :

Posons h = tX, donc

1
(1) & i ( (a4 1X) = f (@) = L (X)) =0.

On choisit t pour que a + tX € U; il suffit de prendre [t| < X XH telle que le rayon de
la boule ouverte de centre a et inclus dans U (dans les espaces normés les ouvert sont des

boules ouvertes). D’oul

(1) & lm—— (f(a+tX) - f(a) — tL (X)) =0

=0 [t] [| X [| g

& lim <f(“+tx)_f< @) —iL(X)> —
e [ [

o @I =T@ iy
] T



2.2. LES DERIVEES PARTIELLES

On définit la fonction ¢ comme suit ¢ : ¢t +— ¢ (t) = f (a +tX). Donc

hm%’(t)*iﬂ(o) — I (X)
t) — t t )
IOkt 2 ONEERAVYSTSRIND QN ES
=0t =0 [t] lim&W=2O — _ (x).
S0
Donc I'application linéaire ¢ dérivable au point 0 et la dérivée égale L (X) i.e. L (X) =
¢ (0).
On dit que le vecteur ¢ (0) = f' (a) X est la dérivé de f au point a suivant le vecteur

X, si X est un vecteur unitaire sur F, le vecteur f’ (a) X appelé la dérivée directionnelle de

f suivant X.

2.2 Les dérivées partielles

Soit (eq, €z, -+ , €,) la base canonique de R™, U un voisinage de a dans R™. Sil’application
f différentiable au point a, alors il admet une dérivée d’ordre ¢ suivant n’importe qu’elle

vecteur e; et il donné par la relation

ron ey e (0 = (0) L flatte) -
Fae = ¢ 0)=tm20=2O _y, fletie) -
_ limf(a’laa%'”aai—i_ta"'7an)_f(a1,a2,"',an)
t—0 t .

On peut considere la dérivée de 'application partielle

Spizxin(aba?y'” aai—l_t?xiaai—‘rh'” aan)7

lim o; (a; +1) — @; (a;)
t—0 t

!

= ¢, (a;) = f (a) .e;.

qui est dérivée partielle de ¢, au point a;.

Définition 2.2.1 Soit f une application définie sur un voisinage U d’un point a & valeurs
dans un espace vectoriel normé F. On appelle une dérivée partielle de au point a pour la

composante i 'application p, au point a;, et on l’a note :%S) ou D;f (a) ou f;i (a).
Exemple 2.2.2 Déterminer les dérivées partielles de la fonction définie sur R? par

f(z,y) = e"siny.

13



2.2. LES DERIVEES PARTIELLES

1. Calcul de 8f : On définit Uapplication ¢, : t — f (a1 +t,a2) = f (a+tey). D'ou

of (a) / . flar+tas) — flag,aa) . e™ttginay — e sinag
g~ (o) =lin t = iy t
= 1m€a1 sinaz (¢ — 1) = e" sin as.

t—0 t

2. Calcul de af : On définit Uapplication o, : t — f(ay,as +t) = f(a+tey). D'ou

0 , t) — , a1 gi £) — % g
f(a) _ o (ay) = limf (a1, as +t) — f (a1, a9) _ & sin (ag +t) — €™ sin ay
a’y t—0 t t—0 t
(sl t) —si t—1 int
= lime (sin (az +¢) — sinay) = %! gin aolim (L> + lime®! cos aQSIL
t—0 t t—0 t
= e cosas.

Théoréme 2.2.3 Soit f une application définie sur un voisinage U de R™. Pour que la

fonction f soit différentiable au point a il faut et il suffit que toute les dérrivées partielles
0f(a)
o

i

(h17h2>"' ) ) Zhl 890 .

existe et sl est diﬁérentiable au point a sa diférentielle est Uapplication linéaire f () :

Remarque 2.2.4 L’existence des dérivées partielles est une condition nécessaire et pas suf-

fisante pour la différentiabilité de f.

——— s z,y 7é 070 )
Exemple 2.2.5 Soit f : R? = R, f(z,y) = V= (z,9) # (0,0)
0 si(z,y)=(0,0).
Calculer 1 (0,0),2 5 1(0,0).
On déﬁmt les fonctions v, : © — f (z,0).
g ! BT f(ZC,O)—f(0,0)_
5 (0 0) =1 (0) = lim " =0,
et py 1y f(0,).
Dy (0,0) = ¢, (0) = lim J = 0.

Les dérivées partielles au point (0,0) existent, on suppose que f est différentiable au point

(0,0) i.e. pour tout h € R?

L) = f’(0,0>-h=im%<o,0>,

of of

= Mg Iy

(07a0)+h2 (0770):0

14



2.2. LES DERIVEES PARTIELLES

Par définition f est différentiable au point (0,0) si

1
lim (f (hy, ha) — f(0,0) — 0) = 0.
h=0 [l
i 1 hihsy 0 Y hihsy
1m —U— = 1m .
(h1,h2)=(00) \ /B2 + h2 \ \/h3 + h} (h1,h2)—(0,0) h¥ + h3

On pose hy = hy d’ot

Donc f n’est pas différentiable au point (0,0) .

2.2.1 Les fonctions a valeurs dans R"

Théoréme 2.2.6 Soient E, I}, Fy des espaces vectoriels normés, f une application définie
au voisinage V d’un point a de E, pour que Uapplication f :V — Fy X Fy soit différentiable
au point a il faut et il suffit que les composantes f1, fo Uest aussi et sa différentielle au point

a est l'application linéaire

(@)= (£, f3 (@)

Généralisation : Par reccurence on peut généraliser ce théoréme pour une application
f a valeurs dans F} x Fy X -+ X F},.

En particulier on a le théoreme

Théoréme 2.2.7 Pour que la fonction f & valeurs dans R™ soit différentiable au point a
il faut et il suffit que toute les composantes soit aussi et la différentielle au point a est

Uapplication linéaire de composantes f, (a),i = 1,n.

2.2.2 Les fonctions de R" dans R?

e Soit f: U — RP tal que U C R" un voisinage de a.f différentiable au point a, alors

f' (a) est une application linéaire de R™ dans R?.

f(a : R"—-RP
v o= (fl@afy@a yla)T).
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2.2. LES DERIVEES PARTIELLES

e Soient (e;),_1= -, la base canonique de R", ( ;)i_ﬁ la base canonique de R”. D’une part

. fila)e
' . } : (2)

et d’autre part

fil@)z=fi(a zxzel lefl o= 20,

i—1 8@
d’ou
n Ofi(a) 9Ofi(a) 0f1(a)
P\ (e s e (o,
i=1 ' Of2(a) Of2(a) . 9fa(a) o
o= o =
o5 (a : : :
Z% e o) @) . Ohla) .
o1 Oxa Ozn, n
Donc
0fi(a) 0Ofi(e) . . 9fi(a)
ox1 Oxo Oxn
Ofa(a) 0fa2(a) . 0Of2(a)
4 ox o oz
[la)z=Az/A = . .2
Ofp(a)  9fp(a) - Ofp(a)
ox1 Oxo O0xn

L, . . R . . ., . ! . ,
Nous avons trouvé la matrice associer a I'application linéaire f (a), cette matrice appelé

la matrice Jacobienne de f au point a qui est une matrice de p ligne et n colonne, noté par
af; . — .
]atx(j)?Z: 0, =1n

Exemple 2.2.8 Soit f : R? > R, f(r,0) = (rcosf,rsinf).

La matrice Jacobienne de f au point (r,0) de R? est

cosf —rsinf
Jf(r,0) =

sinf rcosf

= |Jf(r,0)] =r.

Théoréeme 2.2.9 Si f est une fonction différentiable au point a, alors f est continue au
point a.

16



2.2. LES DERIVEES PARTIELLES

2.2.3 Différentiabilité des fonctions composées

Théoréme 2.2.10 Si f est une fonction différentiable au point a et g différentiable au point

b= f(a), alors l’application composée F' = go f est différentiable au point a de différentielle

F'(a) =g (f(a)) x f (a).
Corollaire 2.2.11 Soit f une fonction numérique différentiable au point a. Les fonctions

composées :

Moz M (x),VneN,

el o ops ef®),

sont différentiables au point a, et si f (x) # 0, alors les fonctions

R
o f(z)
n|f] o 2 —=nlf(2)],

lest aussi. Ces différentielles données par les relations :

1_=DJ
foor

Df

VneZ:Df"=nfr"'Df, Del =e/Df, D ,Dln|f]:T,

2.2.4 Opérateurs différentiels classiques

1. Gradient :

Pour une fonction a valeurs scalaires f : £ C R? — R, dont les dérivées partielles

existent, le gradient et définie par

grad (f) : ECR - RP R
() (e)= () 4t . 04
2. Divergence :
Pour une fonction a valeurs scalaires f : £ C R? — R? de composante fi,, fa, -, fp

dont les dérivées partielles existent, on définie sa divergence par

div (f) : ECRF—R :
p .
x»—»div(f)(a:):tr(J(f)z>:gl h

17



2.2. LES DERIVEES PARTIELLES

ou tr (J(f),) est la matrice Jacobienne, on peut écrire parfois

div(f) =V -,

ou le produit scalaire canonique sur R? est définie par
p
1Y = E LilYi-
i=1

2.2.5 Théorémes généraux du calcul différentiel

Théoréme 2.2.12 (Des accroissements finis dans R)
Soit f une fonction définie sur le segment [a,b] de R & valeurs dans un espace normé
E. Si f est continue sur |a,b] et admet une dérivée partiel & droite en chaque point de |a,b|

tel que Hf(; (z)|| < k. Alors on a
1f (0) = f(a)llg < k[b—al.

Théoréme 2.2.13 (Des accroissements finis généralisée, cas d’une fonction de plusieurs
variables)
Soit f une fonction définie et continue sur un ouvert U de R", différentiables en chaque

point de U d’un espace vect normé F tel que le segment [x,y] est contenu dans U, alors on a
1f () = F@)llp <Elly — llgn -

Généralisation :

Soit U un ouvert d’un espace normé E. f : U — R. Si z € U et le segment [x,z + h]

(h € E) inclus dans U, alors il existe un nombre réel 0 < § < 1 tel que
fx+h)—f(x)=f (z+0h).h

Cas particulier : £ =R"
La relation précédente s’écrite

f(y)—f(x)zzhig—i( on).

=1

Cas f:R" = RP, x+— (f1, fo, -+, fp) -

18



2.2. LES DERIVEES PARTIELLES

On peut restreindre ’étude sur les fonctions numériques car
f différentiable < (f;),_i- différentiable.

Théoréme 2.2.14 Soit f : R" — R, si les dérivées partielles g—i existe au point a et les

dérivées partielles sont continues au point a, alors f différentiable au point a.

Exemple 2.2.15 On considére la fonction de R? définie par

mSyS

22 i (5,y) £ (0,0),
0 si(x,y)=1(0,0).

f(zy) =

Démontrer que f différentiable au point (0,0).
Solution :
1. V(2,y) € R* = {(0,0)} :
of 2223 243
a.. (l‘, y) =3 2 2"
ox ¢ty (22 4+ y?)

f est symétrique par apport & x et y donc
of 22312 223y
a. (ZE, y) =3 2 2"
dy >ty (224 y?)

Calcul de % (0,0), ?)_5 (0,0) :

0 0)— (0,0
9 (0,0) = i &9 = 0.0 _
al‘ x—0 x
0 0,y)— (0,0
ay y—>0 y
2. Continuité de %, g—; au point (0,0) :
V(z,y) € R? —{(0,0)} :
of 22y’ 22y 2 |ley?| eyl | 2|2%y?] |yl
== (7,y)| < 2 2 9 o2 < 2 2 2 2\2
Oz 72 +y (22 + y2) z? +y (22 +y?)
vu linégalité
2ey < 2 + 47,
on obtient
of 32 (2% +y°) |yl : of
— < = 0< 1 —_— <0
) af of
= 1 - =0=—=1(0,0).
(2)(0.0) O (@9) ox (0,0)
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2.2. LES DERIVEES PARTIELLES

Par la méme méthode on démontre que

) of
lim —
(z,9)—(0,0) Oy

_o_9f
(x,y)fOfa—y(0,0).

donc f est différentiable de différentielle nul.

Remarque 2.2.16 L’existence et la continuité des dérivées partielles est une condition suf-

fisante et non pas nécessaire pour la différentiabilité de f.

Exemple 2.2.17 Soit la fonction

fz,y) = (22 + y?) sin \/$+Ty2 si (z,y) # (0,0),

0 si (2,9) = (0,0
o V(z,y) e R*—{(0,0)} :
0 1 1
2 (x,y) = 2xsin - ’ 5 COS ,
Oz Py (2y?)2 Vat
1 1
of (x,y) = 2ysin — Y = COS )
3y {L'2+y2 (I2+y2)§ «\/mQ—I'—y?

Caleul de 3L (0,0), 5L (0,0) :

_ x?sin —=
0_f (0,0) = limf (z,0) ~ £(0,0) — lim—— Y2 0,
Ox z—0 T =0 T
ay y—)O y

Donc [ (0) s’il existe elle est nulle. vérifions que

(7 () =1 0) =nf (@) =o0.

L 1
1m ——7-——
h=0|[h| 5

1 / 1 1
1 S — h) — —h = I - (WP +h))sin—— =
Sy v (F ) =7 O =hf ©)) = Tm g ) sin e =0

i
(hl?h )
D’otu la différentiabilité de f.

Théoréme 2.2.18 Soit f : U C R® — R. Pour que f soit de classe C' sur U il faut et il

suffit que les dérivées partielles % existent et continues sur U.
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2.2.6 Dérivées partielles d’ordre supérieur a 1

Définition 2.2.19 Soit U un ouvert non vide de R",a € U et f une application de U dans

R admettent sur U une dérivée % par apport & la i variable. Si Uapplication 2 a U —R

admet une dérivée partielle 5 — (g—é) par apport & la j°™° variable au point a, on dit que

$

me variable.

0 <af ) (a) est une dérivée partielle d’ordre 2 au point a par apport d la j°

dz; \ Ox;

0 (2f 5 ;. _0%f
ey <azi) est également noté : 82,05, OU €ncore

Exemple 2.2.20 Soit f une fonction de R? dans R définie par

3
23z s (z,y) #(0,0)
f(z,y) = e
0 si(z,y)=1(0,0).
C’alculer (0 0), (%ay (0,0).
On a
of of
5 (0:0)=0 ¢t 5 (0,0) =0
Pour (z,y) # (0,0) :
8_f< ) zty + 32?y? g(w ) = 25 — 23y?
Oz = @t oy YT (@)
Donc
O f @0 =0 oy %(0,y)— % (0,0)
dxdy (0,0) = fim T =1 Jyox (0,0)= zl/ll% Y =0

Généralisation :

A partie des dérivées partielles d’ordre 2, on définit les dérivées partielles d’ordre 3
(lorsqu’elles existes). Ainsi de proche en proche on définit les dérivées partielles d’ordre
quelconque (lorsqu’elles existes). La dérivée partielle d’ordre p de f : U — R au point a par

apport au variables x; ,x;,_,,--- ,T;, est notée 888—%” (a) ou encore fépl)%mp (a).
ip

Exemple 2.2.21 Calculer les dérivées partielles d’ordre 3 de la fonction
flay) =a+y—a*y

1. Les dérivées partielles d’ordre 1 :

of

of
e (z,v) W5y (z,v) 3xy
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2.3. FORMULES DE TAYLOR

2. dérivées partielles d’ordre 2 :

0? d? 92
Ei;; Ct7y) ____ng’ékEg; Cx,y) —-——6xy2,2§;§ Cﬂ,y) :3——6$2y.

3. dérivées partielles d’ordre 3 :

> f >’f >’ f >’f >
53 (& Y) 0, D20y (z,y) 020n (z,y) W 5 (z,y) = —6a
>’f >’ f

s - _—J — _ 2
9220y (2,y) g0 (2,y) = —6y".

Définition 2.2.22 Soit U un ouvert non vide de R", f une application de U dans RP et
fi: U — RP,i =1,p les applications composantes de f. On dit que f est de classe CP sur U
et en écrit [ € CP (U) si toutes les dérivées partielles d’ordre | de chaque fonctions (f;);,_i
existent et continues sur U.

Théoréme 2.2.23 (de Schwarz)

Soit U un ouvert non vide de R",a € U et f une application de U dans R. Si ajzng et
7 7
92 f

Seon. €Listent au voisinage de a et sont continues en a, alors
g J

Pf 0%
ijﬁlq__ 81@8xj'

2.3 Formules de Taylor

Théoréme 2.3.1 (Cas dans R)

Soit f une fonction numérique de classe C™ sur [a,a + h] et admet une dérivée d’ordre

(n+1) sur[a,a+ h]. Ainsi il existe ¢ € Ja,a + h[ tel que

" k) (g
f(a+h)—f(a)zsz—!()hk+Rn(a,h)

avec

fOY (a+0n)
R, (a,h) = (n—(kl)! )h 10 < 6 <1 (reste de Lagrange),

R, (a,h) = /f(n+1)(726)1!+ th) (1—1)", (reste intégrale).

0
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2.3. FORMULES DE TAYLOR

Théoréme 2.3.2 (Cas dans R")

Soit U un ouvert non vide de R™, f une application de U dans R" de classe C**L, a,a+h

deux points de U on a

fla+h)— Zh 8f ZZhhjaa +o (Al

=1 j=1

Preuve. Soit la fonction g définie par g : [0,1] — R, g (¢t) = f(a+th),t € R.

g(1)=f(a+h),g(0)=f(a).
En appliquant la formule de Taylor pour g sur [0, 1] on obtient

9(1)=g(0) + (0) + ;g" (¢),c €01

g(t)=f(a+th)=g (t) =hf (a+th) = Zh a+th

d’ou

De plus on a af :R* - R

g () =R (a+th) = Zh th axzaxj a+th) = ZZh i 6%8%

Jj=11i=1

Substituons dans (x) on obtient
8 f 0

Ajouter et rajouter = ZZh hy 2 o ax (a) & (xx) et posons
1=17=

Py = 2SS hiby L 0l D)y n o

21]1 =1 j=1

- _ZZ ity (8x g, @+ eh) = afjng <a)>‘

i=1 j=1

: 02
IO < 33 2l g o) = 57 )
92 f o2 f
< —2; (b +h3) | 5~ axj( “h)_axiaxj (a)] .

23
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La fonction 8228];]- est continue donc
an a2f
; ch h) — 0 quand h — 0.
hli%ﬁxlaxj ( + ) o axj ( ) = C( ) — U quan —

Remarque 2.3.3

D(k k) _ZZ Z@xla ( Yhyhy -y

=1 j=1

2.4 Extrema

Dans ce paragraphe U est un ouvert de R", f est une application de U dans R et a un

point de U.

Définition 2.4.1 1. On dit que f admet un minimum (respectivement un mazimum) glo-

bal ou absolu en a si
VeeU: f(a) < f(x) (respectivement f (a) > f(x)).

2. On dit que f admet un minimum (respectivement un mazximum) local ou relatif en a si

il existe un voisinage V' de a tel que
Ve e U, |z —al <V = f(a) < f(z) (respectivement f (a) > f(x)).

3. On dit que le minimum (respectivement le mazximum) est strict si les inégalités précé-

dents sont strictes.

4. On dit que f admet un extremum en a si elle présente un minimum ou un marimum

en a.

Exemple 2.4.2 Soit la fonction

Si% six # 0,
flz)= ,
st x = 0.
VmGR:‘Smx'gmzl,
x |z]

donc [ admet un mazximum global au point x = 0.
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Théoréme 2.4.3 (Condition nécessaire d’existence d’un extremum,)
Soit f une fonction numérique définie sur un voisinage U de a dans un espace vectoriel
normé E. Si f est différentiable en a sur U et qu’elle présente un extremum (local ou global)

alors

Remarque 2.4.4 Remarquons que la nullité de la différentielle constitue une condition né-
cessaire mais non pas suffisante d’existence d’un extremum. En effet soit la fonction de R?

dans R définie par :
flay) =2+

9 =0 322 =0

Df(a) =04 o & s r=y=0.
9 =0 3y? =0
Y

D’autre part
—h* = f(=h,0) < f(0,0) < h* = f (h,0),¥h € RY.,
Ce qui prouve que f n'admet pas d’extremum au point (0,0) .

Théoréme 2.4.5 (Condition suffisante d’existence d’un extremum)
Soit f un application d’un ouvert U de R™ dans R, de classe C?* et a un point de U. Si

les conditions suivantes sont remplies :

!

1. Df (a) = f (a) =0, et on pose
hih.; " — {Opn}.
ZZ Ja a -, Vh € R* — {0gn}
=1 j=1
Alors on a les implications

a. Si

ZZh hi axlax (a) >0,

=1 j5=1

alors f admet un minimum en a.

b. Si

Df ZZh hj—t— a:c 8% (a) <0,

i=1 j=1

alors f admet un maximum en a.
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2.4. EXTREMA

Définition 2.4.6 Si f différentiable sur U. On appelle point critique ou stationnaire de f

tout point ot la différentielle de f s’annule.

Le Théoreme 2.4.5 dite alors que les extrema d’une fonction différentiable (quand ils

existent) sont & chercher parmi ses points critiques i.e. parmi les solutions de ’équation

Df (1) =

Exemple 2.4.7 Soit la fonction f : 0,72 - R
(z,y)+sin z sin y sin(z+y)

Démontrer que f admet un mazximum au point (%, g) et un minimum au point (2?”, %”) .

Solution :

Les points critiques de f est solution de

%(w,y) =0 siny sin (2 4+ y) = 0,
~

%(w,y) =0 sinz sin (2y + x) = 0.
of (= =\ _
o (5:3) =0,
8 ™ T
& (5.5) =0

d’ot (%, g) est un point critique de f.

5 ( 7%”) =0,
af 27\ _

d’ou (%’T, %’T) est un point critique de f.
1. Au point (%, %)

*f , *f 2f

(z,y) = 2sinycos (2 +y), —5 (z,y) = 2sinzcos (2y + ), (z,y) = sin (2 + 2y)

72 Jy Oy? 0x0y Jy
2 2 V3
HG5) - gt GH -V G -
Donc

an 82]0 82f 82]0
_ 2 2
xT

:\/_\/_y\/_\/_
=

y——yx——\/g(m2+y2+xy+yx) <0.
PQ(xay) =0

:y:0:>‘v’(x,y) € R? — {(0>0)}7P2 (Ivy) <0.
Py définie négatif= f admet un maximum au point (%, g) .
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2. Au point (%’r, 2?“) :
Py (z,y) = V3 (2> +y* +xy +yz) > 0,¥(v,y) € R = {(0,0)}, P> (z,y) > 0.

Py définie positif= f admet un minimum au point (%”, %’r) .

Proposition 2.4.8 Soit f une fonction de deux wvariables, admet des dérivées partielles

d’ordre 2 continues au voisinage de (a,b) € R? vérifie

of _of _
%(CLJ)) - a_y<avb) - 07
et on pose ) ) )
o°f °f _of
A= 82<a b),C = ayQ(a,b),B—a%ay(a,b).
Ainsi

1. Si AC — B2>0 et A <0, alors f admet un maximum en (a,b).
2. 8i AC — B?>>0 et A> 0, alors f admet un minimum en (a,b).
3. §i AC — B? <0, alors f n’admet pas des extrema en (a,b).

4. St AC — B% =0, les deux cas possible.

Exemple 2.4.9 1. Soit la fonction
f(z,y) =2 +y* — 32 — 12y + 20

a. Les point critiques

o =0 302 —3=0
?( v) - |
& (x,y) =0 3y? —12=0

donc les points sont (1,2),(1,-2),(-1,2),(-1,-2).

b. Au point (1,—2) :

82f _ 2]0 B 2f B
D’ou ) , )
0% f 3 o*f _ _0F _
A_azum &C_a2am mﬂ_awam_O

AC — B*=72>0 et A >0, alors f admet un minimum en (1,2) .
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o Au point (1,-2) :

o2 f o2 f
A=-5(1,2)=6,C= a_y2(1’2)__12’3_

o0 f
0xdy

(1,2) = 0.

AC — B? = =72 < 0, alors f n’admet pas des extrema en (1,—2).
e Au point (—1,2) :

o2 f o2 f
A=—=5(1,2) ——6,C’—a—y2(1,2) —=12,B =

o0 f
0xdy

(1,2) = 0.

AC — B? = =72 < 0, alors f n’admet pas des extrema en (—1,2).
o Au point (—1,—2) :

0 f
0xdy

O f O f
A=—(1,2)=— =—=(1,2)=—-12,B =
amg(’) 6’0 8:1/2(’) ’

(1,2) = 0.

AC —B?>=72>0 et A <0, alors f admet un mazimum en (—1,—2).

2. Soit la fonction
flay) =2 +y°

a. Les point critiques

of —
g; 7y) sSr=y=0,
Dy (':U’ y) =
Le point critique est (0,0) .
0 f 0? 0 f
A= —= = = — =0,B=—— = 0.
5z (0.0)=0.0= 55 (0.0)=0.8 = 70 (0.0) =0

AC — B? =0, les deux cas possible.

Six>0,y>0:
[ (2.9) > 1 (0,0)=0.

Donc f n’admet pas un mazimum au point (0,0).
Sirx<0,y<0:
f(z,y) < £(0,0) = 0.

Donc f n’admet pas un minimum au point (0,0).
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2.4.1 Extrema liés (Extrema sous contraintes)

Soient E un espace vectoriel normé, U un ouvert de F, f, g deux fonctions numériques
de classe C! sur U.
On pose
A={z €U tel que g(x) =0},
et on cherche & des conditions nécessaire pour que f4 : la restrection de f a A admet un

extremum au point a.

Théoréme 2.4.10 Soient f,g deux fonctions numériques de classe C* sur U d’un point
(a,b) € R? tel que
g(a,b) =0.

On définit A comme suit :
A= {(a,b) € R® tel que g (z,y) = 0}.
Si la restrection de f a A admet un extremum au point (a,b) et si

9. (a,b) # 0 ou g, (a,b) # 0.

Alors
(0= 129.) ., =0

7b)

Théoréme 2.4.11 (Cas générale)
Soient f, g deux fonctions numériques de classe C* sur U un ouvert d’un espace vectoriel
normé réel E.

On pose
A={x €U tel que g (x) = 0}.

Si la restrection de f a A admet un extremum au point a tel que g (a) # 0. Alors il

existe un nombre réel \ tel que

Exemple 2.4.12 Trouver les extrema de la fonction
[z y) =y,
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lié a la condition x +y = 1.
Slution :

Méthode 1 :

r+y = 1l=>y=1—-z=F(x)=f(z,1—2)=2(1—2a),
oF OF 1

%(:c) = —2:c+1,a—x(x):():>:c:§.

F' (2) s’annulle en x = % et chagé le signe donc F' admet un mazimum au point (%, %)

tel que f (2, 2) = %.
Meéthode 2 : On pose g (x,y) =x+y — 1 (les contraintes), a = (z,y)

o (2,y) = A% (x,y) y=A
fla)=xg'(a) & 2L (z,y) =L (z,y) & r=\ SuW-l=0&1=-
g(z,y)=0 r+y—1=0

Donc le point est (% %) vérifie g (% %) 0etg, (%, %) # 0 ou g; (%, %) £ 0.

11 1
f<?§>zl
1

donc [ admet un mazimum 3 au point (

2.5 Difféomorphismes

Définition 2.5.1 (difféomorphisme)
Soient U et V' des ouverts non vides de RP. On dit q’une application f : U — V est un
difféeomorphisme de U sur V' si

1. f est une bijection.
2. fest de classe C*, c’est a dire continument différentiable sur U.

3. f~1 est de classe C* sur V.

Proposition 2.5.2 (difféomorphisme et réciproque)
Si f U — V est un difféeomorphisme, alors sa différentielle est en tout point de U un
isomorphisme (de RP dans lui méme) et la différenticlle de sa réciproque f~1 est liée a celle

de f par la formule
D(fHy= (fo—l(y))_l , pour tout y € V.
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Remarque 2.5.3 Un difféomorphisme de U sur V est évidemment un homéomorphisme
de U sur V. Mais la réciproque est fausse, par exemple l'application f : R — R telle que
f(z) = 23 est un homéomorphisme différentiable sur R, mais n’est pas un difféomorphisme

sur R puisque la réciproque f~1: x T35 nest pas différentiable au point x = 0.

2.5.1 Les fonctions implicites

Soient F, F, G des espaces vectoriels normés, U un ouvert de £ x F. f : (z,y) — f (z,y)
une application de U dans G.
Soit
A= {(v,y) € U tel que f (z,y) =0},

et posons A # ¢. Nous nous intéresssons a I’étude de 1’ensemble S tel que S est la trajectoire

d’une fonction ¢ définie d’un sous ensemble B de E dans F' vérifie

f (2,9 (x)) = 0.
Théoréme 2.5.4 Soit U un ouvert de R? et (a,b) un élément de U, f : U — R wvérifie :
1. fest de classe C* (k > 1) sur U.
2. f(a,b)=0.
3. % (a,b) #0.

Ainsi il existe un voisinage ouvert A de a et un voisinage ouvert B de b et ¢ : A — B

une fonction unique de classe C* (k > 1) sur A vérifie :

a. AxBcCU.

b. p(a) =0b.

c. Vvie A: f(z,p(x)) =0.

d. Ve e A: | %@7@@))
2 =0 )y

Exemple 2.5.5 On considére la fonction f : R? — R définie par
f(z,y) =2 +y> =32y — 1.

1. Montrer qu’il existe dans un voisinage de zéro une fonction implicite y = ¢ (), ¢ (0) =

1.
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2.5. DIFFEOMORPHISMES

2. Donner un développement de ¢ d’ordre 2 au voisinage de zéro.
Solution
1. fest de classe C* sur R.

e /(0,1)=0.

o 3 (z,y)=3y> =3z = 3L(0,1) =3 #0.

Donc il existe un voisinage ouvert A de 0 et un voisinage ouvert B de 1 et une fonction
unique ¢ : A — B de classe C'™ sur A vérifie :

e Ax B CR%

e 0 (0)=1.

eVre A: f(x,p(x)) =0.

eV cA:yp (2)= M tel que

9 (20(x))
g_i(“" y) =3z —3%8 (z,y) =3y" — 3z
dyou ' L) 22—
¥ (-T) = _% (x,go(x)) - — (90 (x))z
p(x) = ¢(0)+ap (0)+ ;wzw" (0) + o (a?)
‘ __—»(0)
N YT
o (z) = (22— ¢ () (z — (¢ (@)2) —(1-2p(2) ¢ (1) (2% — ¢ (z))
(z— (0 (@)’ ’
' (0) = 0
Donc

go(x):1+x+0(:c2).

Théoréme 2.5.6 Soit f: U — R tel que U est un ouvert de R?® vérifie

1. fest de classe C* (k > 1) sur U.
2. f(a,b,c) =0.
3. % (a,b,c) #0.
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Ainsi il existe un voisinage ouvert A de a et un voisinage ouvert B de b et un voisinage
ouvert C' de c et une fonction unique ¢ : A x B — C de classe C* (k> 1) sur A x B
vérifie :

a. Ax BxCcCU.

b. v (a,b) =c.

c. V(z,y) € AXB: f(z,y,¢(z,y)) =0.

d. V(z,y) € Ax B:

09 y)__aj: vy 0 (@) Op y)__% 2y, ¢ (2,))
0z =~ Y (z,y,0(z,y) Oy = 9 (2, y, ¢ (2,y))

Exemple 2.5.7 On considére la fonction f : R® — R définie par
f(x,y,2) =2 —22z+79.

1. Montrer que l'ensemble A = {(x,y,2) € R® tel que f (x,y,2) = 0} définie au voisinage
du point (1,1,1) un trajectoire d’une fonction implicite de classe C* définie d’un

owvert U de R? dans R vérifie f (x,y,p (z,y)) = 0.

2. Donner un développement d’ordre 2 de la fonction ¢ au voisinage de (1,1).
Solution

1. fest de classe C* sur R.
e f(1,1,1)=0.
o Y(ry)=32-20=9(1,1,1)=1+#0.
Donc il existe un voisinage ouvert U = A x B du point (1,1) de R? et une fonction

unique @ : U — C de classe C* sur U vérifie :
e Ax BxCcCR.
e p(1,1)=1.
oV (r,y) € AXB: f(x,y,0(x,y) =0 et

O, . plw) b, 1
0 " 2 ) -2 Y T B
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Le développement d’ordre 2 de ¢ au point (1,1) :

o(n,y) — ¢(1,1)+x2—‘£(1,1)+yg§(1 1)+; %(1,1)+%y22—;§<1,1>+
+1 (2$yaag (1, 1)) +o0 (||w,y||2) .

P1) = LFEn =255 0=,
8290 %5 (%,y) (3 (90 (ﬂﬁ,y))2 - 233) - 290 (a:ay) (630 ($,y) %‘5 (x,y) - 2) 82(:0
_2(x7 ) = 2 2 2 = 2 L1
o> (3(p (2.9)? — 22) ot
Po o _ Spl@ygE@y _ Pe
e et TR
% by (ny) -2 | 9P
970y (z,y) = ( (o (., )) —2%)2 = Dy (1,1) =10

1
o (r,y) =1+ 20—y + o (=162% — 6y° + 202y) + o (|l y[)

2.6 Exercices

Exercice 2.6.1 Montrer que les fonctions suivantes admet des dérivées partielles, et puis
calculer ces dérivées
. In (22 + 12
DF (5.9) = (@ ptana?, ) (0,0.2) = (2 + 2 sinz, D (o9) = L)
Exercice 2.6.2 Soit les fonctions définies pour tout k € N par :

kain 1 o
yr¥sin . six # 0,

0 st x = 0.

g (z,y) =

1. Montrer que go n’est pas continue au point (0,1).

2. Montrer que g1 continue au point (0,1), mais n’admet pas une dérivée partielle par

apport a x au point (0,1).

3. Montrer que g» admet une dérivée partielle g;,z au point (0,1), mais 9,2,03 n’est pas
continue au point (0,1) .
4. Montrer que g4 admet une dérivée partielle glx au point (0,1), mais 9/2/,1« n’est pas

continue au point (0,1) .
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5. Montrer que g5 admet une dérivée partielle d’ordre 2 .'g;x continue au point (0,1),

mais n’admet pas une dérivée partielle d’ordre 3 gg’x au point (0,1).

Exercice 2.6.3 Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C* sur R2.

2 — ) In (22 2y si(z zly| si (x, 0,0),
Flag) =] @ —9mE »( WFO0, ) Ve (,y) # (0,0)
0 si (xz,y) = (0,0). 0 si (2,9) = (0,0).

Exercice 2.6.4 1. Montrer que l'application f de R® dans R? définie par

f(2,y,2) = (z +y°, 2y°2),

est différentiable en chaque point (z,y,z) de R3.
2. Ecrire la matrice Jacobienne de f.
3. Méme questions pour lapplication g : R? — R3

(u,0)—g(u,v)=(u2+v,uv,e’) '

4. Ecrire la matrice Jacobienne de g o f au point (x,v,2) de R3.

Exercice 2.6.5 1. Calculer % st

z=f(x,y) =" x = cost,y = t*.

2. Calculer % et % st

z=f(z,y) oiuz;:uv,y:g.
v

3. Montrer que la fonction z = ¢ (2% + y*) vérifie I’équation :

0z 0z
y% - xa—y = 0.
Exercice 2.6.6 Calculer le gradient des fonctions :
1. fau point (2,1) si f(z,y) = 2>+ y> — 3ay.
2. f au point (5,3) si f (z,y) = /2% — y2.

3. Calculer toutes les dérivées partielles du seconde ordre de la fonction
[ @y, 2) =2y +yz + 2z

4. Montrer que la fonction u = arctan ¥ satisfait a I’équation de Laplace

Pu  O%*u B
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Exercice 2.6.7 Soit f : R? — R différentiable sur R? et ¢ : R? — R? :
(r,0)—@(r,0)=(r cos ,r sin 0)

1. Montrer que la fonction g = f o ¢ est différentiable sur R2
2. Ecrire les dérivées partielles de g en fonction des dérivées partielles de f.
3. FEcrire les dérivées partielles de f en fonction des dérivées partielles de g.

4. Donner la différentielle de g.
Exercice 2.6.8 Déterminer les extrema de [ ot

1) f(zy) = a*+y'—2@—y)?’, 2) fxy =2"+y" —2ay—y

3) f(ay) = 79 oug(r,y) =2 +2+ (cosy)’ — 2cosy,

Exercice 2.6.9 1. Trouver la distance entre un point (z,y) de R? et le centre (0,0) a
condition que

522 + 5y* + 6ay = 8.

L4+ 4 tel que x* +y* = 1.

T a

2. Trouver les extrema de la fonction f(z,y)

Exercice 2.6.10 Soient les fonctions f, g définies par :
g(zy)=2*+ 2 +ay, [(ry) =202 —4)"+ (P —1)" + (22 —4)" (1* - 1)".
1. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de g, trouver les points critiques et étudier les
extrema de g.
2. Calculer l'extrema au point (0,0) et puis montrer qu’elle est un minimum absolu sur
R2.
3. Montrer d’aprés la question 2 que f admet un minimum en 4 points que l’on détermi-
nera.
4. Nous pouvons étudier les extrema liées de g sur le cercle de centre (0,0) et de rayon r.
a. Ecrire Uexpression de g en fonction des coordonnées polaires (r,0),0 € |—m, 7[.

b. Montrer que Vf € |—m, x| :

c. Déduire que g admet un minimum liée en deux points et un maximum en deuxr points.
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2.7 Correction

Correction de I’exercice 1.6.1 :

Montrons que les fonctions admet des dérivées partielles

1. f(z,y) = (z+y)tanz?:
e La fonction z — (z + y) tana? € C sur R = % (z,y) existe.

e La fonction y — (z + y) tanz? € C* sur R = 3—5 (x,y) existe.

Correction de I’exercice 1.6.2 :
1. On a

. 1 .

ysin = six #0, ‘ ' 1
x,y) = * = lim x,y) = lim sin—=1%#0,

go ( y) 0 Si xXr = 0 (a"vy)_’(ozl)go ( y) ($7y)—>(011)y T 7é

Donc gy n’est pas continue au point (0, 1).

2.
1
lim r,y)= lim yzxsin— =0.
o (F¥) = NI, yesin g
Donc g; continue au point (0,1).
) 1) — g1 (0,1
N (0,1) = lim 22 (r.1) =6 (0.1 n’existe pas.
agj r—0 xX
3.
0 1) — g2 (0,1 0 1 1
AL EVATE R A
092
lim —— (x,y) n’existe pas.
(z,y)—(0,1) ox ( y) P
Donc % n’est pas continue au point (0,1).
4.
8294 . %(‘%1) B %(0’1)
52 0,1) = :1512% " = 0.
0? 1 1 1
(wl)iir%&l) 8524 (z,y) = (I7y1)iir%071)y (12352 sin P 6z cos . + sin 5) n’existe pas.
Donc %195‘ n’est pas continue au point (0,1). La méme démarche pour le reste.
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Correction de I’exercice 1.6.3 :

Montrons que les fonctions sont de classe C! sur R2.
Pour Montrer qu’une fonction est de classe C'* sur R? il suffit de montrer que les dérivées

partielles existent et continues sur R2.

(2 —y*)In (2 +y?) si (z,y) # (0,0),

f(zy) = 0 si (z,y) =(0,0).

1. Si (z,y) # (0,0) :

f est le composée des fonctions de classe C' sur R? — {(0,0)} et

af 2 oy, 22(2®—y?) Of 2 ooy, 2y (2% —9?)
2 — 9l 2 79 ) 2 — 9yl AN )
2. Si (z,y) = (0,0) :
g (0,0) = lin%f (z,0) = /(0.0) =0, ( l)irl%0 007 (z,y) = 0 (en utilisant les coordonnées polaies’
xXr T— xXr x,y)—(0, xXr

donc % est continue au point (0,0).

Oz
0,y) — f(0,0
f0.y) = F(0,0) =0, lim —(x,y) =0 (en utilisant les coordonnées polaies)

0
—f (0,0) = lim )
dy y—0 Y (x,4)—(0,0) Oy

donc g—g est continue au point (0,0). D’ou les dérivées partielles existent et continues
au point (0,0) = f est de classe C* au point (0,0) = f est de classe C* (R?).

- g n’est pas de classe C' (R?).
Correction de I’exercice 1.6.4 :

1. f = (f1,f2) = [ est différentiable sur R? si f;, f, est aussi.

filz,y,2) = x4+9y*eC? (R3) = f1 différentiable.
fo(z,y,2) = zy’z € C'(R?) = f différentiable.

1 2y 0
Jr = 2 2
Yz 2xyz wy

3. gof=g(f(2,y,2) =g(x+y*2y*2) = h(z,y,2) = Jyor = Jj ou bien

Jgof = Jg X Jf.
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2.7. CORRECTION

Correction de I’exercice 1.6.5 :

1. Calcul de % si

z = f(x,y) =¥ 1 =cost,y =t
0z 0z Ox 0z 8y = 3¢ 3 cost+2t2

-~ . t 2 SCost+2t22t.
o~ oot ogor (—sint) +2e

2. Calculer et az si

z = f(z,y) onx=uv y:E
v

0: _ 0:0r owoy _0: 01
ou Ordu Oy du dz " oyv’

0z 0z Ox 492 0z 0y 8z _udz
ov drdv | By ov T oz 02 oy

3. z = ¢ (2% + y?) vérifie 'équation :

0z / z / 0z 0z
29 2 2y 2 _9 2 = y— —x— = 0.
oy = 2op ( +y),8y ye (o8 %) =y 5
Correction de ’exercice 1.6.7 :
1. f : R?> — R différentiable sur R? et ¢ : R? — R? différentiable sur R?

(r,0)—(r,0)=(r cos §,r sin 0)
= f o ¢ différentiable sur R2.

2.
d af o af & 6 Py
5L (r,0) = aiaf—l—ajycaff—aﬁcosﬁ—i- 9 gin g,
o) af 0 af o 0 8
ag (r,0) = aic 5%+ 85 ag = —’I“a—]; st—I—ra—g cos 6.

3. la résolution du systéme précédent nous donne

9f rcos@ag sin 024

oz 90’
g—i = rsinH% + COS@%-
4. La différentielle de g :
Zh Og g—l—h gg hi (% cos f + g—g]; sin 9) +he <—7“g—£ sin 6 +- 7’2—5 cos Q) :
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Correction de 1’exercice 1.6.8 :
Les extrema des fonctions
L f(zy) =" +y' —2(z —y)”.
a. Les points critiques de f :

(x,y) est un point critique si

%(xa >:O7 o 433'3—4(1' y)zov
(z,y)=0 4y +4(z—y) =0
Donc les doint sont (0,0), (\/5, —\/_) , (—\/5, \/5) .
b. 2 2 2
i > o f 5 o f
arl — 1222 4 =L —12y% — 4, L — 4.
5z (&) ¥ (2,y) Y 4 500w (2, y)
e Au point (\/ﬁ, —\/5)
0% f 0% f o*f
A== (ﬁ—\/i) =0,0=%5 (f,—\/i) =20.B= 55 (f,—\/i) _ 4.
d’ou
AC — B> =400—-16 >0et A >0,
donc (\/_ , —\/5) est un minimum de f.
e Au point (—\/5, \/§) :
AC — B> =400—-16>0et A >0,
donc (—\/5, \/5) est un minimum de f.
e Au point (0,0) :
AC — B®* = 0, les deux cas possible.
D*f 5 ’f >’f 2

Donc si f admet un extrema au point (0,0) elle est un maximum.
2. f(x,y) —5@9 ol g(x,y) = 2%+ 2+ (cosy)® — 2cos y.

(a) Les points critiques de g :
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2.7. CORRECTION

x,1y) est un point critique si
Y

% (z,y) = - 21 =0 - r=0
g—g(:c,y):o —2cosysiny + 2siny = 0. 2siny (1 — cosy) = 0.

Donc les points sont (0, k7) , k € Z.

0%g 0%g &g

@('x ):2’8_342(x’y):2<Cosy_C082y>’8x—8y(x’y):0'
e Au point (0,kr), k= 2p:

g g 0*g
2pm) =2,C' = 2pr) =0,B =
A= 2(O 29| C= yQ(O,p) 0, w0y

(0,2pm) = 0.

AC — B?* = 0, les deux cas possible.
82 2 2

0°g 0°g
= 2 2 2 2
P (z,y) pe 2(0 prr) a? + o 8y(O pﬂ)nyrag(O pr) y°

= 222>0.

Alors I'extrema s’il existe est un minimum.
V(z,y) € R?: g (z,y) = 224+2+(cosy)*—2cosy = x24(cosy — 1)°+1 > 1 = ¢ (0, 2pn).

Donc ¢ admet un minimum au point (0,2pr) = f admet un maximum au point
(0, 2pm).
e Au point (0,km),k=2p+1:

A=Z40,(2p+ 1)) = 2,0 =242+ )7 = —4,B= 2L (p+ )7 =0,
AC — B* <0.

Donc g d’admet pas un extrema au point (0, (2p + 1) 7) = f n’admet pas un extrema

au point (0, (2p+ 1) 7).

Correction de ’exercice 1.6.9 :

1. La distance entre un point (x,y) de R? et le centre (0,0) & condition que

52 4 5y + 6xy = 8.
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Soit (x,y) € R?, la distance entre le point (z,y) et le centre (0,0) est définie par

d((x7y) ) (07 0)) =V x? + yz'

On définit les fonctions

flx,y) =2>+y*et g(x,y) = 527 + 5y + 6xy — 8 (les contraintes).

o (2,y) = A5 (z,9) 2¢ = A (10z + 6y) ,
o (1:9) =g, (9 2y = A(10y +62). 5¢+3y  by+ 3z
g(z,y)=0 522 + 5y? + 6ay — 8 = 0.

T = Ly,
5x2 + 5y% + 62y — 8 = 0.
. 1 1
Donc les points sont (iTE’ j:7§> , (—\/5, \/5) , (\/_, —\/5) .
1 1
t ) =1 (—ﬁ, ﬁ) _ (f,—ﬁ) _ 4
(et 3) 109

D’ot f admet un minimum 1 au points (i\%,i\%) et un maximum au points
(V2D (V2-vD).
La petite distance entre entre (x,y) de R? et l'origine est 1 et la grande distance entre

entre (z,y) de R? et l'origine est 4.

2. Les extrema de f a condition que 2% + y? = 1 tel que

_r., ¥
f (x7y> - a + b
On pose
g(z,y) = 2> + y* — 1 (les contraintes).
% (x,y) = )\g—g (x,y), % =2z, ) ,
of =\ YEN 1_ SN = — = —.
Jy (JI, y) )\ay ('I7y) ) b 2/\% 2@33 Qby
g(xz,y)=0. > +9y*—1=0.
D’otiles points sont (j: \/azberg,:I: \/a2a+b2> .
f( b a )_\/a2+b2f< —b —a )_ Vva?+b?
Va2 + b2 a? + b2 ab 7T \VaZ b2 Va2 + b2 ab
f admet un maximum —“12;1’2 au points ( TberQ, T;+b2> et un minimum —¥*--">- “;;rb2 au

: —b —a
pOlIltS <W’ W) .
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Correction de P’exercice 1.6.10 :

g(@,y) =2+ +ay, floy) =2 =4+ @ - 1)+ (227 = 4)" (» = 1)",

dg dg

Donc les points critiques de g est la solution du systéme

9% (g =0

gm(’y) xr=1y=0.

5o (,y) =0
2 2 2
%(m,y}zQ#AzQ,g—ﬁ(x,y):2:>C’:2,£—gz’,(x,y):1:>B:1.

AC —B?>=3>0et A > 0.

Donc g admet un minimum au point (0, 0).

2. Montrons que (0,0) est un minimum absolu sur R?.
V(CL‘,y) S R? : g(l‘,y) >0 29(070)

car

Y (z,y) ERz:(aJ+y)2 > .

3. Posons
X=22"-4Y =(y-1)=g(X,Y)=f(zy).

g admet un minimum au point (0,0) < 22?2 —4 = 0 et y*> — 1 = 0 ce qui donne les

points (2,1), (2, —1),(=2,1), (=2, —1).
(a)

1
g (z,y) = 2>+y°+zy = g (r,0) = r* ((cos 0) + (sin#)® + cos # sin 0) =1’ (1 + 5 sin 20) :

(b) On a

, r? ) 1 . r?
—1§s1n20§1:>5§7‘ 1+§Sln20 §35.
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by N . P . P P pa . . * 2z 2 P .
(c) Grace al'inégalité précédente on conclut que g admet un minimum liées % vérifie

2

g(r,0) = %@0:—%+k7ravec6’€]—7r,7r]
= 02—%0119: %

D’ou les points (x, y) sont (%, —\%) , (— =, = ) . On conclut aussi que g admet
un maxiimum liées § vérifie

2

g(r,0) = 3%<:>Hzg+k7rave00€]—7r,7r]
= 9:%0119:—3%.

D’ou les points (z,y) sont <—\/L§, —%> 7 <\/L§’ L) '

[\
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Chapitre 3

Intégrales multiples

3.1 Intégrales doubles en coordonnées rectangulaires :

3.1.1 Calcul direct des intégrales doubles

L’intégrale double d’une fonction f (z,y) étendue & un domaine fermé borné D est par

définition, la limite des sommes intégrales doubles correspondantes :
//f (z,y) dedy = lim ZZf (w3, y;) Dx; Ay, (2.1)
D maxAz; — 0 i J
max Ay; — 0
ou
Az = Tiv1 — T, AYj = Yje1 — Y5

et la somme étant étendue aux valeurs de ¢ et de j telles que les points (z;,y;) appartiennent
au domaine D.

Pour calculer les limites d’intégration dans une intégrale double on distingue trois types

fondamentaux de domaines d’intégration.

Théoréme 3.1.1 1. Soit P = [a,b] x [¢,d] un pavé de R? et f une fonction intégrable sur

P. Alors
b d b/ d
//f(x,y)dfvdyz/ f(x,y)dy | de.
2. Le domaine d’intégration D est limité a gauche et a droite par les droites x = a

et x = b(b > a), en bas et en haut par les courbes continues y = ¢, () ety =
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3.1. INTEGRALES DOUBLES EN COORDONNEES RECTANGULAIRES :

0y () (@y () > @y (2)). Dans le domaine D la variable x varie de a o b et la variable
y pour x constant de y; = ¢, (x) & yo = @y ().
Le calcul de Uintégrale (2,1) peut se ramener a l'intégration d’une intégrale simple

d’apres la formule

b po(z)

//f(:v,y)dxdy —/ / [z y)dy | dr.
D a »1(2)
()
ot quand on calcule [ f(x,y)dy, la grandeur z et supposé constante.
v1(2)

3. Le domaine d’intégration D est limité inférieurement et supérieurement par les droites
y=cety=d(d > c), a gauche et a droite par les courbes continues x = 1, (y) et

x =1y (y) (Vg (y) > 1y (y)). De méme que précédament, on a

d [¥2(y)
//f(fv,y)dﬂfdy =/ / Sz, y)de | dy,
D ¢ ¥1(y)
Yo (y)
en outre dans Uintégrale [ f (x,y)dx, y est supposée constante.
¥1(y)
11
Exemple 3.1.2 1. Calculer Uintégrale I = [ [ (z + y) dydz.
0z

ZZ(aery)dyd:c]([xynL%y?l) de({er%x?%xz]:) dm:%,

0

2. Déterminer les limites d’intégration pour Uintégrale [ [f (x,y)dzdy ou le domaine
D

d’intégration est limité par Uhyperbole d’équation y* — 2% = 1 et les droites v = 2,1 =

—2.
-1 =1 y=2V1+a2
Donc
2 V1422
//f(fc,y)dxdyz/ / f(z,y)dy | dz
D —2 \-viTa?
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3.1. INTEGRALES DOUBLES EN COORDONNEES RECTANGULAIRES :

3 5
3. Caleuler Uintégrale I = [dy [ (x4 2y)dx.

-3 y2,4
3 s 3 , % \
[:/dy/ (a:+2y)dx:/dy{§x2+2xy} /<§ 25— (y —4)2>—|—2(5—(y2—4))y
-3 24 -3 -3 ’

Remarque 3.1.3 En particulier si D est un pavé de [a,b] X [c,d], alors

//f T,y dwdy—/ 7f(:v,y)dy d:v—7 7f(:v,y)dfc dy.

[a,b] X [c,d]

De plus si f (x,y) = h(x)g(y) on alors

b d
// f(z,y) dedy = /h(x)d«%’ X /g(y)dy
[a,b] X [c,d] a c

3.1.2 Propriétés des intégrales doubles

1. L’ensemble des fonctions intégrables sur une partie mésurable D de R? est un espace

vectoriel et

//(af(flay)+ﬁg(x,y))dfvdyza//f(x,y)dwdwﬁ//g(x,y)dfvdy

2. Soit f > 0 et intégrable sur D, alors

[ [ @y dsay =0

3. Si f est intégrable sur D, alors |f| est intégrable sur D et

//f(x,y)dxdy 5//|f(x,y)|dxdy,

4. Soit A, B deux parties mésurables de R? telles que mes (AN B) = 0 et f est intégrable
sur A et B, alors f est intégrable sur AU B et

lulf(x,y)dmdyz/A/f(x,y)d:vdy+/B/f(x,y)dxdy‘
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3.2. CHANGEMENT DE VARIABLES DANS UNE INTEGRALE DOUBLE

3.1.3 Interpretation géométrique d’une intégrale double
Soit
Z = {(z,y,2) € R? (z,y) € D une partie mésurable de R* et z = f (z,y)} .

1= f f f (z,y) dzdy s’interprete comme le volume V' du corps délimité par D, la surface
D

> et la surface cylindrique dont les génératrices sont paralleles a 1’axe oz et s’appient sur la

frontiére de D.

3.2 Changement de variables dans une intégrale double

Théoréme 3.2.1 Soient D et S deux parties mésurables de R? et g une application bijective

de D dans S définie par
g (u,v) = (z (u,v),y (u,v)).
Supposons que g posséde les deux propriétés suivantes :

1. gest de classe C' sur D i.e que les fonctions x (u,v) ety (u,v) ont des dérivées partielles

continues dans D.

2. Le Jacobien de g

oz oz
[y ) =| % % | 20,9 (w0) € D.
ou  Ov

Alors on a la formule de changement de variables

[ [tamdsay= [ [ floo)ls () dud.
s )

D=g—1(S
3.2.1 Coordonnées polaires

Les coordonnées polaires définissent une application de classe C' de R? dans R2.p :

(r,0) — ¢ (r,0) = (rcosf,rsinf) dont le jacobien est

dxr Oz .
| 5 35| | cos 0 —rsinf B
a0 Sin 9 T COS 0

mais cette application n’est pas bijective sur R?. Si l’on restreint g 4 une partie D de R? telle

que g|p soit bijective, alors la formule de changement de variables précédentes nous donne
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3.2. CHANGEMENT DE VARIABLES DANS UNE INTEGRALE DOUBLE

dans ce cas

//f(at,y)dxdy: // f (rcosf,rsin®)rdrdd.
S D=g=1(5)

Remarque 3.2.2 Dans le cas ot le domaine S est délimité par deux courbes dont les équa-

tions en coordonnées polaires sont connues
ABC 1 o=, (0), AEC : o = ¢, (0) .

Alors

02 p(02

)
/S/f (z,9) dxdy:/ / f (rcosf,rsin@) rdrdf.

01 ¢(01)

Exemple 3.2.3 1. Calculer Uintégrale [ [\/1— 2% — y?>dxdy, ou le domaine S est le
s
cercle de rayon R =1 et de centre a l’origine des coordonnées.
Solution :

En posant

r=rcosf,y =rsinf = \/1—x2—y2:\/1—7"2.

Puisque dans le domaine D, la coordonnée r pour 0 arbitraire varie de 0 a 1 et 0 varie de 0

a2m, ona

D={(r,0) eR?/0<r<1,0<6<2r},
127

[ [T =22 = yPdedy = [ [VI—r%rdrdd = 2.
S 00

2. Calculer Uintégrale [ [xydxdy telle que
S

S = {(:r;,y) € R?*/z% + ¢/ <R2,x>0,y>0}.

En utilisant les coordonnées polaires

P+ <RPe0<r <R,

m>0,y>0@rcos@>0,yzrsin€>0(:)6’€]0,§[.

D’ot
D={(r§) eR?/0<r<R0<0<Z},

3 R 3
[ [zydaxdy = [ [r*rcos@sinOdrdd = [r3dr [ cos @ sin0df = %4.
s 0 0 0

o=
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3.3. INTEGRALES TRIPLES

3.3 Intégrales triples

3.3.1 Intégrales triples en coordonnées rectangulaires :
Introduction :

Soit f une fonction réelle de trois variables réelles définies sur une partie mésurable V/
de R3.
VC R® - R.

(@) f(@y.2)
L’intégrale triple de la fonction f étendue au domaine est par définition, la limite des sommes

intégrales triples correspendantes :
///f (z,y, z) dedydz = lim ZZZf (i, yj, 21) Dz Ay; Dz, (2.2)
1% maxAzx; —0 i i k
max Ay; — 0
max Az, — 0

Le calcul de l'intégrale triple se raméne au calcul succissif de trois intégrales simples ou au

d’une intégrale double et d’une intégrale simple.

Remarque 3.3.1 En particulier si f (z,y,z) =1 sur'V ou

V={(z,y,2) eR¥Ja<x < b (1) <y < g (), ¢ (2,y) <2<y (2,9)}

Alors [ [ [f (x,y,z)dzdydz représente le volume de S.
v

Exemple 3.3.2 Calculer Uintégrale I = [ [ [2*y?zdxdydz ou le domaine V est définie par
1%
les inégalités 0 <z < 1,0<y <z,0< 2z < xy.
1 T Ty 1 x 1 T

11" 1
I = / / /x3y2zdz dy | dx :/ /x3y2 {522} dy | dx = 5/ /:L‘5y4dy dx
0

0 0 0 0 0
1 z

0 0
1 o, 1
- 10//”1j 9= 1o
00

Théoréme 3.3.3 (Changement de variables dans une intégrale triple)
Soient D et D deux parties mésurables de R® et g une application bijective de D dans
D' définie par

g (u,v,w) = (z (u,v,w),y (u,v,w), z (u,v,w)) .
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3.3. INTEGRALES TRIPLES

g est de classe C' sur D et telle que le Jacobien de g

oz Oz O
ou Ov Ow

| Jg (u, v, w)| = 3—3 % g—i # 0,V (u,v,w) € D.
ou OJv Ow

Alors on a la formule de changement de variables

///fxy, dxdydz_///f w0, w)] [, (1, 0, w)| dudvdu.

Dng

3.3.2 Application du théoréme précédente au changement de va-

riables en coordonnées cylindriques

En posant
x =rcosb,
@ (r,0,2) = y =rsinf,
z e R.

¢ est de classe C! sur R? et J, (1,0,2) = -
En considérant un domaine mésurable D de R? tel que ¢ : ! (D') — D soit bijective

et f une fonction intégrable sur D, alors on a

///f T, 2 d:z:dydz-///f (rcos@,rsin, z) rdrdfd:z.

_1(D

Exemple 3.3.4 Calculer Uintégrale I = [ [ [27+V dzdydz ou
D
D = {(x,y,z) eR®224+y*<a’a>00<2< 1.}

On utilise le changement de variables en coordonnées cylindriques

xr =1rcosb,
p(r,0,z) = y =rsinb,
z eR.

2?4y < der<der<a.
Donc
D :gp_l(D):{(r,Q,z)€R3,0<r§a,0§z§1,06[0,2#]}.
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3.3. INTEGRALES TRIPLES

et
a 1 2r a 1
///zx2+yzdxdydz = ///zrzrdrdedz:Qﬂ/r /zr2dz dr
D 000 0 0

1

= 27T/T|: 1 zrul} drzﬂln(a2+1).

r2 +1 0
0

3.3.3 Application du théoréme précédente au changement de va-

riables en coordonnées sphériques
En posant
x=rcospsinf,0 <y <27
Y (r,0,z) = y=rsinpsing, 0 <0 <7
2z =rcosf.

On a ¢ € C'(R?) et

9r  Jz Oz cospsin® rcospcosf —rsinfypsinb

or 00 0Oy
) . ) . 2
| Jy (r,0,9)| = % % g—i’, = | singsinf rsingcosf rcospsing | =r"sinf.
0z 0z 0z :
o 96 op cos 6 —7sin 0 0

En considérant un domaine mésurable D de R? tel que v : ¢p~' (D) — D soit bijective et

|Jy (r,0,0)|,Y (r, 0, 0) € ¢~ (D), alors on a

///f (x,y, 2) da:dydz:///f (7 cos @sin 0, r sin p sin 6, r cos ) r? sin Odrdfdp,
D $~1(D)

pour une fonction intégrable sur D.

Exemple 3.3.5 1. Calculer lintégrale I = [ [ [\/2? + y? + 22dzdydz ou
D

D ={(z,y,2) e R}, 2" +y* + 2> < R*}.
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3.4. EXERCICES

On utilise les coordonnées sphériques

.
X =1rcospsinf,

y =rsingsind,
z =rcosb,
PP+ 2<RerP?P<Rs0<r<R,
x>0<rcospsind >0

12
. . :>(97()0)€ [075] )
y>0<& rsinpsing > 0

z>0&rcosf>0=40c¢c [—%,%]
d’ot o
R 3 3

4
///\/aﬂ + y? + 22dxdydz = ///7“7“2 sin Odrdfdyp = %
D 000
2. Calcul de volume d’une sphere de rayon R i.e I = [ [ [dxdydz ou
D
D ={(z,y,2) e R®, 2> +y* + 2> < R*}.

Par lutilisationdes coordonnées sphériques on obtient

/

D' =y " (D)={(r0,p) eR0<r<R0<p<2r,0<60<7}.

et
R 2w w

4 3
///dxdydz: ///7“2 sin @drdfdy = W?)R .
D 000

3.4 Exercices

Exercice 3.4.1 Calculer les intégrales doubles

° IlszxQd:z;dy lorsque D = {(z,y) e R?, 2z > 0,1 < 22 + ¢y < 2}.
D
o Iy = [ [drdy ou D = {(z,y) e R® y <a <y’ 1 <y <2}

D
o Iz = [[(2z— y)2 dxdy ou D est le paraléllograme limité par les droites d’équations
D
y=x,y=2zry=x+1,y =22 —2.
Exercice 3.4.2 Calculer les intégrales
o/, = ffdxdy ou D est limité par les courbes y = ax,y = 2,y = %,y = % telle que
D

a>1,b>1,x>0 (utiliser le changement de variables v = %,y = uv).
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3.5. CORRECTION

o[, = ffx2+ydxdy0uD {(x,y) eR%y > 0,22 + > —x > 0,22 +y* —y < 0}.
o [3 = fffxyz 1 —x—y—2z)dxdydz ou D est limité par les plans d’équations x =
D

0,y =0,2=0¢etx+y+ 2z =1 (utiliser le changement de variables v = u(l —v),y =
wo (1 —w),z =uvw).

+oo
Exercice 3.4.3 Le but de cet exercice est de calculer Uintégrale I = [ e da définie comme
0

la limite im I,, ou I,, = [e=" dx.
n—-+00 0

Pour n € N, considérons le quart disque D, = {x? +y?> <n? x>0,y > 0} et le carré
C,={0<z<n0<y<n}.

1. Calculer les intégrales J,, = f fef(x2+y2)dxdy, Jon = [ f67($2+y2)dxdy.

Do,

2. Considérons l'intégrale K, f f (=t )dxdy, montrer que I, = (In)g.

3. D’aprés un dessin de D,,, C,,, Dgn, expliquer pour quoi J, < K, < Jo,.
4. Qu’elle est la limite de J,, et Jy, et de K,, quand n — 4o0.

5. Trouver I.

Exercice 3.4.4 1. Calculer les intégrales

I = // 7 —|—y dzdy, I = /// dzdydz,

— (22 + 2+ 2 )%

ot Dy est limité par lellipse d’équation (%)2 + (%)2 =1, en utilisant le changement de
variavles

T = aucosv,y = businv
ethz{(a:,y, z) € R3, 1§x +y? + 22 <4}

2. I3 est le volume de l’ensemble D telle que D est une partie limité par la sphére de

centre 0 et de rayon 1 et le cylindre d’équation x* + y*> —y = 0.

3.5 Correction
Correction de P’exercice 2.4.1

e Pour [; en utilisant les coordonnées polaires &
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3.5. CORRECTION

d’ou
V2 5 .
// rcos@ rdrd0—§ g
%
29>
o, = ffdxdy—g—%.
o ;= ff 2z —y ff 2z —y dxdy+ff (22 — y)* ou

DI:{(x,y)eR2,0§y§2,§SxSy},Dgz{(aay)6R272§ys4,y—1§x§%H}.

Correction de ’exercice 2.4.2

e Pour [, en utilisant les coordonnées polaires. D est une partie du plan comprise entre

le cercle de centre (1,0) et de rayon 1 et le cercle de centre (%, O) et de rayon % D’ou

2 2 cos 0

I — / / r (cos — Sln@)rdrdQ—z—l.
4 2

cos 0

Correction de l’exercice 2.4.3

1. Par l'utilisation des coordonnées polaires

LJ_// Prdrd) = = Q—-ﬂ b”l// rmw_g(-ﬁﬁ)

Wl

2.
K, = //6_($2+y2)dxdy = //e‘xQG_dexdy = /e‘zgdz /6_y2dy = (I,,)%.
Cn 0 0 0 0
4.
lim J, = lim Jo, =~
n—+0o0o n—+o0o 4
lim J, < lim K, < lim J;, = lim K, = lim J, =
n—-+0o00 n—-+o0o n——+00 n—-+00 n——+00
D.



3.5. CORRECTION

Correction de ’exercice 2.4.4

1. Pour I; = [ [ (2? + y?) dzdy. en utilisant le changement de variavles

Dy
T = au cosv % %
= |J¢| = = abu.
. f dy Oy
y = businv = 5

D' = {(u,v) € R? (u,v) € [0,1] x [0,27]}. Donc

I, = // aucosv)” + (businv) ) abududvy = azb (a2 (cosv)? 4 b? (sin v)2) dv
0

- L@

L= / / / drdydz.

— (22 +92 +z2)%

On utilise les coordonnées spherlques

x =1rcospsinf,
y =rsingsinf, = drdydz = r?sinfdrdfde,
z =rcosb,

1<+ +2<4e<r<2

Donc
, 1

D %n&@ {§§r310§¢§2m0§9§w}
et

2 27w

1 1 1\?2
Iy ——/// rsinOdrdfdy = —4 ((a—8)2—<a——> >
3 8
10 a — (7‘2)2

Chargé de Module :
Boufenouche Razika,
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