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Introduction

Dans ce cours, nous nous intéressons a I'analyse mathématique et numérique de pro-
blémes de contréle optimal gouvernés par des équations aux dérivées partielles semi-
linéaires elliptiques. Trois grands axes sont considérés

1. Existence d’un contrdle optimal
2. Etablissement des conditions d’optimalité du premier et du second ordre
3. Approximation numérique

Les deux premiers points seront abordés au premier chapitre, le dernier point au se-
cond chapitre.

Ces notes ont été rédigées dans le cadre du mémoire de Master en Analyse Fonction-
nelle de Meriem Denbri et Lamia Khelifouche [8], encadré par mes soins et soutenu en
2018. Ce mémoire se base a son tour sur I'article de Nadir Arada, Eduardo Casas et
Fredi Tréltzsch [1].
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Chapitre 1

Controle optimal d’équations
semi-linéaires elliptiques : Analyse
mathématique



2 CHAPITRE 1. ANALYSE MATHEMATIQUE

1.1 Introduction

Dans toute la suite, 2 est un ouvert borné de R" (n = 2, 3) de frontiére I" de classe
C11. Lobjectif de ce chapitre est d’étudier un probléme de contréle optimal gouverné
par une équation aux dérivées partielles semi-linéaire elliptique donnée par

{ —Ay+ f(y)=u dans Q, (A1)

y=20 surT.

On supposera que f satisfait 'hypothése suivante :

H1 - f est une fonction de Carathéodory de 2 x R — R. Pour tout = € €, f(x,-) est
de classe C* avec D, f(x,-) > 0. Pour tout M > 0, il existe Cys > 0 tel que

[f (@, 9)[ + [Dyf(x,y)] < Oy V(2,y) € Qx [-M, M].

Dans (1.1), la fonction « désigne un contréle et on notera y, la solution associée a
u. Nous énoncerons plus loin les conditions garantissant I'existence, I'unicité et la ré-
gularité de solution de (1.1). Lobjectif est d’étudier I'existence d’'un contréle optimal et
d’établir les conditions d’optimalité pour le probleme suivant

Minimiser J(u) /]yu yal?* dz + 2 /u\ dx

UE Uy ={ueL>®Q)|a<u(z)<p pourpt ze},

(P)

ou yg € L>(9) est une fonction fixée, A > 0, o, 5 € R.

Le plan du chapitre est le suivant : dans la section 1.2, nous étudions I'existence, I'uni-
cité et la régularité des solutions pour une classe d’équations aux dérivées partielles
linéaires. Ces résultats nous seront ultérieurement utiles dans I'analyse de la solvabilité
de I'équation d’état, de I'’équation adjointe et dans I'établissement des conditions d’op-
timalité. Se basant sur le théoréme de Minty-Browder et utilisant des propriétés de mo-
notonie, de continuité et de coercivité de I'opérateur semi-linéaire associé a I'équation
d’état, nous commencons par établir I'existence d’une solution faible correspondante.
Utilisant le principe du maximum, nous montrons que la solution est continue et énon-
cons des résultats de régularité supplémentaires. Dans la section 1.3, nous établissons
I'existence d’'un contrdle optimal. Les conditions d’optimalité sont alors abordées dans
la section 1.4. Nous commencons par établir certaines estimations utiles et par étudier
la différentiabilité de I'application associant I'état au contréle et celle de la fonctionnelle
colt. Des conditions nécessaires d’optimalité du premier et du second ordre sont alors
établies et des conditions suffisantes d’optimalité énoncées.
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1.2 Solvabilité de I’équation d’état

1.2.1 Equations linéaires

Dans cette section, nous étudions la solvabilité (existence, unicité et régularité de solu-
tion) d’une classe d’équations aux dérivées partielles linéaires elliptiques.

Proposition 1.2.1. Soit g € L?(Q) etb € L*(Q) avec b > 0. Alors I'équation

{ —Az+bz=g dans Q,

z=0 sur’l, (1.2)

admet une solution unique dans H&(Q). De plus, 'estimation suivante est satisfaite

2lm1 ) < Cpllglliz ),
ou Cp est la constante de Poincaré.
Démonstration. La formulation variationnelle associée est de la forme

{ Trouver z € H} () tel que
a(z,¢) = F(¢) V¢ € Hy(9),

ou «a est la forme bilinéaire définie par
a(z,0) = (Vz,Ve) + (bz, )  Vz,¢ € Hy(Q) (1.4)
et ou F est la forme linéaire définie par
F(¢)=(9.0) Vo€ Hy().
Vérifions que a est coercive dans H}(€2). Prenant en compte le fait que b > 0, on obtient
a($,0) = (V6, V) + (bd,0) = ||V 72(0) + (b6, 6)
= 10l3 @) + (06, 9)
> |0l Vo€ H(Q).

Prouvons a présent que a est continue dans H{ (). En utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwartz et l'injection de Sobolev

I9llLs) < Cslélpy Vo € Hy(9),
il vient que
la(w, ¢)| = [(Vw, V¢) + (bw, ¢)|
<[Vl 2 [IVOl L2(0) + 16l L2 () [wdll 2 (o)
<Vl L2 IVl 2(0) + bl 2@)llwll o) |8l L1
< (1+ C3lIbll 2 lwl gyl dlmy)  Yw, ¢ € Hy ().
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Finalement, en utilisant I'inégalité de Poincaré et des arguments classiques, on obtient

IE(@)] = 1(g: )| < l9ll2@lldllo) < Crllallz@ldlme) V¢ € Ha(),

montrant ainsi la continuité de F. Les conditions d’application du théoreme de Lax-
Milgram étant satisfaites, nous déduisons que I'’équation (1.2) admet une solution faible
unique z € H} ().

Pour obtenir I'estimation a priori correspondante, posons ¢ = z dans la formulation
(1.3) et utilisant la coercivité de a et la continuité de F, nous obtenons

2l @) < alz2) = F(2) < Crliglrz)|luyo).
et donc

12|51 ) < Cpllgllze)-
Ceci termine la démonstration. O

Comme nous le verrons dans la proposition 1.2.3 ci-aprés, la solution faible de (1.2)
est plus réguliére que HE (). Ce résultat est une conséquence des résultats classiques
énoncés dans le lemme suivant.

Lemme 1.2.2. Soitg € L1(Q2) avec 2 < q < +oo. Alors I'équation

(1.5)

—Ap=g dans €,
¢=0 surl,

admet une solution unique ¢ € H}(Q2)NW24(Q). De plus, on a les estimations suivantes

19l @) < Cllgllizz e, 9llw=a() < CllgllLe),
ou C > 0 est une constante indépendante de g.
Démonstration. Voir [13] et [9]. O

Proposition 1.2.3. Soient g € L1(Q2) etb € L9(N2) avec 2 < q < +oo etb > 0. Alors
la solution du probléme (1.2) appartient 4 W24(Q)). De plus, les estimations suivantes
sont satisfaites

I2lle@ < Cillgllzay,
I zllw2a) < Co (14 16l o)) N9/l Lace)
ou C; et Cy sont des constantes positives indépendantes de b et de g.

Démonstration. Nous divisons la démonstration en trois parties. Dans les deux pre-
miéres, nous montrons que la solution appartient a L>°(Q2) et établissons I'estimation
correspondante. Nous déduisons alors le résultat de régularité (et I'estimation corres-
pondante) dans la derniére partie.

Partie 1. Supposons dans un premier temps que g > 0. Prenant alors en compte le
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signe de b et appliquant le principe du maximum (cf. [13]), il vient que la solution de
I'équation (1.2) satisfait
z > 0.

Soit alors ¢ la solution de (1.5) et posons w = ¢ — z. Il est facile de voir que w = ¢ — z
est la solution de I'équation

—Aw = bz dans €,
w=20 surl.

Appliquant encore une fois le principe du maximum, il vient que w > 0, i.e.
z < @.
Combinant les deux résultats, nous déduisons que
0<z2< 9,

et donc
21l oo () < Dl zoe(2)-
De l'autre coté, grace au lemme 1.2.2, nous savons que ¢ € H?(Q2) et que

91l zr2(02) < CllgllL2(0)-
Rappelant 'injection de H2(Q2) dans C(Q), nous déduisons finalement que

12l z=(0) < [9llc@) < Cllollaz) < Cllgllrz@),

ou C' est une constante positive indépendante de b et de g.

Partie 2. Considérons maintenant le cas général. Soit g+ et g~ les parties positives et
négatives de g de sorte que g = g™ — g~. Notons z; et z; les solutions de I'équation
(1.2) correspondant a g™ et g—, respectivement, i.e.

—Az +bz =g" dans Q,
—Azo +bzyg =g~ dans €,
z1=0 surl,
290 =10 surI.

D’aprés la partie 1, on a
211l ) < Cllg™ ll2(0),
et donc
—Cligllr2) < =Cllg*llr2@) < 21 < Cllg™ll2) < Cllgllrz)-
De la méme fagon, on trouve que

—Cllgllz2) < =Cllg™ l2@) < 22 < Cllg™ [Iz2() < Cllgllz2()-
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Observant que z = z; — zy, il vient que
—Cllgll2(@) < 2= 21— 22 < Cllgllr2(0)>
et par conséquent
2]l @) < Cillgllze@)
ou (1 est une constante positive indépendante de b et de g.

Partie 3. Soit z la solution de I'équation (1.2). Alors z est la solution du probleme (1.5)
correspondant & —bz + g € L4(Q). D’aprés le lemme 1.2.2, » appartient a W?24(Q) (ce

qui, grace a l'injection de Sobolev, implique que z appartient a C(2)). De plus

[ 2llw2a) < C (I1b2]| o) + 119l Le(e))
< C (I8l o lzlle@) + lgllzo )
< O (Cillbll Loy llgllzz@) + N9l Lace))
< Co (14 bl Lage)) 19l Lo

ou C et Cy sont des constantes positives indépendantes de b et de g. O

1.2.2 Equation d’état

Lanalyse du probléme de contr6le optimal nécessite une étude approfondie de la
solvabilité de I'équation d’état (1.1). Des résultats d’existence, d’'unicité et de régularité
de la solution faible correspondante feront I'objet de cette section.

Lexistence d’une solution y,, € HE(Q2) N L>=(Q2) de I'équation d'état peut-étre prouvée
comme suit :

e Nous commencons par tronquer f en considérant, pour k£ € N, la fonction

{ F( k) +Dyf(-, k)(z—k) siz >k,

ful2) =19 f(-2) si |z <k,

f(,—k)+Dyf(-, —k)(z+ k) siz < —k.
Cette fonction est de classe C' par rapport a la seconde variable et sa dérivée satisfait
Dyfe(z,) >0 ptazeQ, (1.6)

et
| Dy fr(, ')HC(R) = || Dy fr(z, ')chfk,k]) < Ck p.t.z e (1.7)

Ce sont ces propriétés qui nous permettront de prouver que I'opérateur

“A - fi()  HY(Q) — HNQ)
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est monotone, continu et coercif et qu'il existe donc une solution unique y, € Hi ()

vérifiant
—Ay + fr(x,y) =u dans Q, (18)
y=20 surI'. '

e En utilisant des arguments classiques, nous prouvons ensuite que (yx)x est unifor-
mément bornée dans L>°(Q) et que, pour k suffisamment grand, on a

TeCyr) = Fsyk)-

Par conséquent y, € Hi(Q2) N L°°(Q) est solution de I'équation d’état (1.1). Commen-
cons par énoncer le théoréme de Minty-Browder.

Théoreme 1.2.4. Soit E un espace de Banach reflexif et soit A une application non
linéaire et continue de E dans E'. Supposons que

(A(21) — A(22), 21 — 22) g p > 0 pour tout z1, zo € E avec z, # zs,
et

i (A(2)2) e B

||| g—+o0 2]z

= +00.

Alors pour tout L € E’, I'équation Az = L admet une solution unique z € E.

Dans la proposition suivante, nous établissons I'existence d’'une solution faible au
probléme "tronqué” (1.8).

Proposition 1.2.5. Si H1 est satisfaite et siu € L*(Q2), alors le probléme (1.8) admet
une solution unique yi, € H(2). De plus, I'estimation suivante est satisfaite

wly < Cp (Il + 17,0l 2ey)
ou Cp est la constante de Poincaré.

Démonstration. Considérons les applications A et L définies par

<A(z)7¢>H—1,Hé = (VZ,V(b) + (fk(vz) - fk('70>7¢)7

et
<L7 ¢>H*1,H3 = (u - fk('vo)v ¢) .

La formulation faible associée au probleme (1.8) est équivalente a
{ Trouver y € H () tel que (1.9)

<~A(y)7¢>H*1,H% = <L7¢>H*1,H& Vo € H&(Q)

Lidée est d'utiliser le théoréme 1.2.4 pour montrer que (1.9) admet une solution faible
unique.
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Commengons par remarquer que pour tout z1, z2, ¢ € H}(2), on a
(A(z1) = A(22), 0) g1 gy = (V (21 = 22), V@) + (fi (- 21) = fa (5 22) , @)
= (V (21 — 22), V@) + (bp(:, 21, 22) (21 — 22) ,0),  (1.10)
1
ou by (-, z1,22) = /0 Dy fr(-,0z1 + (1 — 0)z2) db.

e Pour montrer que I'opérateur A est continu de H}(2) dans H~1(f2), considérons une
suite (zy,),, convergeant vers z dans H}(Q). Prenant en compte (1.7), utilisant (1.10) et
I'inégalité de Soboley, il vient que

(A=) = An), ) g1 1y

=|(V(zn = 2), V) + (bk(-, 20, 2) (20 — 2) , 0)|
<o = 2lma ) 191520

116k (5 2ns 2)[| oo () 120 = 2l 200y 19]] 2

< |zn — Z|H3(Q) |¢’H3(Q) + Ck [l2n = 2l 120 18]l L2 ()
< (1+ C%C%) |z — g1 19l @)

ou Cp est la constante de Poincaré. Par conséquent

[A(z) = A(zn)l[g-1 = sup ‘<A(z)—A(Zn),¢>H—1,H5

1<1
\¢|HO

e Prouvons a présent la monotonie de A. Posant ¢ = z; — 2z, dans (1.10) et prenant en
compte (1.6), nous déduisons que

(A1) = Alez), o = )y =11 = 2l + [ uleoin) (a1 - 20 do

>0
2
> |z ZQ’H(%(Q)

>0 Si 21 # 2.

e De méme, choisissant z; = z et zo = 0 et remarquant que .A(0) = 0, il vient que

(AG) 2 gm 2l

Zlme 7 Elme

et donc

|Z‘H(1)(Q)_>+OO ‘Z|Hé Q)
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montrant ainsi la coercivité de A.

e Finalement, utilisant 'inégalité de Poincaré, on obtient
< (lull ey + 17, 02y ) 1912y

<Cp (HUHLQ(Q) + Hf(aO)HLQ(Q)) ‘¢|H&(Q) :

<L7 ¢>H—1,Hé

Les conditions d’application du théoréme de Minty-Browder étant satisfaites, nous dé-
duisons que le probleme (1.9) admet une solution unique y;. De plus, posant ¢ =
dans (1.9) et utilisant des arguments similaires, on obtient

|yk|§13(n) < <A(yk)ayk>H717H(% = <L’yk>H*1,H3
< Cr (Il ey + 1 ¢ Oz ) Wl g

ce qui implique que

el < Cr (Il zzgy + 1760l 2y )
et termine la preuve. O

Nous allons prouver a présent que la solution faible de I'équation (1.8) est continue
sur Q.

Proposition 1.2.6. Si H1 est satisfaite et siu € L*(Q), alors la solution de (1.8) appar-

tient a C(Q2). De plus

lolle@ < O (lullzzg + 170l )
ou C est la constante donnée dans la proposition 1.2.3.

Démonstration. Nous savons déja que le probléme (1.8) admet une solution unique
yr € HL(2) (voir proposition 1.2.5). Cette solution satisfait

—Az+ bz =u— f(-,0) dans €,
z=0 surl,

1
ol by(z) = [ D,f(z,0yx(x))db. Grace a la proposition 1.2.3, y;, € H?(Q2) — C(Q) et
0 Y

satisfait
Il < Cllu = £ 0z < Cr (lull ey + 1550l 2y

ou C7 > 0 est indépendante de k, de f et de w. O
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Finalement, nous sommes en mesure de montrer I'existence d’'une solution de
'équation d’état dans H}(Q2) N W24(Q). Plus précisemment, nous avons le résultat
suivant.

Théoreme 1.2.7. Si H1 est satisfaite et siu € L(Q) (2 < ¢ < +o0) avec [lul|, < M,

alors I'équation (1.1) admet une solution unique y,, € H(Q) N W24(Q). Cette solution
satisfait les estimations suivantes

vy + Ivalle@ < € (176,00l ey + lull 2y )
||yu”W2’q(Q) < C]Ma
ou C et Cy; sont des constantes indépendantes de f et de w.

Démonstration. Soit k tel que
k> C (Il gy + 170l gy ) -

ou C est la constante dans la proposition 1.2.6. Soit v, € H}(2) N C(Q) la solution de
(1.8). Gréace a la proposition 1.2.6, on a

lolle@ < Cu (llullzzy + 15 0)ll 2y ) < &
et donc
TeCur) = fFCoye)-

Autrement dit, yx est aussi solution de (1.1). Reste a prouver I'unicité de la solution
dans H}(Q) N C(Q). Supposons que y; et yo sont deux solutions de (1.1). Utilisant des
arguments classiques, nous pouvons facilement voir que z = y; — y» est solution de

{ —Az+bz=0 dansQ, (1.11)

z=0 surl,

~ 1 ~
oub= / Dy f(+,0y1+(1—0)y2,u)df > 0. Une fois que b € L*(2), d’aprés la proposition

0

1.2.1, nous déduisons que le probléme (1.11) admet une solution unique et que
12l 22y < Cp Izl g3 <0

impliquant que z = 0, i.e. y1 = y2 p.p.

Lestimation dans H} () N C(Q) suit directement de celle de y;. Lestimation dans
W24(Q) peut-étre déduite en remarquant que y,, satisfait

—Ay+by =u— f(-,0) dans €2,
y=0 surT,

1
oub= / D, f(0y,) df et en appliquant I'estimation dans la proposition 1.2.3. O
0
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Finalement, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 1.2.8. Si H1 est satisfaite et si u € L>(Q2) est tel que ||ul|;« < M, alors
I'équation (1.1) admet une solution unique y,, € H} (Q)NW?2P(Q), pour tout2 < p < +oc.
Cette solution satisfait les estimations suivantes

Wulgp) T 1Yullc@ <€ <||f('70)”L2(Q) + Hu||L2(Q)> ;

”yuHW2»P(Q) < Cu,

ou C et Cy; sont des constantes indépendantes de f et de wu.

Remarque 1.2.9. Une conséquence directe du Corollaire 1.2.8 est que y, € CoH(Q).
En effet, en choisissantp > n, on a W??(Q) — C%(Q).

1.3 Existence de contréle optimal

Le but de cette section est d’établir I'existence d’'un contréle optimal. Nous commence-
rons par un résultat de continuité sequentielle de I'application u — y,,.

Proposition 1.3.1. Soit (uy,), une suite uniformément bornée dans L>° () convergeant
vers u pour la topology faible de L*(12), et soient y,,, ety, les solutions de (1.1) corres-
pondant a uy, et u, respectivement. Alors

Y, 22E 0 dans HE(Q) N C(Q).

Démonstration. Supposons que [|u|[ ;) < M. Grace au théoreme 1.2.7 et a la re-
marque 1.2.9, on a

‘yuk|Hé(Q) + HyukHCo,l(ﬁ) < Cuy,

ce qui implique que la suite (., ) est uniformément bornée dans H;(22) N C%'(Q). Il
existe alors une sous-suite, encore indexée par k, et y € H}(2) N C%L(Q) tel que

Yu, —y  faiblement dans H}(Q).
De plus, l'injection de C%!(Q) dans C(Q) étant compacte, il vient que

Yy, —> y  fortementdans C(Q).
k——+o0

Par conséquent,

1 Co) = 2@y = ||or =)

£2() [ y”Loo(Q)

i = [

< Ou Yy, = Yll oo () oo 0,
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1
ou by = / Dy f(-, 0y, + (1 — 0)y) db. Prenant en compte ces résultats de convergence

0
et passant a la limite dans la formulation faible correspondante a y,,

(Vur, VO) + (f (35,) » 0) = (ur, @) Vo € Hy(Q),

nous obtenons

(Vy, Vo) + (f (ny), ) = (u,¢) V¢ € Hy(Q).

Autrement dit, y = y,,. Nous avons donc prouvé que (y)r converge vers y, fortement
dans C(9) et faiblement dans H{ (). Pour montrer que la convergence est forte dans
H} (), remarquons que vy, — y,, satisfait

(v(yuk - yu)aV(b) + (f (7yuk) - f (7yu) ) ¢) = (uk —u, ¢) V¢ € H(%(Q)

Choisissant ¢ = y,, — v, et utilisant la coercivité de a, la monotonie de f par rapport a
la seconde variable, nous déduisons que

’yuk - yu‘i[l (e} S ‘yuk - yuﬁfl 0 + (f ('7yuk) - f(vyu) 7yuk - yu)
o o) $
>0

= (ut = gy — 90) < (ol zgey + Nl 2y ) N = Bl ey -

Le résultat suit en remarquant que (ux) est bornée et que (y,, ), converge fortement
dans L?(2). O

Théoréme 1.3.2. Le probléme (P) admet au moins une solution .

Démonstration. Soit (ug)r C U,q Une suite minimisante de (P). Elle est uniformément
bornée dans U, et il existe alors une sous-suite, encore indexée par k, et u € L?(Q)
tel que

u, — @ faiblement dans L?(9).
k——+o0

De plus, U,y étant un sous-ensemble convexe fermé de L?(Q2) est faiblement fermé et
donc @ € Uyq. Utilisant la semi-continuité inférieure de || - || 12, on déduit que,

— 12 s 2
HUHL2(Q) = lklgigf H%HB(Q)'

Prenant alors en compte la proposition 1.2.1, nous déduisons que (y,, ), converge for-

tement vers y; dans C(2) et, par conséquent

. 2 2
kgrfoo Yy, — yd||L2(Q) = [lya — yd||L2(Q) .
Combinant ces résultats de convergence, et prenant en compte la définition de J, nous
déduisons que

J(u) < liminf J(ug) = inf(P).

k——+o0

Autrement dit, € U,q4 est un contrdle optimal. O
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1.4 Conditions d’optimalité

Dans cette section, nous allons étudier les conditions d’optimalité du premier et du
second ordre.

1.4.1 Différentiabilité de I'application associant I'état a la variable
contréle

Une étape fondamentale lors de I'établissement des conditions d’optimalité est
I'étude des propriétés topologiques de I'application u — ,,. La continuité lipschitzienne
de cette application sera le premier aspect que I'on considére.

Proposition 1.4.1. Soientu,v € L?()) et soienty, ety, les solutions de (1.1) corres-
pondantes a u et v, respectivement. Alors

Yu — yv‘Hé(Q) + 1y — vaC(ﬁ) < Cllu— U||L2(Q)> (1.12)
ou C' est une constante positive indépendante de u et de v.

Démonstration. Des arguments identiques a ceux utilisés dans la section précédente
montrent que y = ¥, — ¥, st solution de

_Ay+f('>yu)_f('ayv) =UuU—-" dans Q,
y=0 sur T,

ce qui est équivalent a

{ -Ay+by=u—v dans €, (1.13)

y=20 surT,

oub= /1 Dy f(-,0y, + (1 —0)y,)db. D’apres la proposition 1.2.1 et la proposition 1.2.3,
nous décoiuisons que

Wl + 1Wle@) < Cllu —vllz2g),
ce qui donne I'estimation. O

Le résultat auxiliaire suivant sera utile pour la suite.

Proposition 1.4.2. Soientv € L%(Q), b1, by € L?(Q) tels que by > 0 etby > 0. Soient z;
et z des solutions de I'équation (1.2) correspondant a (b,,v) et (b2, v), respectivement.
Alors on a l'estimation suivante

21 = 22|y ) + 121 — 2ll @) < Cllb2 = bull2(q) 0]l 2 ()

ou C' est une constante positive indépendante de b1, by et de v.
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Démonstration. |l est facile de vérifier que z; — 2, satisfait

—A(z1 — 22) + b2(21 — 22) = (b2 —b1)z1  dans Q,
z1—29 =0 surT.

Grace aux propositions 1.2.1 et 1.2.3, on obtient
21 = z2llm1 ) + 121 — 22llo@) < Coll(bz — b1)21llr2(q)

<O Hb2 - blHLQ(Q) HZl”C(ﬁ)
< C bz = bill 2oy 10l 22y -

donnant I'estimation recherchée. O

Le deuxiéme aspect concerne la différentiabilité au sens de Gateaux de I'application
u Yu-

Proposition 1.4.3. Soient u,v € L*(Q) et p €0, 1[. Alors

I7oll 1 g, 7ol ~ e
yu+pv - yu + pzuy + T’p avec llm 70() - hm w - O
p—0t P p—0t

ou zy, est la solution de I'équation linéaire

{ —Az+Dyf(,yu)z =0 dans (), (1.14)

z=0 sur T.
Démonstration. Posons u, = u + pv. De simples calculs montrent que z, = “2-** est
solution de
—Az,+b,z,=v  dans Q,
2, =0 sur I
1
oub, = / Dy f(-,0yu + (1 — 0)y.,)do. Grace a la proposition 1.4.2, il vient que
0
|20 — Zuv‘Hg(Q) + 20 — Zuch(ﬁ) <Clb, - bHL2(Q) HUHLQ(Q) ) (1.15)

oub=D,f(-,y,). D'autre part, d’'aprés la proposition 1.4.1, on a
|yup - yu’Hé(Q) + Hyup - yuHC(ﬁ) <p HU”LQ(Q) —0 quand p— 0.

Prenant alors en compte 'hypothése sur D, f, nous déduisons que (b,), est uniformé-
ment bornée dans L?(Q) et, appliquant le théoréme de convergence dominée, il vient
que

p1—1>%1+ b, — bHLQ(Q) =0. (1.16)

La conclusion suit en combinant (1.15) et (1.16). O
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1.4.2 Différentiabilité de la fonctionnelle colt par rapport a la variable
contréle

Une conséquence directe de ces résultats est liee a la différentiabilité du colt J par
rapport a la variable controle.

Proposition 1.4.4. Si H1 est satisfaite et siu € L*(Q2), alors
J (u)v = (pu + Au,v) Vo € L*(9),
ot p, € HL(2) N CYY(Q) est la solution de I'équation adjointe

—Apy, + Dyf('a yu)pu =Yu — Yd dans Q,
(1.17)
Pu = 0 sur T.

Démonstration. Soitv € L?(2) et posons u, = u+ pv. De simples calculs montrent que
J(up) = J(u)
= %Hyup - yduiz(g) + %HUPH%Z(Q) - %H?/u - yd“%?(g) - %HUH%?(Q)
= 5lvu, = Yu + yu — yd”?;z(g) + %Hup —u+ UJH%?(Q)
_%Hyup yd||L2(Q AHUH%P(Q)
= 311y, = YullF2 () + 3llva = Yalliz0) + Wup = Yus Yu — Ya)
§||up UHL2(Q) 3 ”UHL2(Q) + )‘(%up —u) — %Hyu deL2(Q 2 ||uHL2(Q)
= §||yup - yU”L2(Q) + (yup — YusYu — Yd) + %Hup - U||L2 () + )‘(%up —u)

= %”yup - yu”%Q(Q) + (yup Yus Yu — ) b ”pUHLQ(Q + )‘(uﬁw):

et donc
J(up) — J(u)
. P = QLHyup - yu”%ﬁ(g) + %(yup — Yus Yu — yd)
+ 300072 () + Au,v)
= Sll2plZ2 () + (200 Yu = ya) + IV 11720y + A, v),
ol z, = 2% Daprés la proposition 1.4.3, nous déduisons que
-J
J'(u)v = lim —J(up) (u)
p—0F P
. A ioil2
= pliféﬂ (5”%”%2(9) + (20, Yu — ya) + 50vl[12(0) + Alu, U))
= lim (2, yu = ya) + A(u,v)

p—0

- (Zu’ln Yu — yd) + )\(’11,7 'U),
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ou z,, est la solution de (1.14). Considérons alors I'équation adjointe (1.17). Grace aux
propositions 1.2.1 et 1.2.3, cette équation admet une solution unique p, € H} () N
C%1(Q). Choisissant z,, comme fonction-test dans la formulation faible correspondant
a py, il vient que

(VPIM vzuv) + (Dyf('a yu)pm Zuv) = (yu — Ya, Zuv)‘ (1 18)

De l'autre c6té, choisissant p, comme fonction-test dans la formulation faible corres-
pondant a z,,, hous obtenons

(Vzuw, Vou) + (Dy f (5 yu) 2uv, Pu) = (v, pu)- (1.19)
Combinant (1.18) et (1.19), on a
(Yu = Yd, 2uv) = (0, Pu), (1.20)
et donc
J (u)v = (pu + Au,v) Yo € Uyg.
Ceci termine la preuve. O

Proposition 1.4.5. Soit u € L?(Q) et supposons que I'hypothése H1 est satisfaite.
Supposons aussi que :

H?2 - f estde classe C? par rapport a y et que pour tout M > 0, il existe Cy; > 0 tel que
|Dyyf(xay)| <Cu V(z,y) € Qx [_Mv M]

Alors
J" (w)vw = — (pu, Dyyf(yU)zuwzuv) + (Zuw Zuv) + A(w, v),

ou p, estla solution de (1.17) et ol z,,, et z,, sont les solutions de (1.14) correspondant
a(u,w) et (u,v), respectivement.

Démonstration. Soient v,w € L?(f2) et posons u, = u + pw. Gréce a la proposition
1.4.4 et a (1.20), on obtient

J'(up)v — J' (W (pu, + Mip,v) — (pu + Au,v)
P B p
(Puy; v) = (Pu, v)
p
(Zupva Yu, — yd) - (Zuva Yu — yd)

P
z — Z —
— (w,v) + <y —yd) n < H) a2
P P
ol 2y, €t 2y, SONt les solutions des systeémes linéaires

7Azupv + Dyf(', yup) Rypv = U dans Q,
Rupv = 0 surT,

= (Aw,v) +

= (Aw,v) +
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et

_Azuv + Dyf(': yu) Zyy = U dans Q,
Zyy =0 surl.

Combinant ces deux équations, et utilisant des arguments classiques, nous pouvons

Rupv —Ruv

facilement montrer que X, = est solution de

p

—AXP + Dyf(‘, yu) Xp — Dyf('»yu)_Dyf(nyup) Zuyw dans Q,
X,=0 surI'.

Considérons maintenant le systeme

-AX + Dyf('a yu)X = _Dyyf('7?/u)zuwzuv dans Qv
X=0 surT.

Une fois que Dy, f (-, Yu) zuwzuww € L>(€2), il vient que ce probleme admet une solution

unique X € Hi(Q) N C%1(Q). D’aprés la proposition 1.4.2, on a

X = Xlpy) T 1X0 = Xllom)

Dyf(,yu,) — Dy f(-,9a)
<C H Y Uy y u Zuyo — Dyy £ Yu) Zuw Zun
’ L2(Q)
Remarquons alors que
D HJu -D SYu S
yf(y p)p y f (- Yu) Zu,;v - Dyyf(',yu)zuwzuv =g, Y pp Y Zupy —  ZuwZu

= (gp - g) yup;yu Zy,v 1+ G (w - Zuw) Zupv 1 GZuw (Zupv - Zuv) )

1
ou g, = /0 Dyy (-, 0yu + (1 — 0)yy,) do €t g = Dy, f(-,y,). Par conséquent

Zupv Dyyf('7 yu)zuwzuv

HDny,yup) = Dyf o)
p

L)

Yup —Yu
p

< 9o = 9l 120 ’ c@) HZUMHC(E)

Yup —Yu

—Z
P uw

+loliee (|

Gréace a la proposition 1.4.1, la proposition 1.2.3 eta (1.15),on a

Yup —Yu

- < CHUP—UHLz(Q) = CHU||L2(Q)’

@)

2w lle@ < Cllvllzg)

‘C’(ﬁ) HZUPUHC’(Q) + ||Zuw||0(§) HZUPU o Z“”HC(Q)) ’

(1.22)
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et
Yup—Yu
—_— —Z

0 UwW

)C(ﬁ) <C ||bp - b||L2(Q) HU||L2(Q) ’

1
ou b, = / Dy f(-,0ya + (1 —0)yy,)d0 et b= D, f(-,y.). De plus, grace a la proposition

0
1.4.2,0na
qupv - ZuvHC(ﬁ) <C ||Cp - b”L2(Q) quvHC(ﬁ)
<Clle, = bHL2(Q) HUHL2(Q) :
ouc,=D,f(-,y.,). Combinant toutes ces estimations, nous obtenons
14 Yy P

HDyf(~,yup) — Dy f(+ yu)
p

Rupv — Dyyf(‘a yu)zuwzuv

L2(9)

< C (llgp = 91l 20 + 191 22y (180 = Bll 2y + llep = bllaggy ) ) ollFaey - (123)

Prenant alors en compte les hypothéses sur D, f et D,, f, nous déduisons que les
suites (g,),, (b,), et (c,), sont uniformément bornées dans L?((2) et, appliquant le
théoréme de convergence dominée, il vient que

pl_if& 9o — 9HL2(Q) = pl_if& 16, — bHL2(Q) = pl_if& lep — bHLQ(Q) = 0. (1.24)
Combinant (1.22), (1.23) et (1.24), nous déduisons que

Jim (1, = Xl 0+ 1 = Xl o)) =0

et passant a la limite dans (1.21), nous obtenons
/ 7
J7(w)vw = lim S (up)v = J'(u)v
p—07F P
= )\(’U),’U) + (X7 Yu — yd) + (zuwa zuv)
= _(pm Dyyf(yu)zuwzuv) + (Zuun Zuv) + )\(wv U)-

Ceci compléte la preuve. O

1.4.3 Conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre

Nous sommes en mesure d’établir les conditions nécessaires d’optimalité du pre-
mier ordre.

Théoréme 1.4.6. Si H1 est satisfaite et si u € U,y est un contréle optimal de (P), alors
il existe yg, pz € HL(Q) N CY1(Q) satisfaisant

Equation d’état
~Aya+ f(ya) =u dans Q,
Ya =0 sur T,
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Equation adjointe

—Apa + Dy f(-,ya)Pa = Ya — Ya dans €,
pa =20 sur T,

Condition d’optimalité pour le contréle
(A + pg,u — 1) >0 Yu € Uyg.
Démonstration. Par définition, nous avons
J(u) < J(u) Vu € Ugg.

Soit u € U,q et considérons la perturbation convexe u, = @ + p(u — u), p €0, 1. Il est
clair que u, € U,q €t donc

J(up) — J(w)
p

>0 Vu € Uyg.

Par passage a la limite, nous obtenons

J@) 1) = tim 2 =@ S o e
p—07F P
et la conclusion est alors une conséquence directe de la proposition 1.4.4. O

Remarquons que tous les résultats obtenus jusqu’a présent restent valables dans le
cadre général ou U,, est un convexe borné fermé de L?(Q). Lobjet du résultat suivant
est de montrer que dans le cas particulier de I'ensemble des contréles admissibles
que l'on considére, le contréle optimal peut-étre caractérisé d’'une maniére simple et
naturelle.

Théoreme 1.4.7. Siu € U,y est un contréle optimal de (P), alors
u(zx) = Proji, g (—%pﬂ(x)) = max (a,min (6, —%pﬁ(:):))) )
De plus, u € C*1(Q).
La démonstration est basée sur le lemme suivant.

Lemme 1.4.8. Supposons que les hypothéses du théoréme 1.4.6 sont satisfaites et soit
u un contrdle optimal du probleme (P). Alors

(1) pa(z)+Aa >0 sietseulementsi u(zr) = a.
(17) pa(x) +AB <0 sietseulementsi u(x)=_p.

(131) Si pa(x) + Ao < 0 < pa(z) + A5 alors py(z) + Au(z) = 0.
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Démonstration. Soit v € [a, (] et soit o € Q un point de Lebesgue de la fonction
(pa + \a)(v — @). Pour k € N, soit uy la perturbation définie par

v si x € wi(xo),
u(@) = { u(x) sinon,

ol wi(z) = {z € Q|| —mz| <3} Il est clair que uy € U,q. Prenant en compte le
théoréme 1.4.6, il vient que

0< /Q (pa() + Ma(w)) (g () — () dr = / L pule) A0 — (o)

et donc
M/ L pula) 4 A0 (o)) e 2 0
wi (o

Passant alors a la limite sur k, et utilisant la définition d’un point de Lebesgue, nous
obtenons

(pa(zo) + At(zo)) (v — a(zo)) = 0.

Rappelant que 'ensemble des points de Lebesgue est de mesure pleine, nous dédui-
sons que pour presque tout x € 2, on a

(pa(z) + Aa(z)) (v —a(z)) >0 Yo € [, []. (1.25)
Considérons maintenant les différentes assertions.
(1) Siu(x) = «, alors d’apres (1.25), il vient que
(pa(z) +Aa) (v—a) 20 Vv € [a,p]

et donc pa(x) + Aa > 0.

Pour montrer la réciproque, commengons par observer que
(pa(z) + Au(x)) (o — u(z)) < (pa(z) + Aa) (a — u(z)),
et qu’en utilisant (1.25), nous avons
0 < (pa(z) + Mu(2)) (o — u(2)) < (pa(z) + Aa) (a — a(z)). (1.26)
De plus, si pa(z) + Aa > 0, alors
(pa(z) + Au(z)) (o — u(z)) < (pa(z) + Aa) (@ —u(z)) <0
et grace a (1.26), nous concluons que
(pa(z) + Au(z)) (a — u(z))

e Sipz(x) + Aa > 0, la deuxiéme identité dans (1.27) implique que u(x) = a.

(pa(z) + ) (a — u(z)) = 0. (1.27)
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e Sipa(z)+ Aa =0, alors py(x) = —Aa et en substituant dans la premiere identité de
(1.27), nous obtenons A (i(x) — a)? = 0, i.e. u(z) = .

(i) Cette assertion peut-étre démontrée en utilisant des arguments similaires a ceux
dans (7).

(797) Si pa(z) + da < 0 < py(x) + S, alors d’aprés (i) et (i7), nous déduisons que
a < u(x) < B. Choisissant v = a dans (1.25), nous obtenons

ce qui implique que pi(x) + Au(x) < 0. De maniére similaire, en choisissant v = g dans
(1.25), nous obtenons

(pa(e) + Ma()) (B — a(x)) > 0
et donc py () + Aa(x) > 0. Par conséquent p () + Ai(z) = 0. 0

Nous sommes en mesure de montrer le théoréme 1.4.7.

Démonstration du théoréme 1.4.7. Supposons que —1pz(z) < a alors pg(z)+Aa > 0
et d’apres I'assertion (i) du lemme 1.4.8, on obtient

u(z) = o = Projj, 5 (=5 pa()) -

De la méme maniére si —3 pz(z) > 3, alors d’aprés I'assertion (ii) du lemme 1.4.8, on
obtient

u(z) = B = Projy, g (=% pa(z)).

Finalement si a < —3 py(z) < B alors ps(z)+Aa < 0 < py(z)+ A3 et d'aprés I'assertion
(797) du lemme 1.4.8, on a

u(r) = —% pa(z) = Proji, g (=5 palx)) .

Ceci prouve la premiére partie. La régularité de u est alors une conséquence de la
régularité de p; et de la continuité lipschitzienne de la fonction Proj. |

1.4.4 Conditions d’optimalité du second ordre

Soit @ un contréle optimal de (P) et soit p; I'état adjoint associé. Afin de simplifier
la notation, nous posons

d(z) = pa(x) + Ma(x).

Gréce a (1.25), nous pouvons facilement voir que

0 pt.xz e Qsia<ulx)<p,
>0 pt.xeQ si u(z)=a,
)

<0 pt.xeQ si u(x
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Lensemble suivant est essentiel dans la formulation des conditions d’optimalité du se-
cond ordre

Ca = {v € L*(Q) satisfaisant (1.28) et v(z) = 0 si d(z) # 0},

ou
[ >0 ptzeQ siu) =a,
v = { <0 ptzeQsiulz)=4 (1.28)
Dans le résultat suivant, nous énongons des conditions nécessaires d’optimalité du
second ordre.

Théoréme 1.4.9. Supposons que les hypotheéses H1 et H2 sont satisfaites. Siu est un
contréle optimal, alors
T’ (@)w? >0 Vv € Cy.

Démonstration. Elle sera divisée en deux parties.

Premiéere étape. Montrons le résultat pour des élements v € Cz N L*°(Q2). Pour tout
0 < p < B — a, on définit

Q,={reQla<ulz)<a+pouf—p<u(r)<p},

et

vy(2) = 0 siz €,
P L o(e) stz e Q) Q.

On peut facilement vérifier que v, € Cz N L>°(12) et que pour tout p < 400, on a
1
lvp — UHLP(Q) = |lv, — UHLP(QP) < vl oo () 1€25/» — 0 quand p — 0.

(7) Montrons que

u+0v, €Uy VO € {O’W}'

Remarquant que

4|

i _ [ aw) st € €y,
u(x) + va(x) - { ﬂ(ﬂj) + 9@(1‘) siz € \ Qpa

il est évident que
u(x) + 0v,(x) = u(z) € (o, B Vo € Q.

Considérons alors le cas ou
reQ\Q, ={z|ux) = a}U{z|a(z) =B} U{z|a+p<a() <p-p}.
o Siu(zr) =aalorsv(z) > 0et

ozgﬂ(x)—i-%p(:z):a—k@v(:z)§a+mv(x)<a+p<ﬁ.
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e De maniére similaire, si u = 5 alors v(z) < 0 et

a<B—p< B+l v(@) <al@) + 0vy(x) = B+ Ou(z) < B.
e Sia+p<u(x) <p—p alors

a<a+p—0|v||pe <tu+60v,=u+0v<B—p+0|v|Le <.

(ii) Prenant en compte (i) et utilisant la condition d’optimalité, il vient que pour 6 €
}0, —Z— [ ona
lvllLoo ()
J(u+ 0v,) — J(u)
0

De l'autre cété, utilisant la formule de Taylor, nous obtenons

> 0.

J (@ + 0v,) — J (@)

9 = J'(@)v, + 5T (0@ + spfv,)v,7,

avec 1 < sy < 1, et donc
J (@), + §J7 (@ + sgfv,)v,> > 0.

Utilisant la proposition 1.4.4 et le fait que v(z) = 0 si d(x) # 0, nous déduisons que

J' (w)v, = /ch(x)vp(x) dzx = / d(x)v(z)dr =0

0\Q,
ce qui, combiné avec I'inégalité précédente, implique
J7 (1 + s96v,)v,” > 0.

Comme la suite (@ + spfv,)y converge fortement dans L?(Q2) vers @, en utilisant I'ex-
pression de J” donnée dans la proposition 1.4.5 et des arguments similaires a ceux
utilisés dans les sections précédentes, nous obtenons

(@0, =~ (pa Dy ) (z00,)%) + 20y gy + Mivplagay > 0.

Finalement, et de la méme maniére, utilisant la convergence de (v,), vers v dans L*(Q)
et passant a la limite par rapport a p, nous concluons que

— (pa Dy f () (z00)?) + 2 |2y + A0l 2y = 77 (@)pe? 2 0.

Deuxiéme étape. Pour conclure la démonstration, il faut montrer l'inégalité pour tout
v € Cz non nécessairement borné. Soit alors v € Cj et soit

vg(z) = Proj_y, (v(z)) = min(max(—k,v(z)), k).
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Vu que |vi(z)] < |v(z)] et vg(z) ﬁ v(z) pour presque tout x € €, il vient que (vk)x
—+o0

converge vers v dans L?(2). De plus, prenant en compte le fait que v € Cy, il est facile
de voir que

min(v(z), k) siu(x) = a,
vp(z) = ¢ max(—k,v(x)) siu(z) = B,
0 sid(z) #0

impliquant que v, € Cz N L>°(Q2). D’aprés la premiere étape, on a
T (@)v2 >0,
et en passant a la limite quand k tend vers l'infini, on obtient
J (@) >0 Yo e Cy.
Ceci compléte la preuve. O

Dans le résultat suivant nous formulons des conditions suffisantes d’optimalité (lo-
cale).

Théoreme 1.4.10. Supposons que les hypotheses H1 et H2 sont satisfaites. Siu € U,y
satisfait les conditions d’optimalité du premier ordre, et si

J(@)v? >0 Yo e Cy\{0},
alors il existe 6 > 0 ete > 0 tel que
J(u) > J(@) + 3w —al2sq) Y € Usa N Be(a),
ot B.(u) est la boule unité dans L>(Q2) de centre u et de rayon c.

Démonstration. La démonstration, se basant sur des arguments similaires a ceux dé-
veloppés dans les sections précédentes, sera omise. (Pour plus de détails, voir par
exemple [5]). O

Nous finissons cette section par 'énoncé d’un résulats tres utile pour I'établissement
des estimations d’erreur relatives aux approximations du probléme continu (P)

Théoreme 1.4.11. Supposons que les hypothéses du théoreme 1.4.10 sont satisfaites.
Alors
J(@)v? >0 Yo e Cy

)
3> 0et3r>0| ) (@ > 6ol VoeC;
ot Cj = {v € L*(Q) satisfait (1.28) etv(z) =0 si |d(z)| > 7} .

Démonstration. Voir par exemple [5]). O
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2.1 Introduction

Nous abordons dans ce chapitre I'analyse numérique du probléme de contrdle opti-
mal considéré au chapitre 1. Pour simplifier la rédaction, nous supposerons que §2 est
convexe.

Nous allons définir une méthode basée sur les éléments finis pour approcher le pro-
bléme de contr6le optimal (P). Dans cette perspective, nous considérons une famille
de triangulations (73,)5-0 de Q. A chaque élément T' € T}, nous associons le diamétre
de T défini par

=diam(T) = —
pT (T) gg;gllw Y|

et définissons le pas du maillage par

h = max pp.
TE’Thp

Nous définissons aussi la rondeur pr comme étant le diamétre de la plus grande boule
contenue dans T, i.e.

or = max (2r).
B.CT

Dans toute la suite, nous supposerons que (7)r>0 €st une suite de maillages réguliers.
Plus précisémment, nous supposerons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
(7) Il existe deux constantes positives p et o tel que

h
p—Tga et — < p pourtoutT € Ty, ettout h > 0.

or pT

(44) Soit Qp, = UreT, T et soit €2, et I', son intérieur et sa frontiere respectivement.
Nous supposerons que €2, est convexe et que les sommets de 7}, placés sur I',
sont aussi des points de T'.

Nous savons que dans ce cas (voir I'estimation (5.2.18) dans [12]), on a
Q\Q] < CR?, (2.1)
ou C' > 0 est indépendante de h.

A tout triangle frontiere T € T, nous associons un autre triangle 7 C Q de frontiére
courbe obtenu par la substitution du c6té entre deux sommets frontiere de 7' par la
partie de I' liant ces deux sommets. Nous notons 7, I'union de ces triangles, obtenant
ainsi 2 = Ufe, T.
Nous considérons les espaces suivant
Uy, = {u € L>(Q) | up est constant sur chaque 7' € ﬁ} ,
Ugd = U NUgyq,

Vi, = {yh € C(Q) | Ynr € Py pour tout T € T, ety = 0 surﬁ\ﬂh} ,

Wy, = {yh € C(Q) | ynyr € PPy pour tout T € ﬁ},
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ou IP; est I'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal 1. Grace au théoréme
de recollement de Sobolev, V;, est un sous-espace de H}(12) et W}, est un sous-espace
de H'(Q).

On définit 'opérateur d’interpolation de Lagrange
H}L : C(ﬁ) — Wh
ou I} z est 'unique élément de W), tel que I1} z(x;) = z(z;) pour tous les noeuds de la
triangulation.
Dans tout ce qui suit, nous supposerons que f satisfait 'hypothése suivante :

H3 - f est une fonction de Carathéodory de O x R — R. Pour tout z € Q, f(z,-) est
de classe C' avec D, f(z,-) > 0. De plus, il existe une fonction x € L*(2) tel que

If(z,y1) = f(z,92)| < [x(@)||ly1 — 2l Vyi,y2 € R, a.e. z € Q,

et il existe une constante C), positive tel que

|Dy f(x,y1) — Dy f(x,y2)| < Corrlyr — 12| V(z,y1,y2) € Qx [-M, M]*.

Le plan du chapitre est le suivant : dans la section 2.2, nous commengons par ap-
pliquer la méthode des éléments finis pour I'approximation de problemes elliptiques
semi-linéaires. Nous montrons I'existence de solution au probléme appproché et éta-
blissons différentes estimations d’erreur a priori. Le cas plus général des équations
semi-linéaires est ensuite considéré. Lexistence d’'une solution approchée est démon-
trée utilisant des arguments de point fixe et des estimations d’erreur a piori sont éta-
blies. Dans la derniére section, nous introduisons le probléme de contrdle approché, ca-
ractérisons les solutions correspondantes et établissons la convergence d’un controle
optimal approché vers le contréle optimal solution du probléme continu.

2.2 Approximation des équations semi-linéaires elliptiques

2.2.1 Approximation des équations linéaires

Nous allons commencer par étudier I'approximation par la méthode des éléments
finis de la solution de I'’équation linéaire (1.2). (Nous rappelons que la formulation va-
riationnelle associée a celle-ci est donnée par (1.3).)

Proposition 2.2.1. Soit g € L?(Q) etb € L*(Q) avec b > 0. Alors le probléme

Trouver z eV, tel que
{ rn(g) h q (2.2)

a(zn(9), on) = (g, Pn) Yoy € Vi,

admet une solution unique.
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Demonstration. Soit Ny, la dimension de V;, soit (¢;);<;<y, une base de V}, et consi-
dérons le développement de z,,(g) dans cette base, i.e.

Np

2nl(g) =Y zp;.
7j=1
Dans la formulation variationnelle (2.2), on prend successivement ¢, = ¢;, 1 < i < Nj,.
Il résulte alors que résoudre (2.2) est équivalent a trouver les N}, coefficients (z;)1<;<n;,

tels que
N}L

sz@ja% = (9, i) 1 <4< Np.

La forme a étant bilinéaire, il vient que

Ny,
ZZJ (‘0)7(101 —(97802) 1§Z§Nh

qui peut s’écrire de maniere équivalente sous la forme du systéeme linéaire
AnZp = By,

ou
(Ah)z] = a’(¢j7¢l) /Lm] - 17 7Nh7

(Zh)i:'zi i:]-u"')Nhy
(Bn),; = (g, %i) i=1,---, Np.
Utilisant la bilinéarité et la coercivité de a, on obtient
Nh Nh N}L Nh

vl Apv :szz iy Pi)V ZZ (vjpj, vipi)

Jj=11i=1 Jj=11=1
Np Np, Np
E Uj@j,g vip; | = § Vi@;
j=1 i=1 i=1

Finalement, observons que si v A,v = 0 alors Zﬁiﬁ vip; = 0. Tenant en compte le fait

2

>0 VYoeRM,
Hy()

que (¢;); forme une base, il vient que v; = 0 pour tout i = 1,---, N,. La matrice A4,
est donc symétrique, définie positive. Par conséquent elle est inversible et le systeme
linéaire admet une solution unique 7. O

La proposition suivante concerne un résultat du type lemme de Céa.

Proposition 2.2.2. Soit g € L>°(2) et soient z, et z,(g) les solutions de (1.2) et (2.2)
correspondantes. Alors

|29 = Zh(g)‘H&(Q) < Clzg — (2 ‘Hl

ou C est une constante positive indépendante de h.
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Démonstration. Comme (1.3) reste vraie pour tout ¢, € V},, on a
a(zg,dn) = (9,6n)  Von € Vi
En soustrayant cette identité de (2.2), on obtient
a(zg—2n(9),0n) =0 Vop €V
et par conséquent
a(zg — 20(9): 29 — 2n(9)) = a(zg — 20(9), 29 — Pn) + a(zg — 2n(9), Pn — 2n(9))
a(zg —2n(9),2g = ¢n)  Yon € Vi

Tenant en compte la coercivité et la continuité de a, et utilisant I'inégalité de soboley, il
vient que

|29 — Zh(g)ﬁ{%(g) <lzg — Zh(g)‘Hé(Q) |29 — ¢h‘H01(Q)
+ Hb”L2(Q) llzg — Zh(g)||L4(Q) lzg — ¢hHL4(Q)
< (14 CElbll 2y ) 120 = 20(9) a3 oy 120 — nligz (o
pour tout ¢, € Vj,. Par conséquent
|29 — Zh(g)|Hé(Q) < Clzg — ¢h|Hé(Q) Vop € Vi.
La conclusion suit en choisissant ¢;, = 11} z,. O

Le lemme suivant nous donne une estimation de I'erreur d’interpolation (voir [7],
théoréme 16.1).

Lemme 2.2.3. Soitm >0, k> 0, etp,q € [1,0]. Si les inclusions
WHLP(T) — C(T)
WHHLP(T) s W™4(T)
sont vérifiées, alors il existe une constante C positive indépendante de h tel que
ly = Ty lwmacr) < Chn(%_%)+k+1_mHyHW’”LP(T)a
ou I}y est la restriction de 11}y & T.
A présent, nous sommes en mesure d'établir une estimation d’erreur dans H}(€2).

Proposition 2.2.4. Soit g € L?*(Q) et soient z, et z,(g) les solutions de (1.2) et (2.2)
correspondantes. Alors

|zg - Zh(g)|H6(Q) <Ch ||Zg||H2(Q) ) (2.3)

ou C est une constante positive indépendante de h.
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Démonstration. Choisissant m =1, ¢ = 2, k = 1 et p = 2 dans le lemme 2.2.3, nous
obtenons

HZg - HllngHm(Qh) < ChHZgHHZ(Qh)‘

De plus, d’aprés le lemme 5.2.3 dans [12], on a
Izl @n) < Chlizllpe) V2 € Hy(Q) N H*(Q).
Utilisant alors la proposition 2.2.2, nous déduisons que
29 = 20Dy <€ |29 — Hilzzg‘Hg(Q) <Oz - Hilz'z!/HHl(Q)
=C <||Zg||H1(Q\Qh) + 12 - H;llZgHm(Qh)) < Chllzgllr2()-
Ceci compléte la preuve. O

Le résultat précédent est utile pour obtenir une estimation d’erreur dans L?(2).

Proposition 2.2.5. Soit g € L*(Q) et soient z, et z,(g) les solutions de (1.2) et (2.2)
correspondantes. Alors

”Zg - Zh(Q)H]ﬂ(Q) < Ch? HZgHH2(Q) ) (2.4)
ou C' est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. Nous savons déja (cf. chapitre 1) que pour tout ¢ € L2(Q), il existe un
unique z, € H2(Q) N H(Q) solution de

—Azy +b(x)zy =9 dans (2,
2y = 0 surT,

et telle que
2ol z2(0) < CllYllL2(0)-

La formulation variationnelle associée a ce probléme s’écrit
a(zy,2) = ($,2) Yz € Hy(),
et peut-étre approchée par
a(zn(¥), 2n) = (¥, zn) Vap € V.
De simples calculs montrent que

(¥, 29 — 20(9)) = a(2y, 29 — 21(9)) = a(zy — 2n(V), 29 — 21n(9))
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et donc en utilisant la continuité de « ainsi que I'estimation dans la proposition 2.2.4, on
obtient

(¥: 29 = 2n(9)) < |29 = 20(9)| g3 (o) 120 — 20 (V) g1 ()
+ [ Bllzg = 2n(@)llzs — 2n(w)ldo
< lzg = 20 (D1 () 170 = 20(V) | g1 (@)
+ 16l r2(0)l2g = 20(D)] 1) |20 — 20(¥) 130
< (L4 [1Blra) |20 = 20(9)| g 0) 120 = 20(¥) | g1 )
< Chllzgll 2 hllze | m2(0) < CR?||zgll g2y ll2e 2 () -

Par conséquent

ll2g — Zh(g)HL2(Q) = sup (Y,25 —2n(g)) < ChQHZgHH?(Q)-
|W’HL2<Q)§1

Ceci compléte la preuve. O

Nous rappelons I'estimation inverse suivante
C

e max((],%f%)

prllwm.ac,) < > onllwer,) Yon € Vi, sil<m, (2.5)

ou C est une constante positive indépendante de k. (La démonstration peut-étre trou-
vée dans [7], théoreme 17.2.). Cette inégalité sera utile dans la démonstration du ré-
sultat suivant.

Proposition 2.2.6. Soit g € L?(0) et soient z, et z;,(g) les solutions de (1.2) et (2.2)
correspondantes. Alors I'estimation suivante est satisfaite

|29 — Zh(g)”LOO(Qh) < Ch* s HZgHH2(Q) ) (2.6)
ou C est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. On a
Iz = 21(@)ll=(@) < 75 = Tazgll e,y + Mazg = (@ llmayy - @7)
Choisissant m = 0, ¢ = +o00, k = 1 et p = 2 dans I'’énoncé du lemme 2.2.3, on obtient
12 = Mhzgll oo,y < CH* 72 llzgllm2(0)- (2.8)
Appliquant I'inégalité inverse (2.5), on obtient
IMhzg = 2a()ll g,y < ChF Inzg — 20(9)ll 2,

<Ch 2 (HHth - ZHHLQ(Q}L) 1z - Zh(g)”LQ(Qh)> ’
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ou C' est une constante indépendante de h. Appliquant encore une fois le lemme 2.2.3
pourm =0,q=2,k=1etp=2,on obtient

[Mpzg — ZQHLQ(Q}L) < ChQ”?JvHH%Q)
ce qui combiné avec (2.4) donne
ITThzg = 20(9) | oo ) < OB Izl 20 (2.9)

La conclusion résulte alors de (2.7), (2.8) et (2.9). O

2.2.2 Approximation de I’équation d’état

Nous nous intéressons a présent a I'approximation par la méthode des éléments
finis de la solution de I'équation d’état (1.1).

Proposition 2.2.7. Soitv € L?(2). Alors le probléme
{ Trouver yy,(v) € Vj, tel que 2.10)
(Vyn(v), Vor) = (v = f(,yn(v), 0n)  Vén € Vi,
admet une solution unique.

Démonstration. Considérons le développement de y;(v) dans cette base, i.e.

Np,
un(v) = uj05
j=1

Dans la formulation variationnelle (2.10), on prend successivement ¢, = ¢;, 1 < i <
Np,. |l résulte alors que résoudre (2.2) est équivalent a trouver les N, coefficients
(yi)1<j<n, tels que

Np, Np,
Yoy (Ve Ve = lv—f > v | i 1<i<N,
J=1 j=1

qui peut s’écrire de maniere équivalente sous la forme du systéme non linéaire
Ath = F(Yh) + Bh7 (21 1)

ou
(Ah)zj = <v¢]7v¢l) 17] = 17 e 7Nh7

(Yh)z:yl i:17"'7Nh7
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La matrice A, est symétrique, définie positive. Lhypothése de continuité lipschitzienne
locale de f implique celle de la fonction F : RV» — RN», De méme, la monotonie de
f implique celle de F, une fois que pour tout Y, Z € RN»

(F(Y) = F(2)- (Y = 2) = S0 [(F(Y)); = (F(2)) (Y = 2);
o [0 () ) - (1 (5 o0) )]
e [( ( POl 1%%) f('72ﬁ1zj¢j>>80i>}(yi_zi)
= (f( je 1y]<pg> —f (-,Zj-v:hl Zj@j) o (i~ =) %)

=—(fCoyn) = F(20) 0 — 20) < 0.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que F(0) = 0 (on peut toujours se
ramener a ce cas). Considérons alors la fonction

FY si [F(Y)[l <k,

)
W SiIFEE)) >k

F(Y) =

F
kTET

Soit z € R™» et soit Y, la solution de A,Y, = F,(z) + By,. Comme A, est symétrique,
définie positive, il vient que

Amin Yz [* < YV.TARY: = (Fi(2) + Br) - Y < (1F:(2)] + 1Bal) Y214
oU Anin > 0 est la plus petite valeur propre de Ay,. Il s’ensuit que

E) + 1Bl < 5

)\Irun mln

1Yz < (k =+ [|Bnll) -

Par conséquent, I'application qui a chaque z associe Y, est continue et appliquant le
théoréme du point fixe de Brouwer, nous déduisons I'existence de Y}, satisfaisant

ApYy, = Fi.(Yy) + Bp.
De plus,
Amin | Yill> < V3 ApYe = (Fu(Ye) + Br) - Y < By, - Yi < ||Ball | Yall,

ce qui donne

V|| < 1Bl

mln

Ainsi Y}, est bornée indépendemment de k. Comme F' est localement lipschitzienne,
elle est lipschitzienne sur la boule B (0 ”BH’IH) et

IF(V)l < 5L pour tout k > 0.

Si nous choisissons k£ > M on obtient Fy(Y;) = F(Y)) et on a donc obtenu une
solution de (2.11). Lunicité est une conséquence de la monotonie de F. O



CHAPITRE 2. CONTROLE D’EQUATIONS SEMI-LINEAIRES ELLIPTIQUES : APPROXIMATION
34 NUMERIQUE

2.2.3 Estimations d’erreur pour I’état

Nous donnons ici quelques résultats fondamentaux relatifs a la convergence de
I'approximation par la méthode des éléments finis de la solution de I'équation d’état
(1.1) et de I'équation adjointe (1.17).

Proposition 2.2.8. Supposons que I'hypothése H3 est satisfaite. Soit v € L?*(Q) et
soient y, etyy(v) les solutions de (1.1) et (2.10) correspondantes. Alors

Yo — yh(v)|H01(Q) <Ch ||vaH2(Q) )
ou C est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. La preuve est une généralisation aux équations semi-linéaires des ar-
guments de la preuve du lemme de Céa. Considérant les formulations variationnelles
associées, nous avons

(Vyo, Vo) + (f(-s ), 0) = (v,0) Yo eV,

(Vyn(v),Vén) + (f(yn(v)), én) = (v,0n) Vo € V.

Prenons ¢ = ¢, € V, dans la premiere identité et soustrayant de la deuxiéme, nous
obtenons

(V(yo —yn(v)), Vor) + (f(u0) = fCun(v),0n) =0 Yoy € V.

Par conséquent, il vient que

190 = 9 (V) 711 0) = (V5o = yn(v)), V(50 — 21))
+ (V(yo — yn(v)), V(zn — yn(v)))
= (V(yo — yn(v)), V(yo — 21))
+ (fC ) = FCyn(), yn(v) — 24)
= (V(yo — yn(v)), V(yo — 2n))
+ (fCoy0) = FCun(0), yo — 21)
—(f(90) = fCoyn(v), g0 —yn(v))  Vzp € Vi,

et donc

(V(yo = yn(v)), V(yo — yn(v))) + (f(90) = £ un(v)s Yo — yn(v))
= (V(yo —yn(v)), V(yo — 20)) + (f(00) = FCoun(v), 90 — 21)  Van € Vi

La monotonie de f implique que

(fCom) = FCun(v), yo — yn(v))

1
= [ [ DurCom+ (= 0)un )b, — ()% > 0,
QJ0
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Utilisant la ccercivité, la continuité de a, I'inégalité précédente et 'hypothése H3, il vient
que

Yo — yh(v)ﬁ{&(m < lyo = yn(0) g1 (o) [vo — 20l (0
+ (fCyo) = FCun(v)), yo — 21)
< lyo = yn(0) g1 (o) [vo = 20l 10
+ Xl 20y 190 = yn ()l L) lvw — 20l za(a)
< Clyo —un()|mr@lve — 2nlmr) YV 2n € Va,

et il s’ensuit que
o = yn(W)lai) < Clyo — 2nlmi@) V2 € Vi
Choisissant z;, = II} y,,, on obtient
Yo = v ()1 () < Clyo — Wiyl oy

Le reste de la preuve est identique a celui de la proposition 2.2.4. O

Proposition 2.2.9. Soitv € L?(Q2) et soient y, et y,(v) les solutions de (1.1) et (2.10)
correspondantes. Alors

9o — v (W) 12(0) < CP? [|yoll 2y
ou C est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. Considérons la fonction définie par

o= LSS i Ao
0 sinon

Notons que b(x) > 0. Utilisant la définition de b et des arguments similaires a ceux de
la preuve de la proposition 2.2.5, il vient que

(V90 = yn(v)) = a2y, 90 = yn(v)) = ( 2 = 2n(¥), Yo — yn(v))
=(V (Zw*Zh( ) V(Yo = yn(v)))
(fCyn(v) = FCoyw), w—zh(w))-

_l’_

Donc en utilisant la continuité de a, la continuité lipschitzienne de f par rapport a la
seconde variable ainsi que les estimations dans la proposition 2.2.2 et la proposition
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2.2.8, on obtient
(¢, 90 = yn(v)) < Clyy — yh(”)\Hg(n) |2 — Zh<w)‘H3(Q)
+ [ Wl = om0z = 2000 d
< Clyo = yn(0)| a2 (0) 120 = 20() | g1 (@)
+ Xl z2 @) [vo = Y (W) a3 ) |20 — 20(0) 11 (@)
<190 = 90V g0 |20 = 20 (V) 3 (0
< Chllysll m20yhll 2l i20) < CR 1ol 2o ll2e l 52(0)-

Par conséquent

Iy — U ()l 2y = sup (¥, 50 — yn(v)) < CR*|lyoll (-

||¢||L2(Q)§1

Ceci compléte la preuve. O

Proposition 2.2.10. Supposons que I'hypothese H3 est satisfaite. Soit v € L>(Q2) et
soient y,, et yn(v) les solutions les (1.1) et (2.10), respectivement. Alors I'estimation
Suivante est satisfaite

1o = 9 ()l e (@) < CR* 72 llyoll g2y »
ou C est une constante positive indépendante de h.
Démonstration. Elle est identique a celle de la proposition 2.2.6. O

Théoreme 2.2.11. Soientv, v, € L>°(R) satisfaisant ||v||p + ||vp|| L~ < M et soient y,
et yn(vy) les solutions de I'équation (1.1) et (2.10) correspondantes. Alors, les estima-
tions suivantes sont satisfaites

Yo = yn(on)lmp ) < C(h+ [lv —vnllr2),
lyo = yn(on)llL2(@) < C (h* + llo = wpll2) (2.12)
oo = wn(on) o) < € (B 4 o= wllz2 )
ou C = C(92,n, M) est une constante positive indépendante de h.
Démonstration. On a
o = yn(on)l @) < o = Yol a2 ) + [Yon = Yn(vn) g2 (o)-

La premiere estimation est alors une conséquence de la proposition 2.2.8, de la propo-
sition 1.4.1 et de la proposition 1.2.7. Les deux autres estimations peuvent étre obte-
nues de maniéere similaire en utilisant les propositions 1.4.1, 1.2.7,2.29et2.2.10. O
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2.2.4 Approximation de I'état adjoint et estimations d’erreur
Le but de cette section est d’étudier I'approximation de I'équation adjointe (1.17).

Proposition 2.2.12. Soitv € L?(2). Alors le probléme

{ Trouver py,(v) € V), satisfaisant 2.19)
(Vor(v), Von) + (Dyf (-, yn(v)) pr(v), dn) = (Yn(v) — Ya, ¢n)  Yén € Vi,

admet une solution unique.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 2.2.1. O

Proposition 2.2.13. Soientv,v, € L>*(Q) tels que ||v| L~ + ||vn|~ < M. Soienty, et
yn(vp) les solutions de I'équation (1.1) et (2.10) correspondantes, et soient p,, et py(vp,)
les solutions de (1.17) et (2.13). Alors les estimations suivantes sont satisfaites

[po = Pr(va) g1 ) < C (A + [l —wallL2)
I1pe = pa(on)l z2(0) < C (W + [[o = vall2) ,
Ipo = pa(on) o) < € (B35 4 o = wnllpz ) (2.14)
ou C = C(92,n, M) est une constante positive indépendante de h.

Démonstration. Soit u € L>°(S2) tel que [|ul| =) < M et soit j5, la solution de

{ —Apu + Dy f (- yn(u)) pu = yn(u) —ya  dans €, (2.15)

Pu =0 surT.
Soustrayant (2.15) de (1.17), nous déduisons que p = p,, — p, satisfait

—Ap+ Dy f(yn(w)p = (Dyf(;yn(u)) — Dyf(-;yu)) pu dans Q,
+yu - yh(u)>
p=20 sur I

D’aprés la proposition 1.2.3 et la proposition 2.2.10, on a
[P = Pulp @) + [IPu = Pull o)

<C H(Dyf(ayh(u)) - Dyf('a yu))pu + Yu — yh(u)HL2(Q)
< Cwmllyu — yn(w) |l L2 IPull oo @) + [19u — yn(w)[ L2
< Cm (14 Ipull o)) R Iyl i) < Carh®. (2.16)
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Grace a (2.3), nous déduisons alors que

[Py — ph(vh)|H3(Q) < |pv —puh|H3(Q) + |poy, — ph(vh)’Hol(Q)
< (Ipo = pou gy + 1P — Bz + 1Bon — 5100 gy
< C (v = vnllz2) + A* + 1)
<C (||v — Unll2) + h)
ce qui donne la premiére estimation. Les deux autres estimations peuvent-étre obte-

nues exactement de la méme maniere en combinant (2.16), (2.4) et (2.6).
O

2.3 Approximation du probléme de controle

Pour € L?(f2), nous noterons par y;(u) la solution de (2.10). Le probléme de
contrble optimal approché est défini par

Minimiser  Jp,(up) = ;/ lyn (un) () — ya(z)|* do + g‘/ lup|? da
(Ph) Qh Qh

Lexistence d’une solution pour (P,) est une conséquence de la continuité de J;, est de
la compacité de U”,.
2.3.1 Caractérisation des solutions du probléeme de controle approché

Nous commengons par énoncer les conditions d’optimalité associées au probleme
approché (P,).

Proposition 2.3.1. Supposons que I'hypothése H3 est satisfaite. Siu;, est une solution
de (Py,), alors il existe p(uy,) € V;, tel que

(Vpn(un), Von) + (Dyf (s yn(un)) pr(tn), ¢n) = (yn(tn) — ya, ¢n)  You € Vi,

et
/ (ph(ﬂh) + )\ﬂh) (u — ﬂh) dr >0 VYue Uc?d' (2.17)
Qp

Démonstration. Ces conditions d’optimalité peuvent étre obtenues en utilisant les
mémes arguments que dans le cas continu. O

Dans le méme esprit que pour le cas du probleme continu (P), et en utilisant des
arguments similaires a ceux introduits dans la section 1.4.3, nous allons caractériser
les solutions du probléme approché (Py,).
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Théoreme 2.3.2. Supposons que I'hypothése H3 est satisfaite et que u,, est une solu-
tion optimal de (P,). Alors u,, est donné par

up(z) = Proji, g (5n(z)) = max (o, min(B, 5,(x))) pour p.t. z € Q,
ou

§h|T(x) = Sp = ﬁ%‘ /Tph(uh) dx.

Démonstration. Soitt € [a, 8], T € Ty, un triangle fixé et considérons

()_{t zeT,
M @) weT

Il est clair que v, € U”, et que

/Qh (ph(ﬂh) + )\ﬂh) (vh - th) dx = Z /K (ph(ﬂh) + )\ﬂhu() (Uh\K — ah\K) dx

KeTy

= Z /}( (ph(ﬂh) + )\ﬂth) dx (Uh|K - ah|K)

KeTy

N /T (pn(@n) + Xnyr) da (vnr — )
N /T (pn(@n) + Xipjr) da (t = tpr) -

Gréace a l'inégalité (2.17), on obtient alors
/ (ph(’L_Lh) + )\ﬂh‘T) dx (t — ah\T) >0 Vt € o, 5] et VT € Tp,.
T

Utilisant les mémes arguments que dans la preuve du lemme 1.4.8, on peut montrer
que

/ (pn(@n) + Aa)dz >0 si et seulement si @, = a,
T

/ (pn(un) +AB)dx <0 siet seulement si uyr = 3.
T

De plus, si
i / (on(n) + M) dir < 0 < / (pn (@) + AB) dz,
T T

alors
/ (pn(n) + May7) dz = 0.
T

La caractérisation de u;, peut-étre obtenue en utilisant les mémes arguments que dans
la preuve du théoreme 1.4.7. O
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2.3.2 Résultats de convergence pour le probleme de controéle approché

Dans cette section, nous montrons que les solutions du probléme discret (FP,)
convergent fortement dans L>°(Q2) vers les solutions du probleme (P).

Lemme 2.3.3. Supposons que I'hypothése H3 est satisfaite et soient v, vy, € L>*(Q)
tels que ||UhHL°°(Q) + ||UHLoo(Q) <M.Si

li — =0
lim [lvn = vf|2(0) = 0,

ll“l — .

Démonstration. Prenant en compte la définition de J et de J,, et utilisant des argu-
ments classiques, on obtient

J() = Ju(vn) = 5 llyw = YallZ2i) + 3 10172y — 3 l9n(on) = vall72(q)
—3 lonlZ20) +§/ (!yh(vh) —ydl2+)\lvh|2) dx
0\,
= 3 lvo — wn(wn)lI72() + W0 — yn (o), yn(vn) — ya)

o= ol + A0 oo + 5 [ (ol + Ao ) do

O\Q,
Par conséquent
7@) = Tn(on)] < C (gl zaay + om0l 2y + Il 2y ) 9o = 9n(on) 20
+C (ol 2y + lonll 2y ) 1o = ol 2o
+C (Il ey + ol ooy ) 1921\ €l
<Cug (Hyv = Yn(Wn)llr2() + v = vnll p2q) + [2\ Qh\) :
Utilisant (2.12) et (2.1), nous concluons que

|J(U) - Jh(vh” < C’M <h2 + ||’U — Uh”L2(Q)) ;_?a) 07

ce qui compléte la preuve. O

Lemme 2.3.4. Supposons que I'hypothése H3 est satisfaite et soit (vy), C U, une
Suite convergeant vers v pour la topologie faible -« de L>°(f2). Alors

ve Uy et J(v)<liminf Jy(vy).
h—0
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Démonstration. Soit v la limite faible de (v,),>0 dans L?(Q). Comme UZL‘d C Ugg €t Uyg
est convexe fermé dans L2(Q), il est faiblement fermé et v € U,4. De I'autre c6té, on a
2
Tn(vn) = 3 llyn(on) — valZ20,) — 3 190 — vall72(0,)
2 2
+ 5 lye = wall 720, + 3 llvallz2gq,)
2 2
= % lyn(vn) — deL2(Qh) - % lyo — Z/dHL2(Qh)

+5wv—wﬁﬂm+;wmﬁmn—gém (Iyo = yal® + A fonf?) dv. (2.18)

h

Arguant comme dans la preuve du lemme précédent, et prenant en compte la proposi-
tion 2.2.9 et la proposition 1.3.1 nous obtenons que

[l (0n) = v,y = 1o = valiizca| < C llyn(en) = el 2,
< € (Ilgn(en) = ol 2y + N — w0l 22y

< O (B + yon = oll o)) — 0. (2.19)

D’un autre c6té, la semicontinuité inférieure de || - || z2(q) implique que
[0l 720y < lminf o] 72 -
@ =250 ()

De plus,

(1o = wal® + Aonl?) do < (1o =yl + l1on 3 ) 192\ ]
Q\Qh

< CQ\ Q| <CB? — 0. (2.20)
h—0

La conclusion suit en prenant en compte ces résultats de convergence et passant a la
limite dans (2.18). O

Proposition 2.3.5. Supposons que I'hypothése H3 est satisfaite, et soit (up)p~o €st
une suite de solutions de (Py,). Il existe alors une sous-suite (encore indexée par h) qui
converge pour la topologie faible -«. Si la sous-suite (un,)n~o converge pour la topologie
faible -« vers u, alors u est une solution de (P). De plus

lim Jy(ap) = J(a) = min(P). (2.21)
h—0
Démonstration. La suite (up)n~o €tant bornée dans L>(2), il existe une sous-suite,
encore indexée par h, qui converge vers u pour la topologie faible- x de L>°(2). Grace
au lemme 2.3.4, u € Uyy et

J(@) < liminf J (). (2.22)
h—0
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D’autre part, soit w une solution de (P), et considérons II;, : L'(Q) — U, I'opérateur
d’interpolation défini par

1
Hpvpr = [l /Tv(x)dx VT eTy,

et soit
whuﬁ = HhQD|T VT e 72,

ou T € Ty, est le triangle associé a T. Une fois que w € W1>(Qy,), grace au théoréme
16.1 dans [7]on a

|0 — wh e (0,) = max W — wh | oo (1)

= max ||w — IIpw oo
Te7)7f | h \THL (T)
< Chl[wlly1e0q,)-

Donc
[0 = wnllr20) < C (10 = wall Lo,y + 192\ Qnl) < Ch.

D’apres le lemme 2.3.3, on obtient
lim Jy(wy) = J () = min(P).
De plus, wy, est admissible pour (Py), et
Jn(tp) < Jp(wp).
Passant a la limite dans l'inégalité précédente, on obtient

liminf Jp(ap) < limsup Jp,(up) < limsup Jy(wp) = J(0). (2.23)
h—0 h—0 h—0

D’aprés (2.22) et (2.23), on obtient
J(ua) = min(P)
d’ou le résultat O
le résultat principal de cette section est donné par le théoréme suivant.
Théoreme 2.3.6. Supposons que I'hypothése H3 est satisfaite. Alors

lim [}y, — al| peo () = 0. (2.24)
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Démonstration. La preuve est divisée en deux parties.
Partie 1. Nous allons montrer que
Lim [|ay, — all p2(0) = 0.
De simple calculs montrent que
2 — 2 2 o
% l|un — UHL2(Q) = % HuhHL2(Q) - % HU||L2(Q) + A (U, u— up)
= Ju(an) — J(@) + 3 |Wh||%2(g\gh) + A (U, u— up)
—3 llyn(@n) — de%Q(Qh) + 3 lya — yd”%%ﬁ)
= Jp(up) — J (@) + A (@, 4 — up) + & /Q\Q (\yﬂ,f + A |ah|2) dx
h
—3 lyn(an) — de%Z(Qh) + 3 llva — yd||%2(szh) -

la conclusion suit grace a (2.21), (2.20), (2.19) et a la convergence faible de (uy,); vers
.

Partie 2. D’apres les théorémes 1.4.7 et 2.3.2 , il existe 5 € C%1(Q) et 5, € L>(Q,) tels
que R R
pa(z) + As(x) =0 VeeT etVTeT, (2.25)

Sh|T = ST /(ph(uh) + Asp)dz =0 vT € Tp.
T
Cette derniere identité implique que pour tout T € 7, il existe zp € T tel que
pu(un)(zr) + Asp = 0. (2.26)

e Fixons T € T, et soit z € T. Grace a (2.25) et (2.26) et a la continuité lipschitzienne
de pz, on obtient

Aa(x) —an(x)] = X|Projy, g (s(x)) — Projj, g (sn(x))
< Als(z) = sp(2)] = Als(z) — s7
= |(pa(z) — pn(tn) ()]
< lpa(®) — pa(@r)| + [pa(er) — pr(tn)(27))]
< Clz — x|+ [pa — pr(an)|| Lo (1)
< C (h+ llpa — pu(@n)ll Lo (1)) »
et par conséquent, en prenant en compte (2.14) il vient que

U — Up||7 oo = Sup ||U — Up|| ]
I | oo () TeThH [l oo (1)

<C (h + [lpa — ph(ah>||L°°(Q;L)>
< C (h+ | — anllr2e) - (2.27)
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e Considérons maintenant 7 ¢ 8ﬁ et soit T I'élément de 97, correspondant (87A7Z
et 97, représentent I'ensemble des triangles frontiere dans 7, et 7, respectivement).
Pour z € T'\ T, soit x sa projection sur la frontiere I';, de ;. Prenant en compte la
continuité lipschitzienne de u, on obtient
a(z) —un(2)] < la(®) —a(x)] + |u(z) — un ()]
= |u(2) — u(z)| + |a(x) — ap(2)]
<O =z + ||z — unl poo (o)
< Ch+|1u = tpll oo q,) -
Par conséquent
Ha - ﬂhHLoo(f\T) <Ch+ Hﬂ - ﬂhHLOO(Qh)a
et

la = anllze@an) = sup 1o = anll o )
TedTy,

< Ch+ ||ﬂ_’ah”Loo(Qh). (2.28)

Combinant (2.27) et (2.28), nous obtenons finalement

1@ — || ooy = max (@ — @l Lo (), 18 — nll Lo @\0p))

< u—u oo .

Ceci compléte la preuve. O
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