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Introduction

Ce cours est une initiation a I'analyse mathématique des équations de Navier-Stokes
dans le cas stationnaire et instationnaire. Utilisant la méthode de galerkin, des résultats
d’existence de solution sont établis. Lunicité de ces solutions est aussi abordée.
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6 CHAPITRE 1. EQUATIONS DE STOKES STATIONNAIRES

1.1 Introduction

Lobjectif de ce chapitre est d’étudier la solvabilité du systéme de Stokes stationnaire
donné par
—pAu+Vr=f dans,

V-u=0 dans €2, (1.1)
u=20 sur I,

ou u est la vitesse du fluid, 7 est la pression, f est la densité massique de forces ex-
térieures, . > 0 est la viscosité du fluide, ou Q@ C R™ (n = 2 or n = 3) est un domaine
borné dont la frontiére I" est de classe C.

Le plan du chapitre est le suivant : dans la premiere section nous présentons les diffe-
rentes notations et posons le cadre fonctionnel. Dans la section suivante, nous établis-
sons une formulation variationnelle et nous nous en inspirons pour définir un probleme
approché obtenu en utilisant une méthode de Galerkin appropriée.

Utilisant des arguments de compacité, nous établissons I'existence de solutions ap-
prochées, des estimations correspondantes et prouvons que la limite est une solution
faible de notre probleme. Lunicité de cette solution est ensuite établie.

1.2 Notations et cadre fonctionnel

La plupart des résultats énoncés dans cette section sont classiques et peuvent-étre
trouvés dans n’importe quel bon livre d’analyse fonctionnel (voir par eexmple [2]) ; Nous
les rappelons pour le confort du lecteur.

Soit 1 < p < o0. Une fonction mesurable (au sens de Lebesgue) v : 2 — R est dans
LP(Q) si

/Q|v(m)|p dz < 0.

ol = [ P dx)’IZ

I'espace LP(f2) est un espace de Banach.

Muni de la norme

Une fonction mesurable (au sens de Lebesgue) v : @ — R est dans L*>°(12) si

esssup |[v(z)| =inf {M € R | |v(z)] < M p.p. dans Q} < occ.
e

Muni de la norme
||UHoo = ess Supxeﬂ |’U(l‘)‘ )

I'espace L>°(Q2) est aussi un espace de Banach.
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Dans toute la suite, nous utiliserons la notation suivante
(u,v) = /Qu(x)v(:v) dzx, ue LP(Q), ve LV (Q),
(w,v) = /Qu(x) v(x) dz
= Zn:/ uj(x)vj(z)de,  we LP(Q)", ve LP Q)"
j=17¢
1.0 = [ n@):Ca)ds

= [ @@ ne @ ce p @)

,j=1

Vu que beaucoup des quantités qu’on utilisera sont des fonctions vectorielles, la nota-
tion sera simplifiée et on omettra la dimension n dans la notation de I'espace (le sens
sera clair d’apres le contexte).

Passons a présent a la définition de certains espaces de Sobolev et a I'énoncé de
propriétés utiles qui y sont relatives.

Définition 1.2.1. Soitp € [1, ] Lespace de Sobolev WP (Q) est défini par
Whr(Q) = {v e LP(Q) | Vv € LP(Q)},
ou le gradient est a prendre dans le sens faible.

Muni de la norme

1

lolh, = (Il +1vol)”  1<p <o,

on vérifie que W1P(Q) est un espace de Banach.
On pose H'(Q2) = W12(Q) ; Muni du produit scalaire

(v, W) = (v,w)2 + (Vo,Vw); 2,

c’est est un espace de Hilbert.

En plus des liens évidents avec les espaces de Lebesgue L2, conséquence de leur
propre définition, 'espace de Sobolev H' () est li¢ & d’autres espaces de Lebesgue
via les injections de Sobolev. Plus précisemment, on a

- Sin =2, alors H'(Q) — L4(Q) pour tout g € [1, +o0]
- Sin >2,alors H'(Q) — L? (Q) avec 2* = -2

n—2
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Toutes ces injections sont continues et engendrent les inégalités de Sobolev

[v]l, < Cs [lv][ g pour tout ¢ € [1,+o0[, Ssin=2,

[oly < Cllollgn  sin>2,

pour tout v € H'(9).
Nous rappelons aussi des résultats de compacité qui nous seront utiles.

- Sin =2, alors H*(Q) << LI(Q) pour tout ¢ € [1, 4+-o0]

- Sin > 2, alors H' () << L9(Q) pour tout ¢ € [1,2*[ avec 2* = -2
En particulier, l'injection de H'(Q) dans L?(2) est compacte.

Définissons & présent un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de H' (1)
et qui est utile pour I'étude des problémes avec conditions au bord de Dirichlet homo-
genes.

Définition 1.2.2. Soit D(Q2) I'espace des fonctions de classe C* a support compact
dans Q. Lespace de Sobolev H}(Q) est défini comme I'adhérence de D(Q) dans
HY(Q).

Le résultat suivant caractérise 'espace H}(Q).

Proposition 1.2.3. Lespace H}() coincide avec le sous-espace de H*(Q) constitué
de fonctions qui s’annulent au bord.

Un résultat essentiel et lié a 'espace H}(Q) est I'inégalité suivante.

Proposition 1.2.4. (Inégalité de Poincaré) Soitv € H}(Q). Alors I'estimation suivante
est satisfaite

[olly < Cp [[Volly,

ou Cp > 0 est une constante dépendant de n et de ).

Une conséquence importante de I'inégalité de Poincaré est le résultat suivant qui fournit
une norme équivalente dans H{(€2).

Corollaire 1.2.5. La semi-norme
‘U‘Hé(ﬂ) = [[Voll,
est une norme sur H}(9Q) équivalente a la norme usuelle induite par celle de H' ().

Le dual de H} () (i.e. 'espace des formes linéaire et continues sur H}(2)) est appelé
H~1(9). Nous noterons (., ) H-1 H} () & produit de dualité entre H}(9Q) et son dual.
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1.3 Existence et unicité de solution

1.3.1 Formulation faible
Commencons par observer que D(Q) — H}(Q) = D(Q) iz ot gone
H Q) — D'(Q).
De plus, si f € H1(Q), alors
(fv)pp=(fiv)gr gy  VveD).

Pour trouver la formulation variationnelle, on considére le produit dual de chaque
membre du systéme (1.1) par une fonction test scalaire v; € D(£2) et on obtient

<fivvi>H*1,Hé = —p((Au); 7vi>D’,D + ((V); Ui>D/,D

n
_ Puy on .
= /LZ <82xj’vl>D’7D + <8$i7vl>'D/7'D
J=1
n

_ du;  Ov; - Jv;
N ’MZ <3x.7" Oz >D’,D <7T7 ‘9xi>D/,D ’

J=1

n
= u > {(Vu)y (Vo)) = (Vo)dpn  Vi= oo
J:1 )
Sommant pour i = 1,--- ,n, on obtient alors

n

<f7 v>H*17H(1) = Z <fla Ui>H—1,Hé

=1

=p Z <(V“)zj ) (Vv)ij>D,7D - Z (m, (Vv)m')z)',@

ij=1 i=1
= p(Vu, Vo) p — (T, V- ) p

pour tout v = (v1,--- ,v,) " € D(Q2). Comme nous le verrons plus loin, pour des raisons
techniques liées aux propriétés de coercivité de notre probleme et afin de tenir en
compte de la condition d’incompressibilité V - «w = 0, on choisit des fonctions test a
divergence nulle. Lidentité précédente implique alors que

H <Vu7 vv)'D’,’D = <f7 v)H*I,H})

pour tout v € V = {¢p € D(NQ) | V- ¢ = 0}. Cette formulation faisant intervenir des
fonctions test trés réguliéres est une formulation trés faible donnée au sens des distri-
butions. Afin de définir une solution faible, nous devrions considérer des fonctions test
appartenant a I'espace de Sobolev H}(Q2). Lespace le plus approprié est défini par



10 CHAPITRE 1. EQUATIONS DE STOKES STATIONNAIRES

Des résultats classiques montrent que V peut-étre caractérisé d’'une maniére tres
simple. Plus précisément, on a

V={veHyQ) |V v=0}.
Toutes ces considérations réunies justifient la définition suivante.

Définition 1.3.1. Soit f ¢ H~1(Q). Alors une fonction w € V est une solution faible de
(1.1) si
1 (Vu, Vo) = (f,v) g-1 g1 YveV. (1.2)

1.3.2 Solvabilité

Il est facile de vérifier que (1.2) entre dans le cadre d’application directe du théoréme de
Lax-Milgram mais nous optons pour une approche plus constructive et qui pourra étre
généralisée au cas des équations de Navier-Stokes stationnaires et instationnaires. En
effet, la solution de notre probleme est construite grace a la méthode de Galerkin en
utilisant un développement dans une base appropriée. Cette méthode classique est
trés utile pour I'étude théorique des problémes non-linéaires. Lexistence de la base
que nous utiliserons, et dont les propriétés sont énoncés dans le lemme suivant, a été
établie dans [3], Lemme VII.2.1.

Lemme 1.3.2. Soit Q) un domaine borné de R", n > 2. Alors il existe une famille dé-
nombrable (wy), C 'V tel que

(i) (wg), estune base dansV et son enveloppe linéaire est dense dans V.
(i1) (wi,wj) = 0i; pour touti, j € N.
(131) Soit¢p € V. Pourtoute > 0, il existe m = m(c) € N etey,--- , e € R tel que

m
- ciw
i=1

Utilisant cette base et s’inspirant de la formulation variationnelle (1.2), nous définissons
notre probléme approché comme suit

<e.
cH(9Q)

¢
Chercher u, = Z Cie w; solution de
P (1.3)

b (Vue, Vo) = (Fowi)gign 1<5 <L

Afin de prouver que le probléme discret (1.3) admet une solution, nous avons besoin du
résultat suivant. Il concerne les points d’annulation d’une fonction continue de R sur lui-
méme et est une généralisation au cas ¢ > 1 du théoréme des valeurs intermédiaires
(encore appelé théoréme de Bolzano) qui stipule qu’une fonction réelle continue qui
atteint des valeurs de signes opposés aux bornes d’un intervalle doit nécessairement
s’annuler a l'intérieur de cet intervalle.



1.3. EXISTENCE ET UNICITE DE SOLUTION 11

Lemme 1.3.3. (Voir le lemme 9.3.1 dans [3]) Soit P une fonction continue de R?, ¢ > 1,
dans lui-méme telle que pour un certain p > 0

P¢-¢>0  pourtout¢ € R tel que |¢| = p.
Alors, il existe ¢, € RY, || < p tel que P¢, = 0.
Nous avons alors le résultat suivant.

Proposition 1.3.4. Soit f ¢ H~'(Q). Alors le probléme (1.3) admet au moins une
solution uf. De plus, on a I'estimation suivante

||fHH71’ (14)

|’u’2‘H(1) = m

ou Ck est la constante de Korn.

Démonstration. Soit ¢ € N fixé et considérons I'application P : R¢ — R’ définie par

P(C)j = M(VUg,ij) - <f,wj>H71’H(1) 1<5<Y,

¢
ol uy = w;. |l est clair que P est continue et
J

j=1
4
P)-¢=> P
j=1

14

= ((V’u,g,ij) - <fij>H*1,H(1)> Gj

j=1

4 l
= (VU[,ZQ’ ij) — <‘f’ZCJ wj>
]:1 j:1 H_17H(1)

= 1 (Vug, Vug) = (f, we) g1 gy
= p|uel gy = (Fwe) g gy (1.5)
De plus, par définition, on a
(frue) g1 gy < 11 Juel g - (1.6)
Combinant (1.5) et (1.6), nous déduisons que
PC) ¢ = (Juelay = |11 ) Il g (1.7)

Introduisons alors I'application |-|, définie par

J4
Kl = (D¢ Vw;
j=1

2
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et vérifions que c’est une norme sur R¢. Lhomogénéité et I'inégalité triangulaire sont
directes. Reste a montrer que

=0 = ¢=0

Pour cela, remarquons qu’en utilisant I'inégalité de Poincaré, on a

¢ ¢
Y Gwil <Cp|D_¢GVwi|| =Crl¢l..
Ainsi
‘
‘C|*:O — ZCjw]’:O
j=1
ce qui, vu que (wj);=1.... ¢ est libre, implique & son tour que ¢ = 0. Substituant dans
(1.7), il vient que
P(¢)-¢ = (wlCly = [ £l z-1) IC],
— +00 quand [¢|, — +oc.

Nous déduisons qu'’il existe donc une constante positive p tel que P(¢) - ¢ > 0 pour tout
¢ tel que [¢|, = p et, d’aprés le lemme 1.3.3, il existe ¢ € RY, [¢}], < ptel que P¢Y = 0.

¢
La fonction u = > ¢Y w; satisfait donc
=1

(Vu?,ij) — <f,wj'>H717H(1) =0

pour tout 1 < j < £. Autrement dit, u) est solution du probléme (1.3).
Multiplions alors (1.3) par (Y, et sommons pour obtenir

(V’U‘g?vu?) = <.fﬂfu’8>Hfl7H(l) (18)
et donc
2
H }ug‘H(I) = <f7u2>H—1,H(1) < HfHH*l "U’g'H(l)
ce qui donne I'estimation recherchée. O

Nous sommes en mesure de prouver le résultat d’existence et d'unicité concernant
notre probleme.

Théoréme 1.3.5. Soit f € H~(Q). Alors le probléme (1.1) admet une solution faible
unique u € V. De plus, I'estimation suivante est satisfaite

[E
|l < = H= (1.9)
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Démonstration. La démonstration est divisée en deux parties.

Partie 1. (Existence d’une solution) Soit » la solution du probléme approché 1.3. Pre-
nant en compte I'estimation (1.4), nous déduisons que la suite (u)), est bornée dans V.
Il existe alors une sous-suite (u?), (toujours indexée par ¢ pour simplifier) et un vecteur
u tel que

u) — u  faiblement dans V.

En passant a la limite dans (1.3), on obtient

p(Vu, Vwj) = (f,wj)g-1 i Vi €N
et grace au lemme 1.3.2, nous déduisons que

w(Vu, Vo) = (f,v>H_17H(1] Vv € V.
La densité de V dans V implique alors que

p(Vu, Vo) = (f,v)g-1 g1 YweV,

autrement dit w € V,, est une solution faible de (1.1). Lestimation (1.9) est obtenue en
passant a la limite dans (1.4) et en tenant en compte de la semi-continuité inférieure de
la norme \-|H(1).

Partie 2. (Unicité) Supposons que u; et us sont deux solutions faibles de (1.1). Alors
(V(ug —ug2),Vo) =0 YveV.
Choisissant alors v = u; — uo et utilisant 'inégalité de Poincaré, nous déduisons que
lur = uslly < CF [ur — uslfp = CF (V (w1 — ua) , V (u1 — un)) =0,
ce qui montre que u; = uy et complete la preuve. O

Une fois garantie I'existence et l'unicité d’'une solution faible w au probleme (1.1), la
question suivante concerne I'existence d’'une pression = adéquate qui y soit associée.
Ceci fait I'objet du corollaire 1.3.7 ci-dessous. Pour établir ce résultat, nous aurons
besoin d’'une version du théoréme de De Rham posé dans H ().

Lemme 1.3.6. (Voir Lemme 2.7 dans [1]) Soit 2 un ouvert, borné de frontiere lipschit-
zienne. Une distribution F ¢ H~*(Q) satisfait

<‘7:’U>H_1,H(1):0 VUGV

si, et seulement si, il existe = € L§(Q) = {q € L*(Q) | [, qdx =0} tel que F = Vr. De
plus, si ) est connexe alors il existe une constante C > 0 indépendante de F tel que

Irlly < ClF -1 -
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Corollaire 1.3.7. Supposons que les hypotheses du théoreme 1.3.5 sont satisfaites et
soitwu € V la solution faible de (1.1). Alors il existe = € L%(2) unique tel que (1.1); soit
définie dans H~($2). De plus, si ) est connexe alors I'estimation suivante est satisfaite

Imlly < € (s lulggy + £ 1)
ou C > 0 est une constante dépendant seulement de ) et de n.

Démonstration. D’aprés que précede, le probleme variationnel (1.2) admet une solution
unique u € V. Soit £ I'application linéaire définie par

L) = p(Vu, Vo) — (o) 1y v € HYQ).

Il est facile de voir que L est bien définie et que

L) < |u(Ve, Vo) + [(£,0) g1 g

< (plulgy + 1fll—) lolgy Vo € HY(Q).

Par conséquent £ est une fonctionnelle linéaire et continue sur H}(2). D’aprés le
lemme 1.3.6, il existe = € L%(2) tel que

L) =—(Vm,v)g1 g = (1, V-v)  Yve Hy(Q).

De plus, si €2 est connexe alors il existe une constante C' > 0 dépendant seulement de
Q et n, tel que

<V7T,’U>H_1’H(1)

I7lly < CNIVal -1 =C sup

veH(Q) vlay
Par conséquent
c

veHE(Q)

(1l ary 18151 ) ol

<C sup
veH)(Q) ol
< C (ufulpgy + 1 Fllg) -
ce qui compléte la preuve. O

Remarque 1.3.8. Combinant I'estimation donnée par le résultat précédent avec (1.9),
il est possible d’estimer la pression = en fonction de || f || ;-1
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2.1 Introduction

Lobjectif de ce chapitre est d’étudier I'existence et I'unicité de solutions faible au pro-
bléeme de Navier-Stokes stationnaire

—pAu+ (u-V)u+Vr=§f dans (2,
V-u=0 dans €2, (2.1)
u=20 sur I

Lapproche considérée, similaire a celle utilisée dans le chapitre précédent, est clas-
sique et consiste dans I'approximation du probléeme variationnel associé en utilisant
une méthode de Galerkin appropriée. Nous commencons par montrer que ce probléme
approché admet une solution et établissons des estimations a priori correspondantes.
Des arguments de compacité nous permettent ensuite de passer a la limite et d’établir
I'existence d’une solution faible.

2.2 Existence et unicité de solution

2.2.1 Formulation faible

La seule différence par rapport au probleme considéré au chapitre précédent est liée
au terme convectif et a la forme trilinéaire donnée par

b(u,v,w) = (u- Vo, w)

qui lui est associé. Prenant en compte le fait que n = 2, 3 et que Q2 est borné, grace aux
injections de Sobolev classiques et a I'inégalité de Poincaré, nous avons que

H(Q) < LY(Q)

et donc
lvll, < Cs ol Vv e Hy(Q).

Par conséquent, la forme b est bien définie sur H}(Q) x H}(Q) x HL ().

Ces considérations étant faites, nous définissons la solution faible de notre probléme
de la maniére suivante.

Définition 2.2.1. Soit f ¢ H~1(Q). Alors une fonction w € V est une solution faible de
(2.1) si

1 (Vu, Vo) +b(u,u,v) = (f,v) g1 g1 Vv e V. (2.2)
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2.2.2 Propriétés de la forme trilinéaire associée au terme convectif

Nous considérons la forme trilinéaire b associée au terme convectif et étudions cer-
taines de ses propriétés les plus utiles.

Lemme 2.2.2. Soitu € V etv,w € H(Q). Alors
b(u,v,v) =0, (2.3)
b(u,v,w) =—-b(u,w,v). (2.4)

Démonstration. Pour prouver (2.3), il suffit de remarquer que

b w.0)= [ weoevde= [ w9 (o)
Q Q

d’appliquer la formule de Green et d’utiliser le fait que w € V' pour obtenir

b(u,'u,v):é<—/Q(V-u)|v|2 da:—l—/ru-n-|v|2 ds> = 0.

La propriété (2.4) est alors une conséquence de la propriété (2.3). En effet,
0 =b(u,v+w,v+w)=>0(u,v,v)+b(u,w,w) +b(u,v,w) + b (u,w,v)
=b(u,v,w) +b(u,w,v)
ce qui donne le résultat. O
Lemme 2.2.3. Soitu, v, w € H}(R). Alors
b (w0, w)| < gy 0]y o0
ou k > 0 est une constante dépendant uniquement de 2 et de n.

Démonstration. De simples calculs, avec I'inégalité de Holder et I'inégalité de Sobolev
montrent que
b (u,v,w)| < ully[[Volly [lw],

<3 ’“‘Hé ’”’H}) ‘w|H(1) ,

ou Cg est la constante de Sobolev. O

2.2.3 Solvabilité

Comme dans le cas du probléme de Stokes, la solution du probléme de Navier-Stokes
est construite grace a la méthode de Galerkin, en utilisant un développement dans la
base donnée par le lemme 1.3.2. Le probléme approché est défini par

14

Chercher u, = Z Cie w; solution de
i=1 (2.5)

M(Vue,ij)—i-b(Ug,Ug,wj) = <f’wj>H—1,H(1) 1<j<Ut
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Proposition 2.2.4. Soit f ¢ H'(Q). Alors le probléme (2.5) admet au moins une
solution ug De plus, on a l'estimation suivante

Eiey (2.6)

Démonstration. Soit ¢ € N fixé et considérons I'application P : R¢ — R’ définie par
P(C); = p(Vug, Vwj) +b(up up, wj) = (fwj) g gy 1< <4,

ou uy = Eﬁzl (jw;. Il est clair que P est continue. De plus, on a

=
—~
Yy
~
'
I
=~
=
—~
'Y
~—
<
L

<
Il
—

I
M(’\

(1 (Ve Vo) + b (e, w5) = (103 g1 g1 ) G

<
I
—

H- Y H}

¢ ¢ ‘
M(Vw, > G ij) + b(uz,uz, > Cjwj) - <fv > G wj>
j=1 j=1 j=1
=H (vufa V’U/K) +b (ufa Uy, 'u'é) - <.fa uE>H*1,H(1) 5
et prenant en compte (2.3), on obtient

P(¢) - € = p(Vug, Vug) — (f, ue) g1 g -

Le reste de la démonstration concernant I'existence d’une solution u au probléme (2.5)
est identique a celui de la preuve de la proposition 1.3.4. O

Théoréme 2.2.5. Soit f ¢ H~'(Q). Alors le probléme (2.1) admet au moins une solu-
tion faible unique u € V. De plus, I'estimation suivante est satisfaite

£l gr—1
‘U|H(1) < lilf (2.7)
Démonstration. Les arguments utilisés pour prouver I'existence d’'une solution faible de
(2.1) sont identiques a ceux utilisés dans la preuve du théoreme 1.3.5 pour le probleme
de Stokes. La seule différence notable est liée au terme convectif et au passage a la
limite correspondant.

Prenant en compte I'estimation (2.6), nous déduisons que la suite (u?), est bornée
dans V. Il existe alors une sous-suite (u), (toujours indexée par ¢ pour simplifier) et
un vecteur u tel que

u) — u  faiblement dans V.

Utilisant le fait que I'injection de H () dans L?(2) est compacte, nous déduisons que

u) — u  fortement dans L*(Q).
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Linégalité de Holder, la propriété (2.4) et I'estimation (2.6), impliquent alors que
!b(ug,ug,v) —b(u,u,v)} = ‘b(ug —u,u?,’v) er(u,ug —u,'v)’
< ‘b(ug —u,ug,'v)’ + }b(u,ug —u,’u)‘
< [b (f — w1, v) |+ b (w0, 0 — )|
<, [V, ol + ull ? —ul, Vol
< C||uf —ul|, o)l — 0 quand ¢ — oo

pour tout v € V. Prenant en compte ces résultats de convergence et passant a la limite
dans (2.5), on obtient

w(Vu, Vw;) + b (u, u,w;) = <f7""j>H*1,H(1) VjeN
et grace au lemme 1.3.2, nous déduisons que
1(Vu, Vo) +b(u,w,v) = (f,v) g-1 g1 Vv e V.
La densité de V dans V implique alors que
pu(Vu, Vo) + b (u,u,v) = <f,v>H_1’H(1) Vv eV,

autrement dit w € V' est une solution faible de (2.1). Lestimation (2.7) est obtenue de
la méme maniére que (1.9). O

Si I'existence d’une solution faible pour (2.1) est garantie, I'unicité de cette solution ne
peut-étre obtenue que si 'on impose des restrictions sur la taille des données. Plus
précisemment, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.2.6. Soit f ¢ H'(Q). Si la condition suivante
A=t < (2.8)

est satisfaite, alors I'équation (2.1) admet une solution faible unique (x est la constante
apparaissant dans le lemme 2.2.3).

Démonstration. Supposons que u; et uy sont deux solutions faibles de (2.1) et posons
u = u —ug. Substituant dans la formulation variationnelle (2.2), utilisant (2.3), le lemme
2.2.3 et I'estimation (2.7), on obtient

1 |u]%{(1) = p(Vu,Vu) = —b(u1,u1,u) + b (ug, uz,u)

=-b (UI,U,U) - b(u7u27u) =—b (’LL,’U;Q,U)

2 I F N - 2
Sk ’u2|H}) ‘U|H(1) < KlitHl ‘U|H(1, :

Ainsi,

> 0. O

et donc u; = s siM_HIIfH#H—l
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Corollaire 2.2.7. Supposons que les hypotheses du théoreme 2.2.5 sont satisfaites et
soitwu € V' la solution faible de (2.1). Alors il existe = € L%(2) unique tel que (2.1); soit
définie dans H~($2). De plus, si ) est connexe alors I'estimation suivante est satisfaite

~ 2
Ielly < & (o ual gy + ol + 1D )
ou i > 0 est une constante dépendant seulement de () et de n.

Démonstration. D’aprés que précede, le probleme variationnel (2.2) admet une solution
unique u € V. Soit £ I'application linéaire définie par

L(v) = p(Vu, Vo) +b(u,u,v) — (f,v)H_17H(1) , ve HLD).
Il est facile de voir que L est bien définie et que
L) < |p(Vu, Vo) +[b(u, u,v)| + ‘<f,v>H71,Hg
< (lulpy + 5 ully +1f g ) ol Yo € HY(Q).

Par conséquent £ est une fonctionnelle linéaire et continue sur H}(2). D’aprés le
lemme 1.3.6, il existe = € LZ(2) tel que

L) =—(Vm,v)g1 g = (1,V-v)  Yve Hy(Q).

De plus, si €2 est connexe alors il existe une constante C' > 0 dépendant seulement de
Q et n, tel que

I7lly < CNIVal g1 =C sup

Par conséquent

I7lly, <C|IVA|lg— =C sup ﬁvn
1 HL
veH((2) 0

2
(bl gy oty 1811 ) oy

Jv

<C sup
veEH}(Q)

2
< C (ulul gy + 5 uligy + 1f 1)

1
P

ce qui complete la preuve. O
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3.1 Introduction

Lobjectif de ce chapitre est d’étudier I'existence et I'unicité de solutions faible au pro-
bléeme de Navier-Stokes instationnaire un systéme décrivant I'’écoulement instationnaire
d’un fluide incompressible et donné par

% pAu+ (u-V)u+Vr=f dans Q x (0,7,
V-u=0 dans Q2 x (0,7,
(3.1)
w=0 surT x (0,7),
u(0) = ug dans Q,

ol wug une condition initiale donnée, Q@ c R? est un domaine borné de frontiére T, et
T > 0 est un temps fixé. Nous notons I l'intervalle (0,7), @ le cylindre espace-temps
OxTetX=TI x1.

Lapproche considérée, similaire a celle utilisée dans le chapitre précédent, est clas-
sique et consiste dans I'approximation du probleme variationnel associé en utilisant
une méthode de Galerkin appropriée. Nous commengons par montrer que ce probleme
approché admet une solution et établissons des estimations a priori correspondantes.
Des arguments de compacité nous permettent ensuite de passer a la limite et d’établir
I'existence d’'une solution faible.

3.2 Notations et cadre fonctionnel

Afin d’éliminer la pression dans la formulation faible du probléme étudié, nous considé-
rons I'espace des champs de vitesse a divergence nulle

H={vel?’(Q)|V-v=0dansQetv-n=0surl}.
Lespace H est équippé du produit scalaire (-, -) induit par L?(2). Le produit de dualité
entre I'espace V (défini dans le premier chapitre) et son espace dual V' est noté (-, ).
Les espaces H, V et V' forment un triplet de Gelfand

VaaH=H <V

i.e. 'espace de Hilbert H est identifié avec son dual H’, V étant dense dans H avec
injection continue. Une conséquence des identifications précédentes est que

(u,v) = (u,v), ue HveV. (8.2)

On notera L%(I; X) I'espace des fonctions de carré intégrable définies de I dans X et

muni de la norme 1
2
T ( [k dt) |
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De méme, L>°(I; X) est I'espace des fonctions essentiellement bornées définies de I
dans X et est muni de la norme

[0ll oo (1.x) = esssup o ()] x -
tel

Lespace C(I; X) des fonctions continues de I = [0,7] dans X est muni de la norme

lvller,x) = sup [[v(t)] x -
tel

Afin de gérer les dérivées par rapport au temps, on considére I'espace
W(I)={vel*;V)| % e L*(L;V")}

. 8 .
muni de la norme [|v |y ;) = 1] 127y + \\a—g\\LQ(I;V,). Il est bien connu que W (I) est
un espace réflexif et qu’il satisfait les propriétés énoncées ci-dessous.

Lemme 3.2.1. L'espace W (I) s’injecte continiiment dans C(I; H) et on a la formule
d’intégration par parties suivante

[ (5 00) e [ (252 00) ds = i) 00) - @O)00) @

pour toutu,v € W (I), t € I. En particulier, on a

(25 ) s = 3 (O~ 1)) = 3 [ ol s @9

pour toutw € W (I) ett € I.
Démonstration. Voir le lemme 1.2, p. 261 dans [4]. O
De plus, nous avons résultat suivant.

Lemme 3.2.2. Soient u et g sont deux fonctions dans L'(I; V). Alors, les assertions
suivantes sont équivalentes

- Pour toute fonction ) € D(I), on a
Jutwod=- [
1 1

- Pour toutw € V', on a
& u, w) = (g,w)

dans le sens des distributions.

Démonstration. Voir le lemme 1.1, p. 250 dans [4]. O
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En plus des inégalités classiques déja énoncées au Chapitre 1, nous aurons besoin de
I'inégalité d’interpolation donnée ci-dessous. Valable seulement en dimension 2, elle
permet de garantir I'unicité de la solution faible pour le probléeme de Navier-Stokes.

Lemme 3.2.3 (Inégalité d’interpolation). On a

1 1
o], < 27 |[0]2 [Volli Vo € HY(Q). (3.5)

Démonstration. Voir le lemme 3.3 p. 291 dans [4]. O

3.3 Existence et unicité de solution

3.3.1 Formulation faible

Les notions de solution forte et solution faible peuvent inclure des concepts différents,
dépendants du contexte (en particulier de la régularité des données), et des définitions
précises sont donc nécessaires.

Considérons le cas ou ug € H et f € L*(I;V'). Une fonction u € W (I) est une
solution faible de (3.1) si

(250, 6) + 1 (Vu(t), Vo) + b (u(t), u(t), ) = (F(), ),

u(0) = uo,
est satisfait presque partout dans I et pour tout ¢ € V. Remarquons qu’au vu du
Lemme 3.2.1, la condition initiale w(0) = up € H a un sens.

3.3.2 Solvabilité

Les résultats concernant I'existence et 'unicité d’'une solution faible u feront I'objet du
théoréme suivant.

Théoréme 3.3.1. Soientuy € H et f € L? (I;V'). Alors le probléme (3.1) admet une
solution faible unique. De plus, les estimations suivantes sont satisfaites

]| poo (1) < Nlusolly + ﬁ 1fll2vry - (3.6)
[l vy < 25 (lollz + 5 112w ) (37)

ou C est une constante dépendant de ().

Démonstration. La solution correspondente est construite grace a la méthode de
Faedo-Galerkin, en utilisant un développement dans la base considérée au Chapitre
1. Pour tout m € N, nous notons V,,, 'espace vectoriel engendré par les m premiéres
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fonctions propres (w;)1,... m €t P, 'opérateur de projection orthogonale de H sur V;,.
Le probleme approché est défini par

Chercher w, () =) gim(t)w; solution, pour 1 < j < m, de
i=1

(3.8)
(’U'{m(t)a wj) T (V’U,m(t), vw]) +b (um(t)a um(t)ij) = <f(t)7 wj> )
U (0) = uom,
ou ugm, = Pprug. VU que
(up — Ppup,v) =0 Yo € Vi,
il vient que
Uom = Z p’iwi7
=1
ou le vecteur p est la solution du systéme
(Mp); = (uo,wj),
et ou
M;j = (wi,w;)  1<i,j<m (3.9)

est la matrice de masse. De plus
[womll5 = | Prutolly = (Pmuo, wo) < || Pmuoly [|uoll,
impliquant que
[womllz < lluoll, -

Finalement, nous savons que (uo.,),, converge vers u, dans H.

Les fonctions g;., sont des fonctions scalaires définies sur I et (3.8) est, relativement
a ces fonctions, un systéme différentiel non-linéaire avec des coefficients constants et

avec une condition initiale en ¢t = 0. En effet, pourtout j =1,--- ,m

m m

D (Wi w)) g () + 1 (Vwi, V) gim () + D b (Wi, @k, ;) Gim () gem () = (F(t), w;)
i=1 ik=1

ce qui donne le systéme non-linéaire suivant

{ Mg, (t) + Ng,,(t) + Bg,,(t)g,,(t) = F(t)
Mgm(0> =90



26 CHAPITRE 3. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES INSTATIONNAIRES

ou, pourtoutl <i,j <m

Nij = p(Vw;, Vwj) (3.10)
(B(w))m = Z Wi b(wja Wk, wi)v
k=1

Fj(t) = (f(t),w;)
(90); = (uo, w;) -

Comme les éléments w,--- ,w,, sont linéairement indépendants, la matrice M est
inversible et le systéme précédent est réduit a

{ g (t) + M Ngp(t) + M~ Agn(t)g,,(t) = M F(t),
gm<0) = M_IQO'

Le systeme différentiel (3.11) admet une solution sur un intervalle [0, t¢,,]. Si t,, < T,
alors ||u,,||, doit tendre vers l'infini quand ¢ tend vers t,,,. Les estimations a priori que
nous allons montrer dans la suite impliquent que ce n’est pas le cas et, par conséquent,
que u,,, est défini sur tout l'intervalle I.

(3.11)

Le reste de la preuve sera divisé en quatre parties. En premier lieu, nous établissons
des estimations H' par rapport a la variable espace. Nous passons ensuite a la limite,
démontrons l'unicité de la solution et établissons les estimations a priori.

Etape 1. Estimation a priori dans L*>°(I; H) N L%(I; V). Multipliant (3.8) par g;jm €t som-
mant, nous obtenons

L (Jum®3) + sl = FE) () = b (g t), i (£), (1))
= (F @), um(t)) < |F Oy [wm(t) g3 -
Utilisant I'inégalité de Young, on obtient
1F Oy [t ()] gy < 5 [ ()31 + 55 IF @)

et donc

& (Il (®)13) + sl ()3 < LIFEN3-
En intégrant cette inégalité entre 0 et s (0 < s < T'), on obtient

lum()I3 < lun(0)]3 + 1 /0 IF O3 dt

< Jlwoll3 + £ 1 £l 727,97

ce qui implique que

sup [[wm(s)5 < lluoll3 + £ 11 £1172¢.v7) (3.12)
sel
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De maniére similaire, en intégrant entre 0 et T', on obtient
e (D)5 + 1 [wml72(rv) < llwolls + % 1 £ 1722y (3.13)

La suite (u,, ), est, par conséquent, uniformément bornée dans L>(I; H) N L*(I; V).

Etape 2. Passage a la limite. D’aprés les étapes précédentes, la suite (., )., est bornée
dans L>(I; H) N L*(I; V). |l existe alors une sous-suite, encore indexée par m, une
fonction w € L>(I; H) et une fonction u* € L%(I; V) tel que

1i_r>n u, =u  faible® dans L*>°(I; H), (3.14)
lim wu, =u"  faiblement dans LA(I;V). (3.15)

De (3.14) et (3.15), nous déduisons en particulier que

i [ (um(t), o(t)) dt = / (u(t), (1)) dt

m—-+00 I I

et

i [ (o). pl0) de = / (u* (1), (1)) dt

pour tout ¢ € L?(I; H) etdonc u = u* € L>(I; H) N L*(I; V).

e Des arguments classiques montrent que pour tout ¢ € V
[0 (wm (1), um(t), @) — b (u(t), u(t), @)
= |6 (wn(£), um (t) — u(t), @) + b (um(t) — u(t), u(t), ¢)|
= |=b (um(t), @, um(t) — u(t)) + b (um(t) — u(t), u(t), ¢)|
< e ()l [l (8) = w(@) |4 || gy + 1w () — w(@) |4 |u(@)| gy (@l
< O (Jutn(8)l gy + () gy ) 1t (8) = wt) 1Bl -

Linjection de H}(Q) dans L*(Q) étant compacte, grace a (3.15) et (3.12), il vient que
pour tout ¢» € D(I) on a

/ (b (o ()t (£), ) — b (u(2), u(t), ) ()

1

< C <|um’L2(1;V) + |u|L2(I;V)) ||um - yHLQ(I;L‘l) |¢|H(1) WHOO —0 quand m — +00.

e Remarquons alors que (3.8) implique que

- / (wn (), w5) ¥ () it + / (1 (Ve (£), V) + bt (£), i (£), ;) (8) dit

1 I
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- / (F(8),,) $(t) dt + (o w;) $(0) Vb € D(—o0,T).

1

Prenant en compte les résultats de convergence précédents et passant a la limite, nous
obtenons

/ (u(t), wy) ' (1) dt + / (1 (Tu(t), Vej) + blu(t), u(t), w;)) b (t) dt

1 1

- / (F(8),wj) 0(t) dt + (uo,w;) h(0)  Vp € D(—o0,T).

I
Arguant par densité, il vient que

/(u(t)wﬁ) W' (1) dt+/(u (Vu(t), Vo) + b(u(t), u(t), ¢)) ¢(t) dt

1 1

:/<f(t),¢>¢(t) dt + (ug, #)0(0) Y € D(—o0,T) 6t Yo e V.  (3.16)

I

Choisissant i) € D(I), nous obtenons 'égalité suivante (prise dans le sens des distri-
butions)

& (W(t), @) + 1 (Vu(t), Vo) + blu(t), u(t), p) = (f(t),d)  VYoeV.  (3.17)
e Prouvons maintenant que %—'t‘ € L*(I;V'"). Soit Au la forme linéaire définie par
(Au(t), @) = (Vu(t),Veo)  VoeV.

Il est facile de voir que Awu est une forme continue dans L?(I; V). De méme, soit Bu la
forme linéaire définie par

(Bu(t)a ¢> =b (u(t)a u(t)v d)) VpeV.
Utilisant (3.5), pour tout ¢ € L2(I; V) on a

/ <Bu<t>,¢<t>>dt\ _ \— [ btwto). et uio)
I I
< /I ()2 [ (1)
<3 / lu®)ls [Vu®)ll, Ve, dt

< V2 ull oo (o [l 2wy @12y -

Par conséquent, on obtient

[ @utt. ) dt' < VB ol g ol oy

||Bu||L2(1;V’) = sup |

PEL2(I;V)
‘¢‘L2(I;V)S1
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montrant ainsi que Bu € L?(I; V'). Vu que u satisfait (3.17), utilisant (3.2), on obtient
& (u(t), ) = (f(t) — pAu(t) — Bu(t),¢) Vo eV,

et comme f — Au — Bu € L*(I; V'), d'aprés le lemme 3.2.2, on déduit que %—1; €
LX(I; V).

e Reste a prouver que u(0) = wug. D’aprés ce qui précéde, € W (I) — C(I; H). Mul-
tipliant I'identité précédente par ¢ € D(—o0,T) et utilisant la formule d’intégration par
parties (3.3), on obtient

- / (ult), ) /(1) dt + / (1 (Tu(t), V) + blut), u(t), ) (1) dt

1 1

:/<f(t),¢)¢(t) dt + (u(0),¢) .

I
Comparant avec (3.16), on obtient

(u(0) — uo, ¢) 1(0) = 0.
Choisissant v telle que ¢(0) = 1, il vient que u(0) = uy.

Etape 3. Unicité. Soient u; et us deux solutions faibles de (3.1). Alors u = u; — ue
satisfait

(252, 6) + 1 (Tu(t), Vo) + b (u(t) ui(t), ¢) + b (uz(t), u(t), §) =0 Vo e V.
En posant ¢ = u(t), et prenant en compte (3.4) et le lemme 2.2.2 on obtient
s w5 + Va3 = =b(ult), ur(t), ult)).
D’apres l'inégalité (3.5) et I'inégalité de Young, on a
126 (w(t), ua (), w(t))| < 2% [u(®)] [[Vur ()] [|Vu®)],
< 2u[Vu(t) 3 + 4 [V (@)]f3 [lu()]3

et par conséquent
2 2 2
& @l < 5 IV (@3 [[u@®)]; -

De simples calculs montrent que cette inégalité est équivalente a

i (oo (3 [ Ivwit6)E @) luto ) <o

Intégrant entre 0 et ¢, on obtient

exp (5 [ IV ) )15 < uo) =0

et donc ||u(t)||2 =0, i.e. ug = uo.

Etape 4. Estimations a priori. Les estimations (3.6) et (3.7) sont une conséquence di-
recte de (3.12) et (3.13). O
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