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Chapitre Il. Résolution des équations aux derivees
partielles

lI.1. Classifications des équations aux dérivées partielles et
des conditions aux limites

Les équations aux dérivées partielles interviennent dans de nombreux domaines
de physique, qui comprennent les problémes de diffusion (Electromagnétique,
thermique,...), les phénoménes de propagation (Propagation d’ondes
acoustiques), ainsi que le domaine de la mécanique des fluides décrite par les
équations hydrodynamiques comme celles de Navier-Stokes. Ces équations
différentielles n'ont généralement pas de solutions analytiques et une résolution
numérique de ces equations est alors nécessaire. Une équation aux dérivées
partielles est une relation liant une fonction de n variables a ses dérivees
partielles.

1.1.1. Equations aux Dérivées Partielles (EDPs)
11.1.1.1. Définitions

Equations aux dérivées partielles kEDPs). Une équation aux dérivées
partielles fait intervenir plusieurs variables indépendantes (temps et espace pour
les EDPs de l'ingénieur), amnsi que les dérivées partielles de la variable
dépendante ( la solution recherchée ) par rapport a ces variables
indépendantes.

Exemple: I’équation de convection
eCc  eC

+u——=0 (1
ot ox )

est une EDP. La variable dépendante est C, les variables indépendantes sont le
temps 7 et I’espace x. La grandeur « peut (ou non) étre fonction de 7. x et C.

g
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Ordre d’une EDP.  L’ordre d’une EDP est I’ordre Je plus élevé parmi toutes
dérivées partielles de I'EDP.

Exemples: I'EDP (1) est une EDP d’ordre 1 car elle ne contient que des
dérivées partielles d’ordre 1 (par rapport a f ou a x). En revanche, I'EDP
suivante

oc oCc _o'C

—tu——-D—;
ot Ox o~

0 (2)

est une EDP d’ordre 2 car sa dérivée partielle d’ordre le plus élevé est une
dérivée seconde (par rapport a x).

EDPs linéaires, non-linéaires, quasi-linéaires. Une EDP linéaire est une
EDP qui ne fait intervenir que des combinaisons linéaires des dérivées de la
tonction inconnue. Une telle équation prend la forme

7 dU d'U «
alU+a>=~+..+a =b 3

0 L dr " dx” (3)

ou les coefficients ao. a;. ..., a, et b sont des constantes (connues) et U est la

tonction inconnue (a déterminer).

Une EDP non-linéaire est une EDP ou 'une des dérivées intervient comme
argument d’'une fonction non-linéaire. L.’équation survante

co([f}—i—cl[(il—[:]-l—nﬁcn{d D]:d (4)

dx" |

est non-linéaire s1 au moins une des fonctions (connues) ¢ (x). ¢ (¥). .... ¢, (x)
n’est pas linéaire par rapport a x.

Une EDP quasi-linéaire est une équation du type (3) ou les coefficients sont
tonction de la variable dépendante (ici, I)) et/ou de la variable indépendante
(1c1, f et x):
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a,(t.x, U +a,(t,x,U) % tota(txU) ;1 Y_b (r.x,U)
! x”

Exemples: L équation suivante est une EDP non-linéaire:

5
U+—————=0

A [dU T
3+
dr

car la dérivée dU/dr est prise comme argument.

(3)

(6)

Dans ce cours, seules les EDPs linéaires et quasi-linéaires seront abordeées.
Elles représentent une majorité des équations mtervenant dans la vie de

I’ingénieur .

Conditions initiales, conditions aux limites. Contrairement aux EDOs, les
condition imitiales ne suffisent pas a assurer ['unicité de la solution. Il faut
également fournir des conditions aux limites. Pour certains tvpes d’équations

(Ex. EDPs elliptiques), le concept de condition initiale n’a pas de sens.

Les conditions itiales et les conditions aux limites se distinguent de la maniere

suivante :

- une condition initiale s’applique pour une valeur donnée (et unique)

d'une variable indépendante. A partir de cette condition initiale, 1l est
possible de dédumre la solution pour toutes les autres valeurs de la

variable indépendante.

- une condition aux limites est appliquée en tout point de la frontiere du
domaine sur lequel on souhaite résoudre les équations (et non en un point
unique). Il n’est pas possible de détermuner la solution en partant
simplement d’un seul point de la limite du domaine et en progressant a
I'intérieur de celui-ci, car la solution est également conditionnée par sa

valeur en tous les autres points de la frontiére.
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11.1.1.2.Classification des EDPs du second ordre

Les EDPs du second ordre représentent une classe importante des EDPs du
monde de 1'ingénierie (et de la mécanique des fluides en particulier). La partie
‘EDPs’ de ce cours traite des EDPs du second ordre. On considérera
uniquement des EDPs quasi-linéaires:
277 ~277 ~277 r —
PR LN L LA (7)
ox* oxey  ey* ax oy

ou A. B, ..., F sont des fonctions de X,V et U. X et Y sont les variables
indépendantes (ce pourrait étre 7, x.y. erc.) de 'EDP et U est la variable
dépendante. Selon la wvaleur des coefficients 4, B et C, 'EDP est dite
hyperbolique, parabolique ou elliptique.

EDPs hyperboliques. Une EDP du type (7) est dite hyperbolique s1 son
discriminant A = B* — 44C est strictement positif.
Exemple: I'équation survante est du type hyperbolique:

o*U 2 U _

! 0 8
or’ ox? (%)

En effet, (8) peut étre mise sous la forme (7) en posant X=17 Y=x, 4=1,
C=-1, et B=D=E=F=0.1l est facile de vérifier que B* - 44C = 1" > 0.

EDPs paraboliques. Une EDP du type (7) est dite parabolique s1 son
discriminant A = B — 44C est nul.
Exemple: I’équation survante est du type parabolique:

oU  o°U

PE— _V =
ot ox~

=0. vpositif (9)

En effet, (9) peut étre muise sous la forme (7) en posant X=17 Y=x, D=1,
C=v,et4d=B=E=F=0.0n vérifiera que B> —44C= 0.
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EDPs elliptiques. Une EDP du type (7) est dite elliptique s1 son discrimimant
A = B* — 44C est strictement négatif.

Exemple: I'équation survante est du type elliptique:

U o'U .
¢ —+——=0 (équation de la chaleur) (10)
ax®  ov”

En effet, (10) peut étre nuse sous la forme (7) en posant X=r Y=x,
A=C=1,etB=D=E=F=0.0n peut vérifier que B’ —44C < 0.

1I.1.2. Concept de Consistance, stabilité et convergence

Lors de I'utilisation des méthodes numériques : une méthode tres précise avec
un faible pas de calcul (temps ou espace) peut devenir extrémement imprécise
des que I’on accroit le pas de calcul. Les concepts de consistance, de stabilité et
de convergence permettent de comprendre le comportement des methodes
numeériques.

[1.1.2.1. Consistance

Définitions. La consistance est une propriété de la discrétisation. On dit que
L’EDP discrétisée est consistante par rapport a I’EDP réelle si elle tend vers elle
lorsque At (resp. 4x) tend vers 0. La différence entre 1’équation discrétisée et
I’équation réelle est appelée I’erreur de troncature.

Principe de I’analyse de consistance. La consistance d’une discrétisation
s’analyse en effectuant un développement en séric de Taylor de I’équation
discrétisée et en vérifiant que celle-ci tend vers I’EDP originale lorsque A¢ (ou
Ax) tend vers 0.

[1.1.2.2. Stabilité

Définition. La stabilité est une propriété de la solution (analytique et/ou
numérique). La solution est stable si elle est bornée dans le temps (resp.

I’espace). La stabilité de la solution numérique est souvent attachée a la valeur
de At (resp. 4x).

Critere de stabilité pour les EDPs du 1* ordre. Il existe une méthode simple
pour verifier la stabilité des solutions numériques : la solution est stable si I’on
peut trouver une constante V telle que :

Un+1 S 4

_1SWS1 vn (11)

o
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L’équation (11) exprime le fait que I’écart entre la solution U" et la « valeur de
référence » ne s’accroit pas au cours du temps. Souvent, la constante V peut étre
prise egale a zéro.

11.L1.2.3. Convergence

Définition. La convergence est une propriété de la solution numérigue. On dit
que la solution numérique converge vers la solution analytique si elle tend vers
elle en tout point du temps (resp. de 1’espace) lorsque At (resp. 4x) tend vers 0.

La consistance et la stabilité sont nécessaires et suffisantes a la convergence.
Autrement dit, si I’on a discrétisé une EDP de fagon consistante et si la solution
de cette EDP est stable, alors elle est également convergente.

-
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11.2. Méthode des différences finies
[1.2.1. Introduction

La méthode des différences finies est basee sur la technique du développement en
séries de Taylor qui permet d’approximer la valeur d’une fonction en un point
donné si on connait la valeur de la dite fonction ainsi que toute ces dérivées en un
point voisin en espace ou en temps. Cette technique permet de développer des
schémas pour remplacer les dérivées premiéres et secondes des EDP pour pouvoir
envisager une solution numérique par calculateur.

I1.2.2. Etapes a suivre

Pour obtenir une solution numérique il faut tout d’abord définir un domaine
numeérique constitué par un ensemble de points discrets appelé grille de calcul. Les
valeurs instantanées et locales des variables dépendantes du probleme sont definit
sur ’ensemble des points de la grille de calcul. La différence entre cette vue
numeérique a travers un certain nombre de points et la distribution continue exacte
représente ’erreur commise par la méthode numeérique. Il est tout a fait logique de
penser que plus le nombre de points est important plus la visualisation est claire.
L’¢tape suivante consiste a approximer ou remplacer toutes les dérivées partielles
par des schémas discrets (différence finies). L’EDP sera transformée en équation
algébrique. Cette équation algébrique est ensuite appliquée sur I’ensemble des
nceuds de la grille de calcul. Le résultat sera un systeme d’équation comportant
autant d’équations que d’inconnues (nceuds). Ce systeme sera ensuite résolu par
une méthode appropriée. Le résultat sera une distribution discrete de la solution sur
I’ensemble des points du domaine de calcul.

11.2.3. Création de la grille de calcul

Avant de commencer, il faut trouver un moyen qui nous permettra de localiser
spatialement et temporellement tous les points de la solution numérique. C’est ce
qu’on va appeler création de la grille de calcul. Dans la suite, on va résonner sur un
espace plan (2D) et I’extension pour le 3D sera faite de maniere intuitive. La Figure
1 représente la maniére la plus directe pour repérer les points suivant la procédure
structurée. C’est un peu comme une matrice, chaque point sera affecté de deux
indexes (i,J) qui le positionneront par rapport a ces voisins.

8
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2DX

Nj
>
W

j*1

j1

Soit U, la variable a calcu
maniere suivante :

Ui+1,_,i = U(% + AXa .V(J)
Uifl,j = U(XO - AXn .Y(J)
Ui,j+l =U(x), y, +Ay)

Ui,j—l =U(x,, ¥, —Ay)

i-1 i i+1 Ni
-— e o

DXi  DXi+1
Figure 1. Grille de calcul structurée

—= i=1,Ni

ler. Sa valeur aux différents points de la grille s’écrit de la

(1)
(2)
(3)
(4)

[1.2.3.1. Maillage non structuré

L’autre facon de mailler un domaine de calcul est de définir un nuage de points, pas

nécessairement structuré.
par un. Chaque point aura

Dans ce cas-13, il faudra numéroter les points de calcul un
ces coordonnées x et y.

Le fichier de la grille de calcul sera compléter par une liste des éléments (eux-
mémes numeroter) et les points composants chaque élément.

11.2.4. Développement

U(Xo +Ax, YD)z U(Xoa YD)+6_
X

U(x -Ax, y,)=Ul(x, )

en série de Taylor

+R, (5)

oU o’U | AX o'U )\ Ax"
Ax+ +...+
. ox i ox" ),

n

2 n
—a—U Ax+aU AX ...+a v AXn+Rn (6)
ox ), ox ), 2! ox" ), nl
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Une autre écriture de 1’équation (5), on oubli temporairement la deuxieéme
dimension.

U'(x)

2!

Le terme R,, représente les termes omis d’ordre (n+1 a I’infini). Théoriquement, on

X =X ) .t (x,,—x) +R,

i+1

U(x.,)=U(x)+U (x )x., — x)+

aura besoin d’un nombre infini de termes pour pouvoir calculer la valeur de U(X;.1).
En pratique, on se limite a un nombre fini de terme et tout le reste sera considéré en

tant que I’erreur de 1’approximation (erreur de troncature).
[1.2.4.1. Construction des schémas pour la dérivée d’ordre un et deux

En arrangeant 1’équation (5), on obtient le schéma aux différences avant:

oU) _Ulx +Ax,yo)—U(X0,yo)+a(AX) (7)
ox ), Ax

L’équation (6), donne le schéma aux différences arricre :

U _ Ul 50)=Uls=Ax50) , 55 (8)
ox ), Ax

Le schéma aux différences centrées s’obtient en soustrayant 1’équation (6) de
I’équation (5) :

a_U — U()(O+A)@y0)_U(XO_A&yO)+a(AX2) (9)
Ox ), 2Ax
La dérivée seconde est obtenue en additionnant 1’équation (5) a 1’équation (6) :
2
OU) _ Ulx+Axy)=2U0%.30)+ Ulx =A% 30) | (5 ) (10)
ox ), Ax
Les schémas ci-dessus s’écrivent sous forme indicielle :
U. .—U..
U _ 2T i o(ax) (11)
0Xx iy Ax

2
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ouU U, -U,

- S B + oA 12
S T (12
U Uizl | 4(ar) (13)
o0x ). . 2Ax

1,1

+o(ax) (14)

32U . Ui+1,j - ZU:',J‘ + Uj—],j
ox' ) AX

a. Remarque

- Le fait de dire qu’un schéma est d’ordre deux veut dire qu’il est plus précis que
celui d’ordre un. L’erreur de troncature est proportionnelle 3 Ax* au lieu de Ax
(pour le schéma d’ordre 1). De ce fait un schéma d’ordre deux est toujours préféré
en différences finies.

- Pour la dérivée par rapport au temps, il est d’usage d’utiliser un schéma avant
d’ordre un. C’est un peu par rapport a la nature de la variable temps.

- La principale remarque est que le schéma centré est d’ordre 2 est plus précis que
les deux autres. Malheureusement ce schéma ne peut €tre utilisé pour les nceuds de
frontieres ou le domaine de calcul est définit seulement d’un seul coté du noeud de
calcul.

[1.2.4.2. Schéma d’ordre 2 pour les nceuds des frontiéres

La formule d’un schéma d’ordre 2 applicable aux nceuds des frontieres peut étre
construite en utilisant trois points au lieu de deux. La procédure est la suivante:

oU al,;+bU,_, ;+cU,_,;

5] - Ax

ij

+o(ax) (15)

oU U\ AX¥ 0U) AX
U, .= _— A + — +... 16
15 = Ui XJ * aflj 2 a;elj 6 o)
2 2 3
U, =U, -2 (2ax)+2 Lj a9 0 Lf Ay | (17)
+J J X),. 0x L 2! 0X g 6

En multiplie I’équation (16) par b et I’équation (17) par ¢ :
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an‘j+bUi_1’.+cU. —

1I-4,]

18
(a4 bt U, .—Ax(2c+b)—U] (m:mp} o) (18)
L’identification de I’équation (18) a I’équation (15), donne :
a+b+c=0
2c+b=-1 (19)
4c+b=0

La résolution de ce systeéme d’équation, donne 1’expression suivante pour un
schéma de second ordre utilisant trois points pour la dérivée premiere.

3U,,-4U,, +U,,
v\ - w77 o(Ax) (20)
0x Y 2Ax

1.2.5. L’équation de conduction de la chaleur (Joseph Fourier)

L’équation de Fourrier traduisant le transfert de chaleur par conduction sera utilisée
dans la suite du cours comme exemple de base pour illustrer 1’application de la
méthode des différences finies.

Bien que la conductivité thermique, la chaleur spécifique et la masse volumique
peuvent varier en fonction de la température, elles seront considérées constantes
dans la suite du cours.

cp% =AVT+Q (21)
ou: T(X,y, t) : La température, fonction de I'espace et du temps.
c : La chaleur spécifique.
Jo, : La masse volumique.
Q : Source de chaleur par unité de temps et de volume.
A : Le coefficient de conductivité thermique.
t : Le temps.

Notre premiére approche du probléme sera d’appliquer cette équation pour un cas
assez simple tel que le transfert de chaleur en 1D. Soit un fil métallique de section
droite tres petite par rapport a sa longueur de facon a ce que le flux de chaleur
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existe seulement suivant la longueur du fil. Si en plus la source de chaleur est
absente, I’équation précédente prend la forme suivante :

oT 0'T
—=a (22)
ot  ox
Ou a = —, représente la diffusivité thermique.
cp

Si les temperatures maximale et minimale du processus sont connues, la
température sera adimensionalisée (Conditionnée) comme suit :
T-T

9= min 23
P (23)

max min
et en introduisant la variable d’espace adimensionnelle, x= x/L, ou L est la
longueur du fil, I’équation précédente s’écrit :

2

00 _ 90 (24)

ot  0x
ou x’ a été remplacée par x pour simplifier 1’écriture.
[1.2.5.1. Probleme stationnaire
Si en plus le probléme est stationnaire, 1’équation devient :

0’6

—=0 (25)

o0x
Le probleme sera complété par la pose des conditions aux limites.

=1 1=2 1=3 =4 1=5 =6
@ @
Ax
L

NI=6 Nombre de nceuds du maillage.
Les conditions aux limites seront du type Dirichlet :

o(1)=1, 6(NI)=0 (26)
On calcul Ax par I’expression suivante :

Ax=1/(NI-1) (27)

L’équation (25) sera discrétisée par un schéma centré de second ordre :
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0,.,-20,+0,,
AX’ -
Le nombre de nceuds global étant 6 dont deux sont réservés pour les conditions aux
limites et quatre sont a calculés par la methode des différences finies.
L’application de I’équation algébrique (28) aux quatre nceuds donne le systéme
suivant :

0 (28)

=2 6,-20,+60,=0  soit —20,+0, =-1 (29)
=3 6,-20,+60,=0  soit 0,-20,+6,=0 (30)
=4 6,-20,+6,=0  soit 0,-20,+6,=0 (31)
=5  6,-20,+6,=0  soit 6,—-20,=0 (32)

Mathématiquement parlant, on dispose d’un systéme de quatre équations a quatre

inconnus :
-2 1 0 0 0, [-1
1 -2 1 0 0 0
x| = (33)
0o 1 -2 1 0, 0

0o o 1 -2| |6 |0

Ce type de matrice est appelée, matrice tri diagonal et elle est facilement résolu soit
par des méthodes directes (méthode du pivot) soit par des methodes itératives
(méthode de Gauss-Seidel). Apres résolution on obtiens la solution suivante:

0,=02 , 6,=04 , 6,=06 , 6,=038
On a aussi :
0,=1 et 6,=0
Il est clair que la solution est une droite en parfaite concordance avec la conduction
thermique unidirectionnelle qui possede un caractére linéaire.

11.2.5.2. Probléme non stationnaire

On reprend 1’€quation (24)
ou_
ot  0x
Dans ce genre de probleme, en plus des conditions aux limites on a besoin des

conditions initiales. C’est a dire une distribution initiale de la solution pour le temps
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zéro. Les variables auront deux indices: le premier se rapportant au temps et le
deuxiéme a I’espace :

U(t, X) EU(n.At, iAX) sera représentée par U/’

- A Y ) J
n=3 @ u u u \_/ ®
= N N ) N
n=2 @ O O O O o
At
=1 1=2 1=3 I=4 1=5 =6
n=1 @ @
Ax
L
a. Schéma explicit
L’€équation précédente sera approximer par le schéma suivant :
Ut -u; U, -2U +U;
=i 1 o(At)=a—"! Ly 5(A xz) (34)

AX

On remarque qu’on a utilisé¢ un schéma avant d’ordre un pour la dérivée par rapport
au temps et un schéma centré d’ordre deux pour la dérivée par rapport a I’espace.

Lors de cette discrétisation nous avons choisi de prendre les termes de droites au
temps n. ce schéma s’appelle un schéma explicite, puisqu’il permet de formuler
I’expression de la variable au point 1 et a I'instant

J,n+1
n+1 explicitement en fonction de la solution déja
calculée au temps n. Ce schéma est représenté par la
molécule suivante.
L’équation (34) sera arrangée comme suit : PS _ -0
Urt =208, +(1-22)U" + AU2, j-1,n  J.n  JHL,D
At
avec A = H—sz (36)

L’équation (35) sera appliqué aux nceuds d’une méme rangé (c.a.d. n = cste).
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)

(8}
3
L

Reprenons le probléeme de conduction de la température précédent 0 _°

or

[§]

(8}’
p

et posons les conditions aux limites suivantes : 6(z.,0)=1.0,6(z.1)= 0.0
et les conditions initiales : 8(0.x)= 0.0 pour0 < x < 1

Si on reprend le méme nombre de nceuds que précédemment (NI=6) le pas
d’espace sera Ax = 0.2.

Casl: At=0.1(A1=2.5)
x .0000 .2000 .4000 .6000 .8000 1.0000

1 1.0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
2 1.0000 2.5000 .0000 .0000 .0000 .0000

3 1.0000-7.5000 6.2500 .0000 .0000 .0000

A ce niveau, on peut arréter les calculs puisqu’on remarque que les résultats
numériques de la prédiction ne peuvent étre acceptés physiquement. En 1’absence
de source de chaleur les valeurs de la température doivent étre bornées par les
conditions aux limites, pire encore on voit apparaitre des valeurs negatives de la
température adimensionnelle. On conclue que le schéma numérique n’est pas stable
puisqu’il amplifie les erreurs introduites par les conditions initiales.

Cas2: At=0.01 (A4 =0.25)

x .0000 .2000 .4000 .6000 .8000 1.0000

1 1.0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
2 1.0000 .2500 .0000 .0000 .0000 .0000
3 1.0000 .3750 .0625 .0000 .0000 .0000

10 1.0000 .6476 .3592 .1663 .0591 .0000

D’aprés les résultats ci-dessus, on remarque que la premiere variante avec At = 0.1

est instable. Elle ne peut pas aboutir a une solution raisonnable. Alors qu’avec At =
0.01 le processus est stable.

Conclusion. La stabilité d’un schéma explicite n’est pas toujours assurée.
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b. Concept de stabilité d’'un schéma

Un schéma est dit stable s’il amorti les erreurs provenant des C.I., des C.L. et de
I’approximation utilisée. S’il amplifie les erreurs, le schéma sera instable et ne
pourra pas converger vers une solution réaliste.

Par I’application d’une méthode d’analyse de la stabilité basée sur la transformation
de Fourier au schéma explicite étudié précédemment, on peut dire que ce schéma
est stable si la condition (50) est vérifiée.

0<i<t (37)
2

Pour un calcul stable les conclusions seront :

- Pour un Ax = 0.2 la valeur maximale du pas du temps sera At = 0.08.

- Pour un Ax = 0.1 la valeur maximale du pas du temps sera At <= 0.02.
C’est a dire, plus la précision spatiale est grande plus le calcul sera plus long,
puisque le pas du temps exigé pour la stabilité du schéma explicit sera plus petit.
Du point de vue capacité de stockage en mémoire, ce schéma exige un espace
double pour la distribution de la solution numerique (n et n+1).

c. Schéma implicite

. ) ) j-1,n+1 j,n+1 Jj+1,n+1
Reprenons le probleme de la conduction thermique ° ®

non stationnaire et réécrivons I’équation discréte
(34) comme suit (les termes de droite sont au

temps n+1):
Jj.n
U-ﬂ‘f’] _ Un U-ﬂ+| _2Up+l + U-IH]
%+8At =2 i-1 i i+l +6AX2
At (1) AX* ( )
Apres groupement et arrangement :
AUN —(+20) U + AU =-U! (39)

Cette équation presente trois inconnus en méme temps, ce qui ne permet pas de la
résoudre directement comme c’était le cas pour le schéma explicite. Cette forme de
discrétisation est appelée schéma implicite. Pour trouver la solution il faut écrire
I’ensemble des équations issues de 1’application de (39) sur tous les nceuds de la
méme ligne et ensuite résoudre le systéme tout entier.

Si nous reprenons I’exemple précédent, le systéme s’écrira :
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i=2
1=3
1=4
i=5

—(1+22) U + AU == U - AU,
AU —(1+22) UM + AU = U
~(

AU —(1+22) U + AU = -U!

AU —(1+22)Ur

5

=-U!- AU,
U, et Ug sont connues et représentent les conditions aux limites.

On dispose maintenant d’un systéme de quatre équations a quatre inconnus.

(1422) A 0 o 1[u,] [-Us-4
) ~(1+22) A 0 u,| |-U,
0 i —+22) 2 ||u| |-u
0 0 Ao =+ 22)]Us] |

Les variables de type U; représentent la solution numérique a [itération
précédente. La solution de ce systéme donne directement la solution de 1’équation.
On constate que 1’adoption de n’importe qu’elle valeur du paramétre A aboutit a
une solution numérique stable. On conclue que le schéma implicite est
inconditionnellement stable.

d. Schéma de Crank-Nickolson

Suivant ce schéma 1’équation (24) s’écrira de la maniere suivante :

vt -u!  (run-20" +UMN 11U 20U + U]
i i al — i-1 J2 i+1 + = i-1 Jz i+1 (40)
At 2 Ax 2 Ax
. s . J-1,n+1 j,n+l1  j+1,n+l
Un tel schéma prend une moitié en explicite et o °
I’autre moiti¢é en 1implicite. Une facon plus
geénéralisée de discrétiser I’équation (24) est :
o O
j-1,n j.n Jj+1,n
Ur'n+l - U.-n U;il _2U;1+l + U.:—TI U;il - 2U
4 a f(—a)m 2
At AX Ax

Pour o = 0 le schéma est explicite, pour « = 1 il est implicite et pour « = 0.5 il
devient Crank-Nicholson.
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11.3. Méthode des éléments finis

Avec les progres enregistrés dans le domaine de I’informatique et les performances des
ordinateurs de plus en plus grandes, il est devenu possible de résoudre des systemes
d’équations différentielles trés complexes. Plusieurs techniques de résolution numérique
ont été ainsi développées et appliquées avec succes pour avoir des solutions satisfaisantes
a des problemes d’ingénierie tres varié€s.

La méthode des éléments finis est 'une des techniques numériques les plus puissantes.
L’un des avantages majeurs de cette méthode est le fait qu’elle offre la possibilité de
développer un programme permettant de résoudre, avec peu de modifications, plusieurs
types de problémes. En particulier, toute forme complexe d’un domaine géométrique avec
toutes les conditions aux limites, peut étre facilement traité par la méthode des éléments
finis.

Cette méthode consiste a diviser le domaine physique a traiter en plusieurs sous domaines
appelés éléments finis a dimensions non infinitésimales. La solution recherchée est
remplacée dans chaque élément par une approximation avec des polynémes simples et le
domaine peut ensuite étre reconstitué avec l’assemblage ou sommation de tous les
éléments.

11.3.1. Grandes lignes de la méthode

La résolution d'un probleme physique par éléments finis suit d’une maniére générale les
étapes suivantes:

+¢+ Etape 1: Formulation des équations gouvernantes et des conditions aux limites.

La majorité des problémes d'ingénierie sont décrits par des équations différentielles aux
dérivées partielles associées a des conditions aux limites définies sur un domaine et son
contour. L'application de la MEF exige une réécriture de ces equations sous forme
intégrale. La formulation faible est souvent utilisée pour inclure les conditions aux
limites.

+«» Etape 2: Division du domaine en sous domaines.

Cette étape consiste a discrétiser le domaine en éléments et calculer les connectivités de
chacun ainsi que les coordonnées de ses nceuds. Elle constitue ainsi la phase de
préparation des données géométriques.

% Etape 3: Approximation sur un élément.

Dans chaque élément la variable tel que le déplacement, le champ, la température, est
approximée par une simple fonction généralement polynomiale ou autres. Le degré du
polyndéme d'interpolation est relié au nombre de nceuds de 1'élément. L'approximation
nodale est appropriée. C'est dans cette étape que se fait la construction des matrices
élémentaires.
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+» Etape 4: Assemblage et application des conditions aux limite.

Toutes les propriétés de I'élément (masse, conductivité, rigidité,...) doivent étre
assemblées afin de former le systeme algébrique pour les valeurs nodales des variables
physiques. C'est a ce niveau qu'on utilise les connectivités calculées a I'étape 2 pour
construire les matrices globales a partir des matrices élémentaires.

+» Etape 5: Résolution du systéeme global.

Le systeme global peut étre linéaire ou non linéaire. 1l definit soit un probléme d'équilibre
qui concerne un cas stationnaire (statique) ou un probléeme dynamique. Sa résolution
nécessite ’utilisation d’une méthode appropriée.

La principale particularité de la méthode des éléments finis est bien de discrétiser, non pas
la relation d’équilibre, mais une forme « affaiblie » de cette équation. Cette forme est
appelée sous des noms divers: Forme faible, Forme intégrale, Forme variationnelle ...
L'objectif d'affaiblir c'est pour réduire certaines contraintes mathématiques (discontinuités
...) empéchant l'utilisation d'outils classiques pour sa résolution. Par conséquence, la
solution d’une forme faible correspond a une solution approchée ou « faible ».

[1.3.2. Formulation variationnelle

4. Forme forte

Un probleme classique d’équations differentielles gouvernant un systeme physique s'énonce
comme suit :

Trouver une fonctionu € V; V espace des fonctions, telle que :

Aw=0|Q : Buw=0|T (2.1)

Ou A(u) est I’'ensemble d'équations gouvernantes définies sur le domaine €2 et B(u) est I'ensemble
des conditions aux limites que les fonctions u doivent verifier sur le contour I'. La fonction u peut
étre un scalaire tel que la température, la pression.... ou un vecteur tel que le déplacement. la
vitesse, ...

Domaine géométrique
et contour

Le probléme variationnel associé au systeme (2.1) s'écrit en prenant 1’intégrale du systéme
d’eéquations gouvernantes pondérées par des fonctions poids, I’énonce devient :
Trouver u < V telle que :

VYweV : j w Au) dQ =0 (2.2)
Q
Cette eéquation est appelée forme intégrale forte de I'équation différentielle. Si la solution de (2.2

est safisfaite pour toute fonction poids w, alors I'équation differentielle (2.1) est satisfaite en tout
point du domaine €.
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b. Forme faible

Pour satisfaire les conditions aux limites nous avons deux maniéres de procéder; soit par le choix
de la fonction de pondération, soit vérifier que:

J wBw dr=0 2.3)
Dans la pratique, il est possible d'intégrer (2.2) par partie et de la remplacer par:
[ c(w) D(wy &2+ [ E(w) F(u) dr =0 (2.9)

Les opérateurs C, D, E et F contiennent des dérivées d'ordre moins élevé. Cette derniére équation
estla formulation faible de I'équation différentielle.

Remarque

Pour obtenir de telle formulation intégrales, nous disposons de la méthode des résidus ponderes
connue sous le nom de la méthode de Galerkin. elle est la plus utilise.

w s'appelle aussi fonction poids d'oi1 le mot "pondére”.

ITL.3.3. Discrétisation du demaine

La methode des éléments finis est une meéthode d'approximation par sous domaines, donc avant
toute application il faut diviser le domaine a etudier en eléments. Chaque élément est defini
geometriquement par un nombre de nceuds bien déterminé qui constituent en géneral ses sommets.

Frontiére
Discrétisation du domaine

. : : du domaine
Eléments triangulaires

Flément
el
Neeud frontiére

Neud interne

La discretisation geomeétrique doit respecter les regles suivantes :
- Unnceud d'un élément ne doit pas étre intérieur a un cété d'un autre du méme type (a).
- Aucun ¢€lément bidimensionnel ne doit étre plat, eviter les angles proches de 180° ou de 0° (b).

- L'ensemble de tous eléments doit constifuer un domaine aussi proche que possible du domaine
donné ; les vides entre élements sont exclus (c).

\ (b) = |

Reégles de discretisation

Le résultat du procédé de discrétisation doit contenir deux données essentielles qui sont les
coordonnees des nceuds et les connectivités des éléments.
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IIT.3.4. Approximation surl'élément

Apres avoir defini I'élément, on peut remplacer la fonction exacte par une approximative. On
utilise souvent des polyndmes ou des fonctions faciles a mettre en ceuvre.

a. Approximaftion polyvnomiale ef approximation nodale
Cette forme d'approximation est appelée interpolation polynomiale.
Ce qui donne :
u=<N(x)>U, (2.5)
C'est la forme la plus utilisée par le fait que ses variables sont les valeurs de la fonction

aux noeuds, la résolution donne directement ces valeurs.

Ce type d’approximation est appelée interpolation nodale, les fonctions N; sont appelées
fonction de forme-

IIT.3.5. Assemblage et résolution

L’assemblage et la résolution du systéme d’équations obtenu seront illustrées a partir d'un

exempleultérieur.

1.3.6. L’équation de la chaleur en 1D

Dans ce qui suit, nous essayons de présenter a travers un exemple simple, les étapes
nécessaires a la mise en ceuvre de la méthode des éléments finis (MEF).

Reprenons I'exemple de thermique 1D régi par:

d?T (x)
( & dx?

+f=0 Vvxel0,L]
T(x=0) =30 (2.6)

d
40) =~k (1) = AT (@) ~ Tere)

Ou f est une constante.

Nous appelons résidu (Noté Res), I'expression mathématique de la forme forte du

probléme étudie.
d2T(x)
dx?

Dans notre cas: Res(T) = k + f ce résidu s'annule quand T (x) est solution.

a. Pondération du résidu par une fonction test

d*T(x)

dx?

w(x) (k + f) =0, Vx€[0,L], Vw() (2.7)

Ou w(x) est la fonction de pondération ou de test
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b. Intégration sur le domaine

/ _f d*T(x) B
= | w(x) |k T +fldx=0, Vxe€][0,L], Vw() (2.8)
0

Intégration par partie.

L L L

[ = — f dvgix) kdzgcx) dx + [W(x)kdil—ix)]o + f w(x) fdx =0 (2.10)
0 0

Vx€e[0,L], Vw(x)

Avantages. - Reéduction de I'ordre maximum des dérivées présentes
- introduction naturelle des conditions aux limites

c. Introduction des conditions aux limites

L L

= [, 4T, e Y dx = 0(2.11
= - | SR R wi ] —won] + [ we fax = 0@y
0 0

Vx€|[0L], Vw(x)

dT
* ka = —h(T(L) = Text)
dT
* ka = q, (Introduction du flux inconnu en x = 0)
0

[1.3.6.1. Discrétisation par éléments finis

- Le domaine d'étude est maillé avec un seul élément fini a deux nceuds.
I O 2 x
¢ *—
: . :

"
-

- La forme faible (ou intégrale) est donnée par :
L

I = f d”;ix) kdzgcx) dx — f w(x) fdx + wL)(T(L) = Tore) — w(0)q, = 0

0 0

Vx€[0,L], Vw(x) (2.12)

L'intégration requiert une approximation des variables w(x), T (x) et de leurs dérivées
dw(x)/dx,dT(x)/dx.
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[1.3.6.2. Approximation par éléments finis (Galerkin)

Une Approximation au sens des éléments finis d'une variable T'(x) sur un élément a deux
nceuds, s'écrit :

T(x) = N;(x)T; + N,(x)T, (2.13)
N, (x), N,(x) sont appelées fonctions d'approximation ou fonctions de forme (fonctions
polynomiales).

Les fonctions de formes vérifient la relation générale :
1sii=j
Ni(xj) = (2.14)
0sii#j
Pour un élément fini a deux nceuds :
N (0) =1 N,(0) =0

et
N,(L) = 0 N, (L) = 1

11.3.6.3. Calcul des fonctions N;

- Choisir l'ordre d'approximation : 1'élément a deux nceuds implique une approximation du
premier ordre.

Nl(x) = aqx + b1 y Nz(.X) = axX + b2 (215)
- Construction des deux systemes d'équations :
Nl(O) - a1.0+b1 - 1 Nz(O) - a2.0+b2 == 0
Nl(L) =a1.L+b1 :0 Nz(L) :az.L+b2 - 1
- Résolution : la résolution du systéeme d'équations donne la valeur des inconnus

a,, by, a, et b,. Donc, les expressions des fonctions d'approximation sont données par :

MW =1-7  HE =7 2.16)

T(x) T(x)
A
T2 + T2 -

T1 4 Tl w0

0 x=L° x-0 x=L€
11.3.6.4. Approximation de la fonction test

Si la variable inconnue T(x) et la fonction test utilisent les mémes fonctions N;,
I'approximation est alors dite de type Galerkin.
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[1.3.6.4. Discrétisation de la forme intégrale

- Réécriture des approximation sous la forme :

Ty
T(x) = Ny (x)Ty + No(x) Tz = (N1 (x) Nz(x)>{ } (2.17)
T.
- La fonction test est approximée de la méme mar12iére :
Wi
w(x) = Ny (0w, + Ny(x)w, = (N, (x) Nz(x»{ } (2.18)
W

- Les dérivées se calculent selon :

ar _ @M@ (), {Tl} dw _ @M@ (), {Wl} 219)
dx dx dx T, ’ dx dx dx w, '
- Introduction des approximations dans la forme intégrale :
I'=Iiny + ¢
L N; T, L N,
e = [y wa)] Hhean; wg) }dx - [, wz>{ }fdx (2.20)
0 NZI T2 0 NZ
. [(ND? N{N; | (T4 . Ny
hir = [ oy wo { }dx - [ w2>{ }fdx (2.21)
0 _N1'N2’ (Nzl)z_ T, 0 N,

‘ [ (1/L)  -@/L)*|(T L 1— (x/L)
I = j (Wi wa)k { }dx— j (Wi w2>{ }fdx(2-22)
o —(1/1)?  (1/L)% |\T, : (x/L)

Soit le systéeme obtenu :

k1 -1 T L(—1
Liyy = (wy Wz)‘[ “ }—(W1 WZ)Z{ }f (2.23)

Ly 11, 1

Pour le terme des conditions aux limites :

0 o1(Th 0 q1
Icp, = Woh(Ty — Toxe) — Wiqo = Wy W) [ ] z } - z } - z } (2.24)
0 hll\T, hTeyt 0

En regroupant les deux expressions :

Ty

I =Iiyy + I, = (wy wy) ([K]{ }_ {F} - {R}> =0, (Ww; wy) (2.25)

T,
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T,
D'ou : [K] » = {F} + {R}
T,
- k/L —k/L f(L/2) o
Avec : [K] = , {F} = »{R}z{ }
—k/L (k/L)+h f(L/2) + hTgy 0

[K] : Matrice de rigidité
{F} : Vecteur des sollicitations externes
{R} : Vecteur des réactions (ou flux)externes inconnus

Prise en compte de la condition a la limite : T(x = 0) = T; = 30

T, 30
e
T, \f(L/2) 4 hTey

1 0
[— k/L (k/L)+h




