Définition 0.5 La famille (Ax)rca, C L(E), ot Ay = MAR(X, A) pour tout ) € Ay, s’appelle
Vapprozimation généralisée de Yosida de lopérateur A.

Remarque 0.6 Pour A € A, on voit bien que A, est le générateur infinitésimal du semi
groupe uniformement continu (e”**)yep. .

Lemme 0.7 Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire vérifiant les propriétés suivantes

1. A est un opérateur fermé de domaine dense dans E.
2. i existew >0 et M > 1 tels que A, C p(A) et pour A\ € A, on a

M
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St (Ax)aen., est Uapprozimation généralisée de Yosida de Vopérateur A, alors pour tous o, B €
A, nous avons
ez — et48y

< M?te™|| Az — Apz|).

Preuve: Soient a, B € A, v € [0,1] et z € X. Alors,
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En intégrant de 0 & 1 on trouve
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et par conséquent
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D’autre part,
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quel que soit a € A, et £ > 0. Soit 7 > 1, tel que
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et par suite, pour v > 1 et tout o € A, tel que Rar > 7 on obtient
¥

H(,’(A” < Me™t,

lorsque r — 1 on trouve
HetAaH < MBWt,

donc
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pour tout x € F et tout t > (.1



Théoréme 0.8 (Théoreme de Hille-Yosida)
Un opérateur linéaire A : D(A) C E — F est le générateur infinitésimal d’un C-semi groupe
(G(t))i>0 pour lequel il existe w > 0 et M > 1 tels que

NG| < Me**, vt > 0,

s1 et seulement si
1. A est fermé de domaine dense dans E.

2. pour tout A € Ay, on a X € p(A) el

M *
IR(A, A"l < Fr—w)’ Vn € N*.

Preuve: La premiére implication est une consequence directe du Théoréme ?? et Théoréme
0.3.

On suppose maintenant que A posséde les propriétés 1. et 2.. Soit(Ay)aen, Papproximation
géneralisée de Yosida de lopérateur A. D’aprés le Lemme 0.4 nous avons Ay € L(E) et
lim Ayr = Az pour tout x € D(A).
RA—c0

Pour A € Ay, soit (G(t)) = ("");»0 le semi groupe engendré par A,. On utilise le
Lemme 0.7 on trouve que

IGa(t)z — Ga(t)z]) < M2te®||Ayz — Agal,

quelque soit o, 8 € A, et pour tout x € D(A) et ¢ > 0.
Sila, b] C [0, +o0l, alors pour tout € D(A) nous avons

sup [|Ga(t)r — Ga(t)z|| < M2be*?||Agz — Agz|

tea,b]

< MPb[||Anz — Az|| + || Asz — Az|]],

qui converge vers 0 si Rar, RF — oo. Il en résulte donc que (GA(t))ren, est une suite de cauchy
dans C([0, +oo[, L([D(A)], E)).
Donc, il existe un unique G, € C([0, +oo[, £L([D(A)], E)) tel que G\(t)z — Go(t)z lorsque
A — 00, quelque soit z € D(A) pour la topologie de la convergence uniforme sur les intervalles
compacts de [0, col.
Puisque

|GaA(t)z|| < Me*t||z]|, WVt > 0,

on obtient
|Go(t)z]| < Me“!||z||, Vi > 0, YV € D(A).

Considérons maintenant 1'application linéaire

©0:D(A) — (([a,b],E)
z = Oy(z) =Gy(")x,



pour tout ¢ € [a,b] C [0, 00].
Comme

190z|lcan,zy = Sup |Go(t)x]|
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=
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pour tout z € D(A). On voit que @, est une application linéaire continue et puisque D(A) =&
elle se prolonge donc de fagon unique en une application linéaire continue © : E — C([a,b], E
tel que O |pay= Op et

HQ‘T’HC([G,[)],F:) S ]\'fewbn'lr’ua
quelque soit = € F.

Par conséquent il existe un seul opérateur G € C([a,b], L(E)), tel que Oz = G(:)z pour tout
LEE,

Répétons ce procédé pour tous les intervalles compacts de [0,00[ et on obtient I'existence
d’un seul opérateur noté aussi par G € C([a,b], L(E)) tel que pour tout = & E on ait par
densité Gy (t)x converge vers G(1)x, si R — oo, uniformément par rapport a ¢ sur les intervalles
compacts de [0, col.

De plus,
IG®)|| < Me“, ¥t > 0.

1l est évident que G(0)z = SRl}m GA(0)z =z et
JTA—00

limG(t)r = lim( lim Gi(t)z)
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= lim (limG\(t)z)
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Soient t, s € [0,00[ et z € E, alors,

|Gt + s)x — GHG(s)z|| £ |G+ s)z — Gt + s)z|| + |Ga(t + s)z — GA(t)G(s)z|
: + [|GA(t)G(s)x — G(t)G(s)x||

< |Gt + s)z — Ga(t + s)zll + |GADNIGals)z — Gs)z|
+

IG(S)NGalt)z — G(t)z]| = 0,
lorsque RA — oo, et donc G(t + s)z = G(t)G(s)x pour tout = € L.

Montrons maintenant que A est le générateur infinitésimal du semi groupe (G(t))eo. Pour
tout z € D(A) on a :

|Ga(s)Arz — G(s)Az|| IGa(s)Axz — Ga(s)Az| + [|GA(s) Az — G(s)Az|
IGA() I Axz — Az] + | Ga(s) Az — G(s) Az

Me*t|| Az — Az|| + |Ga(s) Az — G(s)Az| — 0,
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