
Déffnition O.5 La farnille (1r)r.,r- C L(E), où A\: 
^AR(^, 

A) pour tout À e A_, s,appelle
I'approxi.mation générali,sée de Yosida d,e l,opérateur A.

Remarque o.6 Pour À € 
^-, 

on uoit bien que A^ est le générateur infinitésimal du serni
groupe unifonnernent continu (eÀrt),1.a..

Lemme o.7 soi,I A : D(A) c E -+ E un opérateur linéaire uérifi,ant les propriéLés suxaantes

1. A est un opérateur Jermé d,e domaine dense il,ans E.

2. il eùsteu ) 0 et M > L tels que L,C p(A) et pour ÀeL, on a ,

^/fll8(À,A)"ll < (nÀ:;F, vn e N..

si (AÀ)À€^, est l'approri,mation généralisée ile Yosida d,e I'opérateur A, alors pour tous a, B eIt nous auons

lletA" r _ erAÊ rll S M2teb llA.,r _ Aerll.

Preuve: Soient a, 0 € lt,, o € [0, 1] et r € X. Alors,
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: tertA,, e(t_v)tAa (A*r _ ABx) .

alors

' donc

et par conséquent
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D'autre part,
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quel clue soit a € A, et t ) 0. Soit r > 7, tel que

c,,'lÊc.v * l)'rv

n.-y - rJ { uJt''

alors

ffi* ) :+,
T- I

et par suite, polrr r > 1 et tout a € Â, tei que ffia > :+ on obtient- t"-l

llr:"'a'^ ll < A,[ r:''*t' ,

lorsque T' -+ 1 on trouve

lltio"ll { M"",
donc
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pour torrt r e E et tout f > 0.I



Théorème 0.8 (Théorème de Hi,tte-yosi,d,a)
Un opérateur I'inéa'ire A : D(A) C E -+ E est le générateur infi,n,itésimal d,,y,n C-semi groupe
(G(t))r>o plur lequel il eriste w ) 0 et M > L tels que

llc(r) ll < rvre,, , Yt > 0,

si et seulement s,i

1. A est fermé de doma,i,ne dense d,ans E.

2. porlr tout À€ Â, on (r À e p(A) et

llÊ(À, A)"ll < - !--,yn€ N*rr - (ffiÀ-c,:)'

Preuve: La première implication est une conséquence clirecte du Théorème ?? et Théorème
0.3.

On suppose tnaintenant que ,4" possède les propriétés l. et 2.. So,it(A1)r.n. I'approximation
généralisée de Yosida de I'opérateur ,4. D'après Ie Lemme 0.4 nous avons A7 € L(E) et

*Igr* Afl; : At: pour tout r € D (A)

Pour À e 4,, soit (G^(t)) - (etAx)r>o le semi groupe engendré par,41. On utilise le
Lemme 0.7 on trouve que

llG,,(t)r - G p(r)"ll < M2ter,llAo* - AB*ll,

quelqrre soit a, 0 e 1y,, et pour tout / € D(A) et, > 0.
Si[a, b] c [0, +oo[, alors pour tout n €D(,4) nous avons

rl q. llG." (t)* - Gp(t)r,ll < A,,I2be,t,llA** - Ap*ll
tefa.bl

oo. Il en résulte donc que (G1(t))^.n", est une suite de cauchy

C(P, *ool, L([D(,4)] , E)) tel que G{t)r + G'(t)r lorsque
pour Ia topologie de Ia convergence uniforme sur les intervalles

llc{t)nll < ttt",,llrll, vr > 0,

on obtient

llcç1(t)rll < IVIe,,ll,rll, Vt > 0, Vr € D(A).
considérorls maintenant l'application li'éaire

Os : D(A) + C([o,h], E)
:L + 06(r) -Go(.)*,

qui converge vers 0 si ffia, ffi/J -+
dans C([0,*oo[, L([D(. )] , E)).
Donc, il existe un unique Go €
WÀ -+ oo, quelque soit r € D(A)
compacts de 10, -[.
Puisque



pour tout t e la,b] c [0, *[.

Comme

ll oor llc([o,,0],") : sup llGo(t)rll
te [n,b]

trt e'bllrll
Me'b llrllorol,

pour tout r e D(A). On voit que Os est une application linéaire continue et puisque D-@) - E,

elle se prolonge donc de façon unique en une application linéaire continue o : E -+ C(la,b), E)

tel que O lo(a): Os et - ,,A,, ,,

llO" 11c11,,,r1,"; I I\t[ e'b ll" ll , '

quelque soit r e E.
par conséquent il existe un seul opérateur G e C(lo,,bl,L(E)), tel que Or - G(')r pour tout

r e E.

Répétons ce procédé pour tous les intervalles compacts ,ce [0, *[ et on obtient I'existence

d,un seul opérateur noté aussi par G € C(lo,b), L(E)) tel que pour tout r € 'E on ait par

clensité G{t):rconverge vers G(t):r,si ft * i, uniformêment par rapport à t sur les intervalles

compacts de [0,*[.
De plus,

Il est évident que G(0)r

llG(t) ll < M"" , Yt > o.

-- lim Gr(O)r : r Qt
WÀ+oo

Iim G(f)r _ lir4(-tim G1(t)n)
t-+o \ / t-to'æÀ-+oa

: lim (lim Gr(t)z)
S,\-+oo't-+0
Jt'

Soient t, s € [0, *l et r € E, alors,

llG(t * s)r - G(t)G(')"ll <
+
s
+

llG(f * s)r - Gx(t + s)rll + llGr(t * s)r - Gr(t)c(s)rll

ll G.r (r)G(')" - G (t)G(')"ll

llG(r * s)r - Gx(r + s)rll + llG.r(t)llllG^(')r - G(.s)rll

llG(')llllG^ (t)* - G(t)rll -+ o,

Iorsque wÀ -r oo, et donc G(t + s)r - G(t)G(s)r pour tout n € E.

Montrons maintenant que A

tout r € D(A) on a

llGl(s)A sn - G(s)Arll

est le générateur infinitésimal du semi groupe (G(t))r>n. Pour

s llcr(s)A sn - Gil(s)Arll + ll G|(s)Ar - G(s)Arll

llGr(s)llllA^" - Arll + ll G1$)Ar - G(') A"ll

Me'tllAxr - Arll + ll G1@)A:t - G(s)Arll -+ 0,


