Chapitre 1

Congruences

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats élémen-
taires de théorie des congruences. Cette théorie conduit naturellement 4 introduire
I'anneau Z/nZ ainsi que le groupe de ses éléments inversibles (pour la multiplica-
tion), noté (Z/nZ)*. Nous rappelons la construction de ces objets et précisons leurs

principales propriétés.

1.1  Quelques rappels sur les groupes finis

Soilent ¢ un groupe fini (noté multiplicativemens) et H un sous-groupe de G.
Un théoréme de Lagrange affirme que le cardinal de H divise le cardinal de G.
Mauaintenant, si g est un élément de G, alors il existe un plus petit entier w > 1 tel

que g* = e, Les éléments e, g, g%,..., 5! sont alors tous distincts et 'ensemble

gy ={e,0.0%, ..., "}

est le plus petit sous-groupe de G contenant g. L'entier w est appelé Pordre de g.

On vérifie facilement (en utilisant le théoréme de la division euclidienne) que
g" = e <= wim.

En appliquant le théoréme de Lagrange, on obtient immédiatement que w divise le
cardinal de (7. En particulier, si G est un groupe de cardinal n, alors g™ = e pour
tout g € G.

On rappelle qu'un groupe & est cyclique s'il existe g € 7 tel que le spus-groupe
engendré par g est G tout entier. On dit dans ce cas que g est un générateur de
G. Un élément g de G est un générateur de G si et seulement si Pordre de g est

maximal, c’est-i-dire exactement le cardinal de G.
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Théoréme 1.1.1 Soif g un élément d'ordre n d’un groupe G. Pour tout entier
naturel m, Uordre de g™ est n/(n, m), ot (m, n) est le pged de m et n. En particulier,
si G est un groupe cychigue d’ordre i et g un générateur de G, alors Uensemble des

générateurs de G est

{g": (t,n) = 1}.

Preuve : Soit d = (n,m) le pged de m et n, et écrivons n = n'd et m = m'd.

L’ordre de g™ est le plus petit entier naturel non nul % tel que
nlkm ou encore n'|km’.

Comme n' et m’ sont premiers entre eux, la condition n'|km’ est satisfaite si et
seulement si k est un multiple de n’ = n/d = n/(n,m). Ceci prouve le premier
point.

L'élément g* est générateur si et seulement si son ordre est n. Or d'aprés ce
qui précéde, lordre de g* est n/(n,t). On obtient donc que gt est générateur si et
seulement si (£,n) = 1.

O

Un autre résultat sur les groupes finis sera aussi utilisé.

Lemme 1.1.2 Soient G un groupe fini commutelif e g,k deur éléments de G
d’ordre respectif m el m. Si n el m sont premiers entre eux, alors Uélément gh

est d’ordre mn.

Preuve : Considérons intersection M = (g) n {h). C'est un sous-groupe de (g}
et (h). Le théoréme de Lagrange implique alors que le cardinal de M divise n et m.
Comme (n,m) = 1, on en déduit que nécessairement M = {e}. Vérifions maintenant
que gh est d'ordre mn. Tout d'abord comme gh = hg, on a (gh)™* = ¢g"*h™" = e,
Done l'ordre de gh divise mn. Réciproquement si {gh)* = e alors g* = h=" € M.
Done g = k¥ = e. Ainsi n|k et m|k. Une application du théoréme 5.5.3 implique
alors que le produit nm divise k. Finalement on conclui que 'ordre de gh est mn.

O

1.2 Lanneau Z/nZ

Soient n > 2 un entier fixé. On dit que les entiers a et b sont congrus modulo

n, et on écrit

e = b(modn},
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si @ ~ b est un multiple de n. On vérifie que la relation = est une relation d’équi-
valence sur Z compatible avec Paddition et la multiplication, ¢'est-a-dire que si

a = a’ (modn) et st b= 0 (modn), alors
a+b=a¢ +8 (modn) et ab=ad {modn).

Four tout entier a, on note e mod n la classe de congruence de o modulo n, ef

§’il n'y a pas d’ambiguité, on utilisera aussi la notation @. Autrement dit,

s

amodn=i={r€Z:z=a(modn)}.

On note Z/nZ le quotient de Z avec cette relation d'équivalence.

Pour &,b € Z/nZ, on pose

G+b=a+0b et @&b=ab.

On vérifie alors que (Z/nZ,+,-) est un anneau commutatil unitaire. De plus, le
groupe {Z/nZ, +) est 'unique groupe cyclique a n éléments (& issmorphisme prés) :
il est engendré par 1, A savoir

Z/nZ ={0,1,2,3,...,n—1}.

1.3 Congruences linéaires et théoréme des restes
chinois

Le théoréme suivant, bien qu'élémentaire, est trés utile pour résoudre des congruences

linéaires.

Théoréme 1.3.1 Soienta,b& Z, n > 2. Soit d = (a,n} le pged de a ef n. L'égua-

tion

ar = b(modn) (1.1)

a (au moins) une solution si et sevlement si d divise b, Si d divise b, alors I'éguation

(1.1) e exaciement d solutions entiéres modulo n.

Preuve: L’éguation (1.1) posséde une solution si et seulement 8'il existe z,y € Z
tels que

ar — b =ny,
ou de maniére équivalente
I = ar — ny.
Comme (e,n) = d, la derniére équation admet des solutions si et seulement si d

divise b {voir appendice, théoréme 5.4.1).
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Maintenant si z et x; sont solutions de (1.1}, on a

a(z; —2)=ar;—ar=0 {modn),

a(z — ) =nz

. . a _n. a ny_
pour un certain entier z. On a alors $(z1 — z) = 2z. Comme (4, %) = 1, le lemme

de Gauss implique alors que & divise ; —x. D'ot 2y = x + £} ‘pour un certain
k € Z. Autrement dit
Ty ED (mod n)
1 B d .
Te plus, chaque entier z; de cette forme est une solution de (1.1). Remarquons

maintenant que les d entiers

z+iz, 0Sisd-l,
sont detx 4 deux incongrus medulo n. En conséquence, Péquation (1.1) posséde d

solutions entidéres modulo n.
i

On en déduit immeédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.2 Soient a,b € 2, n > 2 et supposons que {a,n) = 1. L’équation

az = b(modn) e une unique solution modulo n.

Dans la suite, nous allons nous intéresser au systéme de congruences suivant :

z = a1 (mod m;)
z = aq (mod mg)

& = ay {mod my),
ot k> 2, a,ag,...,ax € & et my, ma, ..., M, sont des entiers = 2,

Commengons par le cas k == 2.

Théoréme 1.3.3 (des restes chinois) Soient a,b € Z el m,n > 2. Le systéme

x = a (mod m}
(5) { 2= b(modrr?)

admet une solulion z si ef seulement si
a = b{mod(m,n)).

De plus, dans ce cas, 5i x est une solution du systéme {S), alors y est une solution
de (S} si el seulement

y = = (mod[m, n]) !.

1. Dans tout le cours, [m, 7t| désigne le ppem de m et n et (m, r) désigne le pged de m et n.
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Preuve :  Si x est solution du systéme (S}, alors il existe deux entiers u,v tels

que & = a -+ mu = b+ nv. D'on
a— b= nv — mu = H{mod(m, n)).

Réciproguement, si a = b (mod{m, n)), alors par la relation de Bezout, il existe
u, v € Z tels que o — b = nv — mu. D'olt 2 := a + mu = b+ nv est une solution du
systéme (S). Cela conclut la premiére partie du théoréme. Maintenant si z est une
solution de (5), alors un entier y est solution de {S) si et seulement si

y = a = (modm)
y=b=ax(modn)

Par conséquent, y — = est un multiple de m et n, done de |m,n]. Autrement dit,
¥ = x (mod{m, n}). Réciproquement, si y = x {mod[m,n}), alors y = 2 (modm) et
y = x{modn). Donc y est solution de (.9).

O

Remarque 1.3.4 On voit d’aprés la preuve du théoréme 1.3.3 que si a = b (mod(m, n)),
alors on construit une solution particuliére du systéme {S) de la fagon suivante. En
utilisant l'algorithme d'Euclide, on commence par cherclier une solution au systéme
de Bezout suivant d = mu + nv ol d = (m,n). Ensuite comme a = b (modd), il
existe & € Z tel que @ = b+ dk. Il suffit alors de considérer zg = b+ nkv. L’ensemble

des solutions du systéme (5) est alors donné par xomod({m, n}).

Théoréme 1.3.5 (des restes chinois) Soient k un entier > 2, ay,as,...,0; € Z
et My, Ma, ..., my des entiers > 2. Supposons que les entiers my, ma, ..., My soient
deur & deur premiers entre euz. Notons m = myma ... my. Alors le systéme

2= aq (modmy}
x = as (mod ma)

(8}
z = ap {mod my),
posséde une solution. De plus, st ¢ est une solution du systéme (S), un enlier y est

ausst solution de (S) si et seulement si y = r (modm).

Preuve : On raisonne par récurrence sur U'entier k. Le cas & = 2 provient du
lemme car {my, ma) = 1 et [my, ma] = myma. Soit k > 3 et supposons que le résultat
soit vrai pour k — 1 congruences. Alors il existe un entier z tel que z = a; {mod my),
1 €4k —1. Comme my,ms, ..., mg sont des entiers deux i deux premiers entre
eux, ol a {(myma ... My_1,mp) = 1. Donc le cas & = 2 permet de dire qu'il existe

un entier x tel que
x =z {modmyma...mp-1)
T = ag (mod my).
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D'ol 2 = a; (mod m;), pour tout 1 < ¢ < k. Ainsi < est solution de (5). Ceci prouve
la premiére partie du théoréme. Maintenant, si ¥ est une solution du systéme, alors
z — y est divisible par m;, 1 < i € k. Comme m;y, ma, ..., my sont deux & deux
premiers entre eux, l'entier & — y est divisible par myme ... myg. Cela compléte la

preuve du résuliat.

a

Remarque 1.3.6 Pour résoudre le systéme (5}, on peut procéder de la fagon sui-

vante : pour chaque entier i, les entiers m; ef 7, = T’ﬂ—i =Ty .. Ti—1Mis] -0 TR

sont premiers entre eux et donc d’aprés le théoréme de Bezout, on peutb trou-
ver {en utilisant par exemple 'algorithme d'Euclide) des entiers u; et v; tels que

u;m; -+ v = 1. 81 on pose e; = vy, alors on a
e; = 1 (modm;)
et
g; = 0 (mod m;) pour § # i.

Une solution particuliére de {S) est alors donnée par zp == 2:“:1 aze;. Les autres

solutions sont congrues & ce @y madulo m.

On peut donner une formulation plus abstraite du théoréme des restes chinois.

Corollaire 1.3.7 Soient mq,ma,..., My = 2 des entiers deuz & deuz premiers

entre eur el notons m = myma...my. Alors Uapplication

v ZfmZE — EfmiEx o X LfmpZ
zmodm +— (rmodmy,...,zmodmy)

définit un isomorphisme d’'onnequs unilaires.

Preuve : Remarquons iout d'abord que si 2 modm = ymod m, alors xmod m; =

ymodm; pour tout 1 < i < k, done I'application ¢ est bien définie. On vérifie que
{xmod m + ymod m) = (x mod m) + 3 (y mod m),

w({z mod m)(y mod m)) = ¥(z mod m)(y modm),

et ¥(1z/mz) = lz/m,zx...xz/m,z- Donc ¥ est un morphisme d’anneaux unitaires. De
plus, étant donné (a; modmy, g2 modma,....apmodmg) € ZfmyZox oo x BfmnZ,

il existe d’aprés le théoréme des restes chinois un élement = € Z tel que

x = u; (mod my) I<i<k.
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D'on xmodm; = a; modm,, 1 <1<k, c’est-a-dire
b
(x mod m) = (g3 mod my, azmod ma, ..., cp mod my).

De plus, le théoréme des restes chinois implique également que la solution z est

unique modulo 7. Ainsi ¢ est un isomorphisme d’anneaux unitaires.
O

1.4 Le groupe (Z/nZ)* et l'indicatrice d’Euler

L’ensemble des éléments inversibles de 'anneau Z/nZ muni de la multiplication
est un groupe. On le note (Z/nZ)*. Le résultat suivant caractérise ses éléments

inversibles.

Proposition 1.4.1 Pour que Vélément & € Z/nZ soil inversible il faut et il suffit
que {a,n) = 1. Dans ce cas, le colcul de Uinverse de @ se fail o Uaide de Ualgorithme

d’Euclide étendu appligué au couple (a,n).

Preuve :  Sid est inversible, il existe b tel que @b = 1. Tl existe donc v € Z tel que
ab—1 = vp, ou ba —vn = 1. Par le théoréme de Bezout, a et n sont premiers entre

eux. Réciproquement, si @ et n sont premiers entre eux, il existe u et v entiers tels

que au + nv = 1. Cela donne dans Z/nZ, @ = 1 —nv = 1. Donc @ est inversible,
d'inverse .
O

On obtient immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 1.4.2 Pour que Uanneau Z/pZ soit un corps i foul el il suffit que p

soit un nombre premier. On note parfois ¥y, le corps Z/pZ lorsque p est premier.

La fonction indicatrice d*Euler ¢ associe a un entier n > 2 P'entier ¢(n) défini
par
w(n) = card ((Z/nZ)").

Autrement dit, d’aprés la proposition 1.4.1, on a
pln)y=card{a: 0<a<n—1&(a,n) =1} (1.2)

Proposition 1.4.3 Soil p un nombre premier el o« € ™. On «

En particulier, w{p) =p—1.
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Preuve : On a d’aprés (1.2)
wp®)=card{a: 0 < a <p® — 1&(e,p®) = 1}.

Cn vérifie facilement que si 0 < a < p® — 1, alors (@, p™) > 1 si et seulement si pla.

Or les multiples de p dans Pintervalle [0,p* — 1] sont

U;P: QP; e ,p(pn—l - 1)

Il y en a donc p*—*. Dot @{p®) = p® —p®~—4.

Lemme 1.4.4 Soieni m,n > 2. §i (m,n) = 1, alors p(mn) = p(n)p(m).

Preuve : Remarquons que si 4y, Ag, A3 sont trois anneaux unitaires tel qu'il
existe un isomorphisme 9 : 47 — Ap x Aa, alors ¥(A47) = A3 x A3, ot A désigne
le groupe des éléments inversibles de 4;, i = 1,2, 3. En particulier, 47 est isomorphe
a A3 x A3. 1l suffit de combiner ce résultat et le corallaire 1.3.7 pour obtenir que
les groupes (Z/mnZ)* et (Z/mZ)" x (Z/nZ)" sont isomorphes. Ils ont done méme
cardinal, ce qui donne le résultat.

O

Théoréme 1.4.5 Soitn>2. One

w(n)=n%(lm%),

ot P désigne l'ensemble des nombres premiers.

Preuve : Soit n = pl'...p* la décomposition canonique de n en produits de

facteurs premiers. D'aprés le lemme 1.4.4, on a

k
w(n) =[] o).

im]

ri—1

Or, avec la proposition 1.4.3, ¢{p*) =p™ —p]'" =p[* (1 - 51:}, ce qui denne

o(n) =-i1j1p:i (1"‘;;1;) =”1_]j} (1%511) )
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1.5 Un théoréme d’Euler et de Fermat
Théoréme 1.5.1 (Euler) Soient n > 2 et a € Z tel que {a,n) = 1. Alors
0™ = 1 (mod n).

Preuve : On sait que Tordre du sous-groupe (Z/nZ)* est @(n). D'autre part,
comme (a,n) = 1, la proposition 1.4.1 implique que & est inversible dans Z/nZ et
donc est un élément de (Z/nZ)*. Le théoréme de Lagrange affirme alors que l'ordre

de @ divise Uordre de {Z/nZ)*, ce qui implique en particulier que

a(,'J{l’l) = E{P(n) = i.

Le résultat suit immédiatement.

QOn en déduit alors ce qu’on appelle le "petit théoréme de Fermat".

Théoréme 1.5.2 {Fermat) Soient p un nombre premier eta €. On a
aP = a (modp).
De plus, sip ne divise pas a, alors
a1 = 1 (mod p).

Preuve : 5ip est premier et ne divise pas g, alors on a (a,p) = 1 et p(p) =p—1.

Le théoréme d'FEuler implique alors que
Pt =P =1 (modp).

En multipliant cet congruence par a, on obtient que a” = a {modp). Si p divise a,
alors on a clairement

e =0=a (modp).

1.6 Sous-groupes de (Z/nZ,+)

La description des sous-groupes de (Z/nZ, +) est assez simple. Comme ici le
groupe est additif, il faut prendre garde au fait que 'erdre d'un élément x mod n
est, défini comme e plus petit entier d > 1 tel que dz = 0 (mod n). De plus, dans ce

cas, les léments 0,2,%z,...,{d — 1)x sont tous distinets et

{r) = {0,%,2z,...,(d - Dz}
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est le plus petit sous-groupe de (Z/nZ,+) contenant & De plus, si k> 1, on a
Ex =0+ k|d

Lemme 1.6.1 Sgient x un enfier el n > 2. L’8lément x modn est un générateur

du groupe (Z/nZ,+) si el seulement si xmodn est inversible dans anneay Z./nZ.
Preuve : Supposons que x mod n soit un générateur du groupe (Z/nZ, +). Alors
Z/nZ = {0,%,2z,...,(n— L)z}

ct done il existe un entier 0 < k < n —1 tel que k% = % = 1. Dot zmodn est
inversible d'inverse & mod n. Réciproquement, supposons que x mod n est inversible
dans Z/nZ et notons d Yordre de z modn dans le groupe (Z/nZ,+). Alors de =
0 (modn). Autremens dit, n divise dz. Comme z modn est inversible, on a d'aprés
la proposition 1.4.1, (z,n) = 1. Le lemme de Gauss implique alors que n divise
d. Mais d’autre part, d'aprés le théoréme de Lagrange, d divise n et donc d = n.
Finalement on obtient que z mod n est un générateur du groupe (Z/nZ, +).

O

On déduit en particulier du lemme 1.6.1 que

w(n) == card{g : g générateur de {Z/nZ,+)}. (1.3)

Proposition 1.6.2 Soii n > 2. Pour chaque entier d > 1 divisant n, il existe un
unique sous-groupe de (Z/nZ,+) d’ordre d, c’est le sous-groupe cycligue engendré

par lo classe de § dans Z/nZ.

Preuve : Supposons que n = kd. Alors I'élément z = k& est d'ordre d. En effet,
d’une part, on a
de =dk = dk=n=0.

D’autre part, si cx = 0, alors ck = 0. Autrement dit, n divise ck. Ceci implique que
d divise c. Par conséquent, z est bien d’ordre d. Ainsi, le sous-groupe (z} est d’ordre
d. Montrons que c'est le seul. Soit donc H un sous-groupe de (Z/nZ,+) d'ordre d.
Notons s : Z —+ Z/nZ la surjection canonique. On sait que s~1(H) est un sous-
groupe de Z. Done il existe un entier m € N tel que s~ (H} = mZ. Par conséquent,
g étant surjective, on & H = s(s~!(H)) = s{mZ) = (m). Comme l'ordre de H est
d, on a dm = 0. Donc n|dm, c'est-d-dire k|m. Ceci implique que H = (m) C (k).

Or Tordre du sous-groupe engendré par k est d’ordre d, ce qui implique que

H={R.
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Corollaire 1.6.3 Soitn=>2. Ona

n= Z w(d).

d|n

Preuve : On écrit

Z/nZ =\ J Eq,

din

ot Eg = {zmodn : x mod dn est d’ordre d} et la réunion est disjointe. Dol

n = Z card(Ey).

d|n

Or zmodn € Fy si et seulement si 2 mod n est générateur d'un sous-groupe d’ordre
d et d'aprés la proposition 1.6.2, ce sous-groupe d'ordre d est unique et isomorphe

a4 Z/dZ. Ainsi avec {1.3), on obtient que
card(Ey) = card{g : g générateur de (Z/nZ,+)} = w(d),

ce qui donne le résultat.

1.7 Exercices

Exercice 1.7.1 Calculer 'inverse de 13 modulo 100.

Exercice 1.7.2 Résoudre les équations

192 =2 (mod 140) et 57r = 87 (mod 105).
Exercice 1.7.3 Résoudre 42z + 150y = 18.

Exercice 1.7.4 1. Résoudre 6u + 5z = 10.
2. Résoudre 4z + 5y = u.

3. En déduire les solutions de 24z + 30y + 5z = 10.

Exercice 1.7.5 Soit p un nombre premier. Montrer que
2° =1 (mod p)

si et seulement si

=41 {modp).
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Exercice 1.7.6 (Théoréme de Wilson) Soit p un nombre premier. Montrer gue
{(p— 1} = —1 (mod p).

Indication : vérifier d’abord le résultat pour p = 2, 3. On suppose alors que p = 5.

Montrer que pour tout a € {1,2,...,p— 1}, il existe af € {1,2,...,p — 1} tel que

aa! = 1 (mod p). Remarquer alors que ¢ = o si et seulement sia=loua=p-1

(voir exercice 1.7.5). Partitionner alors 'ensemble {2,...,p — 2} en (p — 3)/2 pairs

d’entiers (ai,ag) tels que aiag = 1 (mod p) pour 1 < i < (p— 3)/2. Conclure.
Exercice 1.7.7 Le produit de trois entiers consécutifs peut-il étre un carré?

Exercice 1.7.8 1. Montrer que, pour tont » € N, n'3 — n est multiple de 455.

2. Montrer quon peut améliorer ce résultat, c’est-a-dire qu'il existe un multiple

non trivial de 455 qui divise tous les n'3 — n,

3. En admettant que si p est un nombre premier, il existe un élément d’ordre

p — 1 dans Fy, quel est le plus grand ensier m qui divise tous les n'® — n?

Exercice 1.7.9 On définit la suite des nombres de Fermat par F, = 22" 4 1.

1. Montrer que les Fy, sont deux & deux premiers entre eux.
Indication : si m < n alors Fy, divise Fj; — 2.

2. En déduire qu'il existe une infinité de nombres premiers.

Exercice 1.7.10 Prouver qu'il existe une infinité de premiers de la forme 4% — 1.
Prouver de la méme fagon qu'il existe une infinité de nombres premiers de la forme

6k — 1.

Exercice 1.7.11 Expliciter un n tel que n,n+ 1,n+2,...,n- 9 solent tous non
premiers.
Indication : on pourra traduire le probléme comme un systéme de congruences

et uiiliser le théoréme des restes chinois.
Exercice 1.7.12 a et b sont premiers entre eux et N € M, On considére 'équation
ar by = N (&)

1. Montrer que si N est assez grand '6quation (E) a une solution en entiers

naturels.

b

Mountrer que st N == (@ — 1)(b — 1) — 1 Péquation (E) n'a pas de solutions en

entiers naturels.
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3. Montrer que si N = (a2 — 1)(b — 1) I'équation (F) a une solution en entiers

naturels.

Exercice 1.7.13 Soient z,,24,...,%, des entiers relatifs. Montrer qu’il existe 7, 5
entiers, 1 <i < j < n tels que ©; + Tig1 + -+ + 23 = ¢ {mod n).
Indication : on pourra introduire
S = Z zjmodn
O<igy

et appliquer le principe des tiroirs de Dirichlet.

Exercice 1.7.14 Vérifier que les 4 derniers chiffres (en base 10) de 93762 sont 9376,
Déterminer tous les entiers , 0 < z < 10000 tels que 2° = z {mod 10000) 7
Indication : on pourra remarquer que z est solution de X2 — X =0 {mod N)

81 et seulement si 1 — 2 est solution.

Exercice 1.7.15 Résoudre le systéme de congruences

2z = 3 (mod 5)
4z 3 (mod 7)
32 5 (mod 8)

Exercice 1.7.16 Trouver les deux derniers chiffres de 393%™ . Méme question avec

=17

177,
Exercice 1.7.17 Montrer que si n est impair alors n | 2™ - 1.

Exercice 1.7.18 Pour un nombre réel z, on désigne par [z] la partie entiére de x,

c'est-d-dire le plus petit entier & satisfaisant
E<aw<hk+1.

Sia e Z* et p est un nombre premier, on appelle valuation p-adique de a le plus

grangd entier & € N tel que a est divisible par p® mais pas par p®*1,
Soit 7 un entier positif ou nul.

1. Damontrer la formule de Legendre :

vp(nt) = [;JH?JJr...L’_’:JJr_._

=
n

2. Prouver que chacun des termes de Ia suife ({—AJ) est le quotient de la division
P

euclidienne du précédent par p.
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Exercice 1.7.19 Soit n > 2 un entier et n = p7'ps®...pg" sa décomposition en

produit de facteurs premiers, ol p; < P2 < ... < Pp.
logn

1. Montrer que k& < Tog 2"

2. Pour 1 < i <k, montrer gque p; > i+ 1.

3. En déduire que

2

log

e(n) = 5 “

logn’

Exercice 1.7.20 Un nombre entier m est appelé un nombre de Carmichael g'il

vérifie les deux propriétés suivantes :
{i} m n'est pas premier;

(i} pour tout entier & premier avec m, on a
a™ t=1  (mod m).

Démontrer que m = 561 est un nombre de Carmichael (¢’est en fait le plus petit
nombre de Carmichael).

Indication : on pourra utiliser le théoréme des restes chinois.

Exercice 1.7.21 Soit m entier tel que 6m + 1, 12m 4 1, 18m + 1 soient premiers.

Démontrer que n = (6m + 1){12m + 1)(18m + 1) est un nombre de Carmichael.

Exercice 1.7.22 Soit n un entier non premier tel que
1. n est impair, sans facteurs carrés.
2. Pour tout diviseur premier p de n, p — 1 divise n — 1.

Démontrer que n est un nombre de Carmichael.

Exercice 1.7.23 Le but de cet exercice est de démontrer que la condition suffi-
sante, obtenue dans 'exercice précédent pour qu'un entier soit un nombre de Car-
michael, est aussi nécessaire. Considérons done n un entier dont la factorisation

(canonique) s'écrit
-
w=T1r,
i=1
et supposons que n est un nombre de Carmichael.

1. Soit a un entier premier avec n. Prouver que son ordre dans (Z/nZ)* est un

diviseur de n — 1.

2. Soit p un diviseur premier impair de n et & = vp(n} la valuation p-adique de

.
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{a) Prouver qu'il existe un entier a, premier avec n, dont I'ordre dans (Z/nZ)
est p°Hp—1).
Indication : utiliser le fait que si p est un nombre premier impair, alors

(Z/p*Z)* est cyclique et utiliser le théoréme des restes chinois.
(b) En déduire que & = 1, que p— 1t est un diviseur de n — 1 et enfin que n
est impair.
3. Démontrer qu'une puissance de 2 n'est jamais un nombre de Carmichael.
4, Déduire des questions précédentes que
(a) n est impair, sans facteurs carrés.

(b) Pour tout diviseur premier p de n, p— 1 divise n — 1.
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