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Martingales en temps continu

On s’intéresse dans ce chapitre & I’étude des martingales en temps continu
lorsque t € RT out € [0,7] avec T > 0.

0.1 Définitions et exemples

Soit (Q, A, (Ft) =0 ,]P’) un espace probabilisé filtré et soit (X;),, un pro-

cessus stochastique défini sur cet espace, sa filtration naturelle est (.7-"tX ) =0

Définition 0.1.1 Un processus stochastique (X;),~q sur (0, A, (F)50.P),
est appelé F— martingale (resp. sous martingtale, sur martingale) ssi

1) (Xi),>q est Fi— adapté ;

2)Vt >0,X; € L' (Q);

3) Vs < t,B(X: | Fs) = Xs p.s. (resp. B(Xy | Fs) > X, B(Xy | Fs) <
X5).

exemple 0.1.1
Martingale de Doob : soit X une variable aléatoire intégrable et (Fy),5, une
filtration, on définit le processus stochastique (X;) >0 comme suit

VE>0,X, =E(X | F).

Alors (Xi),5, est une Fy— martingale de plus elle est U.I
2) Soit (By) >, un Fy—mouvement brownien standard , alors les proces-
sus suivants sont des martingales par rapport & la méme filtration <‘7:t)t20 :
2
(Blt)t20 ,(B? — t)tzo ,Va € R; (eXp (aBt — %t>)t>o'
Théoréme 0.1.1 Soit (X;),5o un (F1),5, processus stochastique a accroisse-
ments indépendants réel et ¥Vt > 0, la v.a. X; est intégrable et centrée. Alors

(Xt)tZO est une (.7:,5),20 — martingale.
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0.2. TEMPS D’ARRET ET TRIBUS ASSOCIEES

Propriétés :

1) Si (X¢),~, est une martingale (sous martingale, sur martingale), alors
la fonction | (X;) est constante (croissante, décroissante)

2) Inégalité de Jensen :Si (X}),., est une martingale (sous martingale)
et o une fonction convexe (convexe croissante) avec E |p (X;)| < oo, Vt > 0.
Alors (¢ (X¢)),~, est une sous martingale.

Le théoréme suivant donne la caractérisation martingale d’un mouvement
brownien (processus de Wiener)

Théoréme 0.1.2 (Théoréme de Lévy)

Soit (X;),~o un processus stochastique réel centré, a trajectoire continu et
F,—adapté, tel que :

1) (Xi) s est un Fy— martingale ;

2) (X} —t),5q est un F,— martingale.

Alors (X;),, est un mouvement brownien standard.

0.2 Temps d’arrét et tribus associées

Définition 0.2.1 Une variable aléatoire T' : Q — [0,4+00] est un temps
d’arrét par rapport a la filtration (F;),5, si

Vt>0,{T <t} € F.
On associe a un temps d’arrét T les tribus suivantes
Fr={Aec Fo,Vt>0,ANn{T <t} € F};
Fr+ ={A e F,,Vt >0, An{T <t} € F};
Fr- ={A€ Fo,Vt >0, AN{T >t} € F;}.

Remarque 0.2.1 Si T est un temps d’arrét, {T = oo} = (Upen {T < t})° €
Foo-

Propriétés :

On donne ici quelques propriétés des temps d’arrét :

1) Soit T'un temps d’arrét, alors on a Fp- C Fr C Frp+. Et si la filtration
(Fi) >0 est continu & droite, on a Fr = Fp+.

2) T est un Fy+-temps d’arrét ssi V¢ > 0, {T <t} € F,.
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CHAPITRE 0. MARTINGALES EN TEMPS CONTINU

3) Si T =t est un temps d’arrét constant, alors Fr = F; et Fr+ = Fi+.

4) Si T est un temps d’arrét, alors 7" est Fr—mesurable.

5) Si T et S sont deux temps d’arrét tels que S < T, alors Fg C Fr et
Fo+ C Fr+.

6) Si (S,) est une suite croissante de temps d’arrét alors S = lim,, . S,
est aussi un temps

d’arrét et Fg- = V,Fg-.

7) Si (S,,) est une suite décroissante de temps d’arrét alors S = lim,, .o, S,
est aussi un temps

d’arrét de (Fi+), et Fo+ = NpFgt.

Définition 0.2.2 (Processus arrété)
Soit (Xt)tzo un processus stochastique réel et continu a droite, sur (Q, A, (.7-})220 ,IF’) ,

et T un temps d’arrét. Le processus réel , noté (XtT ) défini par

>0
pour tout t > 0, XtT = Xinr = Xilyrany + Xolyrsy,
s’appelle processus arrété en T'.

Corollaire 0.2.1 Soit (X;),, une martingale (resp. sous martingale, sur
martingale) et T' un temps d’arrét par rapport a la méme filtration (F),s

alors le processus arrété (XtT ) est une martingale (resp.sous martingale,

>0
sur martingale).

Théoréme 0.2.1 (Théoréeme d’arrét pour les temps d’arrét bornés)

Sotent (X¢),~, une martingale (resp. sous martingale, sur martingale)
continu & droite, S et T deux temps d’arrét bornés par rapport a la filtration
(Fi)isg s tels que S <T. Alors Xy et Xg € L' (Q) et

Xs=E(Xr | Fs).

0.3 Inégalités maximales

Dans cette section, on généralise au cadre continu quelques inégalites
maximales déja connues dans le cadre discret (martingales en temps discret).

Théoréme 0.3.1 (inégalité de Doob)
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0.4. CONVERGENCE

a) Soit (Xt),~, une sous martingale continue & droite par rapport & la
filtration (F}),sq , alors pour tout t > 0, pour tout ¢ > 0

E|X
Pl sup Xy>c| < |—t’
s€[0,t] c

b) Soit (X;),, une martingale continue a droite telle que por toutt > 0, X, €
L?, avec p > 1 fixé, alors pour tout t > 0, pour tout ¢ > 0

E|X,[?
P(sup |Xs|zc)s Xl

s€[0,t] cP

0.4 Convergence

Dans ce paragraphe, on étudie les différente formes de convergence des
martingales.

Définition 0.4.1 Une martingale (Xt)tzo est dite fermée par une variable
aléatoire Y si
ElY|<ocoetVt>0,X,=E(Y |F).

Remarque 0.4.1 La v.a. n'est pas nécésseremen unique.

Théoréme 0.4.1 (convergence p.s.)
Soit (X;),~o une martingale continue & droite telle que sup, B | X;|” < oo
(i.e bornée dans LP) Alors la v.a Y = lim; X; existe p.s et B|Y |’ < oo .

Corollaire 0.4.1 Si (X,g)lt20 une sur martingale continue a droite, alors
(Xt),50 converge p.s. vers une limite intégrable.

Théoréme 0.4.2 (convergence en moyenne d’ordre 1 ou p)

a) Soit (Xi),~, une martingale continue & droite, les 3 conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1) (X}),>q converga dans L*.

2) 3 une v.a. X4 intégrable telle que X; = B (X | F),Vt > 0.

3) (X1),>q est UL

b) De plus, sip > 1 et si (X;),~, est bornée dans LP, alors la convergence
a aussi liew dans LP avec X, € LP.



Intégrale stochastique

Ce chapitre est une introduction a I'intégrale stochastique, il est consacré
a I’étude de l'intégrale de Wiener et celle d’Ito.

0.5 Intégrale de Wiener

0.5.1 Rappel

a) Intégrale de Riemann
Soit f : R — R, une fonction continue, 'intégrale de f, sur 'intervalle
[a,b], au sens de Riemann est définie comme suit :

/b f(t)dt = lim Zn: £ (tz(") _ tgﬁ)l) ;
a i=1

ol a = tén) < tﬁ”) < ... <t = b est une suite de partitions de [a, b] telles
que limy, oo maxi<i<y ‘tz(n) — " =0et ¢V € [tgf)l,tgn)] :

b) Fonctions & variation bornée
Une fonction f est dite a variation bornée, sur I'intervalle [a,b], si

SUPZ |f(t:) = f(tima)| < o0,
i—1

ot le sup est pris sur toutes les partitions (¢, ..., t,) de [a,b].

Remarque 0.5.1 1-Si fest croissante, alors fest a variation bornée.

2- Si fest la différence de 2 fonctions croissantes, alors fest a variation
bornée.

3- Si f est contindiment dérivable, alorsf est a variation bornée.
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0.5. INTEGRALE DE WIENER

c) Intégrale de Riemann-Stieltjes

Soient f : R — R, une fonction continue et g : R — R une fonction a
variation bornée.

L’intégrale de Riemann-Stieltjes de la fonction f par rapport a la fonction
g, sur Uintervalle [a,b], est définie comme suit :

[ st = im 3= e (967) - 9t

ot a =t < " < . <t = b est une suite de partitions de [a,b] et
" "] =o.

7

an) € [tz@l, tg")} telle que lim,,_,o, max; <<y,

Proposition 0.5.1 1- Si f est continue et g est cintindment dérivable, alors

b b
[ rdgte = [ g oy
2- Si f et g sont continues et a variation bornée, alors

/ FOdf() = w

b

/f(t)dg(t) = f(b)g(b)—f(a)g(a)—/g(t)df(t)-

a

Proposition 0.5.2 (Formule d’intégration par parties)
Sotent g une fonction continue et f une conction a variation bornée, on a

b b
/f@@@:fwmwm—/mmww

0.5.2 Intégrale de Wiener

L’intégrale de Wiener est une intégrale d’'une fonction déterministe par
rapport & un mouvement brownien standard.

vii



CHAPITRE 0. INTEGRALE STOCHASTIQUE

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la définition de I'intégrale

/b f(s)dB; (w)

ou f est une fonction déterministe et (B;),., est un mouvement brownien
standard. N

Supposons que pour chaque w € €2, on va utiliser la formule d’intégration
par parties pour définir cette intégrale au sens de Riemann-Stieltjes par

b b

/ £ (s)dBs (w) = F()B(t,w) [ — / Bt w)df (1),

a a

alors la classe de fonctions f pour les quelles I'intégrale fabB (t,w)df (t) est
définie, au ens de Riemann-Stieltjes, pour chaque w € (), est limitée c’est a
dire que f doit étre continue & variation bornée.

Donc on ait besoin d’une autre idée pour définir I'intégrale fab f(s)dBs
pour une classe plus large de fonctions f.

Cette nouvelle intégrale est appelée intégrale de Wiener def, et elle est
définie pour toute fonction f € L?[a,b].

ou L?[a,b] = {f,f:[a,b] —>R,ff|f(s)|2ds<oo}

Définition de l’integrale de Wiener

On commence par définir 'integrale f; f(t) dBy(w) pour les fonctions f
étagées puis on généralise au cas ou f € L?[a, b].
a) Integral de Wiener d’une fonction étagée

Définition 0.5.1 Soit f une fonction étagée de la forme :

F) =" F(e) ey . Vi=T1n,
=1

ot s e € [tii,ti] eta=t{" <t < ... <t =
L’intégtale de Wiener de la fonction étagée [ est définie par :
b

[ 8= 1) (B ) - Blt).

a
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0.5. INTEGRALE DE WIENER

Notons I (f) = fabf (t) dB;.

Remarque 0.5.2 1- Pour toutes f et g € L*[a,b] étagée, et pour tout a,b €
R, on a

I(af +bg)=al(f)+0I(g).

Théoréme 0.5.1 Soit f une fonction étagée, alors 1 (f) est une variable
gaussienne de moyenne E (I (f)) = 0 et de variance var (I (f)) = 0+°° f?(s)ds.

b) Intégrale de Wiener pour f € L?([a,b])

Théoréme 0.5.2 Soit f € L*([a,b]), il existe une suite (fn ), des fonc-
tions étagées qui converge vers [ dans L* ([a,b]), c™-a-d qui vérifie

b
tiy [ 17, = 1P ¢)dt =

D’apres le théoreme (2.1.2), la suite des variables aléatoires (I (fn) = 0+°° fn () dBS)

n>
est une suite de Chauchy dans L? (), donc elle est convergente dans L? () .

Définition 0.5.2 Soit f € L?([a,b]), Uintégrale de Wiener de f est :

—+o00

/ f(s)dBs = lim [ f,(s)dBs= T}I_)I&Zf (&) (B (ti,w) — B (ti-1,w)) -

n—oo

0

Remarque 0.5.3 [ (f) est bien définie, car I (f) est indépendante du choix
de la suite (fn),>q -

Théoréme 0.5.3 Soit f € L?[a,b] Uintegrale de Wiener fabf (t) dB; est une

variable aléatoire gaussienne de moyenne 0 et de variance fabf (t)2 dt .
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CHAPITRE 0. INTEGRALE STOCHASTIQUE

0.5.3 Propriétés de ’intégrale de Wiener

Proposition 0.5.3
1Vf,g€ L?([a,b]) ,Va,B €R, on a :

Haf + Pg) = al(f) + BI(g)-

2B (I1(f)I(9)) = [ f (1) g(t)dt.
3- [P F(0)dB(t) = [ f(t)dB(t) + [ f(t)dB(t).

4- Si f une fonction détérministe dérivable, en utilisant la formule d’in-
tegration par partie, on obtient

b

b
vWeQ/}@mBmwpqﬂwB@@m—/B@wmﬂu

a

Théoréme 0.5.4 Soit f € L? ([a,b]) alors, le processus stochastique définie
par

b
X() = [ f5)dB ()
est une martingale continue par rapport a la filtration F = o (B, s < t).

0.5.4 Exemples de l’integrale de Wiener
exemple 0.5.1 Soit f une fonction étagé définie par
—3site|0,1]
ft) = 1sitell,3
4 site[3,4]

alors l'intégrale de Wiener de la fonction f est :
4 3
[ r0aBe) = 3 B - Bli)
i=1

= —3(B(1)=B(0))+1(B@3)—B(1))+4(B(4) — B(3))

= —3N(0,1)+ 1N (0,2) + 4N (0,1)
= N(0,9) + N (0,2) + N (0, 16)
= N(0,27).



0.5. INTEGRALE DE WIENER

exemple 0. 5 2
Soit X (t fo tdB,.
On a f( ) = t,X (1) est définie si : f(t) € L*[0,1] c’est-a-dire si

[ 2dt < +o0,
1
1
/ t2dt = {—t}
2
0
1 0
2
1

= < +00

[\

d’ot : f(t) € L?[0,1], par conséquence X (t) est définie.
Donc : X (t) est une intégrale de Wiener, et un proc-stoc gaussien

Alors : n
- Zti (B(t;) — B (ti—1))

E(X:) =
var(X;) =

N = O

Donc : X (t) ~ N(0, %)

exemple 0.5.3 Soit X (t fo sin sdBs.
Ona f(s)= sms,X( ) est définie si : f (s) € L*0,t] < fotsin23ds <
+00.
¢ ¢

1-— 2
/sin2 sds = /#ds

0

1
— Zstt < +400.
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CHAPITRE 0. INTEGRALE STOCHASTIQUE

D’ov : f (s) € L?[0,t], par conséquence X (t) est définie.
Donc : X (t) est une intégrale de Wiener ,et un proc-stoc gaussien
Alors :

E(X;) = 0
cov(X, X,) = E(X.X,)—E(X)E(X,)

t s

= E /sinudB (u,w) /sinudB (u,w)

0 0
SAL SAL
= E /sinudB (u,w)/sinudB (u,w)
0 0

SAL
= /sin2udu: %(sAt) - %sinZ(s/\t).
0
On a : t — By est une fonction continue
t — sint est une fonction continement dérivable

= sint est a variation bornée.
Donc : en appliquent la formule d’intégration par partie on obtient :

t t
/sinsdB (s,w) = [sinsB (s,w)]; — /cossB (s,w)ds

0 0
t

= sintB (t,w) — /cos sB (s,w) ds.

0

0.6 Intégrale d’Itd

mouvement brownien standard (B;)

ou

feLl?,([a,b] xQ)) =< (f (t,w));epap un processus stochastique; (f (£, w)) e

Cette partie est consacré a I’étude de I'intégrale de la forme fab f(t,w)dB (t,w),
intégrale d’It6 d'un processus stochastique (f (f,w)),5, par rapport & un

t>0"

D’abord, on définit cette intégrale dans le cas ou f (t,w) € f € L2, ([a,b] x Q2))

xii
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0.6. INTEGRALE D'ITO

Le mouvement brownien (B),., et la filtration (73),¢(, , vérifient les condi-
tions suivantes :

1) pour chaque t, B, est F; -mesurable;

2) pour tout s < t, la variable aléatoire B, — B; est indépendante de la
tribu F.

Puis on prolonge la définition de 'intégrale fab f(t,w)dB (t,w) au cas ou
[ (t,w) €L (Q, L?[a,b]) ou

b
Lo (L% [a,b]) = < (f (2, w))iefap WD Processus stochastique; (f (¢,w)),c(,y €st Fi — adapté et / |f

a

et (Bt);sg st (Ft)iepa,y vérifient les deux conditions précédentes.

0.6.1 Définition de I’intégrale d’Ito
a) Intégrale d’IT6 sur L2, ([a,b] x Q)

a—1-Pour les processus stochastique étagés dans L2, ([a,b] x Q)

Définition 0.6.1 (processus stochastique étagé)
Un processus stochastique étagé (Xt)te[a,b} est de la forme :

Xt (w) = Z fi—l (w) 1[?51:—1,757:] (t) :

Ov:a=ty <ty <---<t,=b et&_, est une variable aléatoire F;, , -
mesurable tel que E (5?,1) < +00.

Définition 0.6.2 L’intégrale d’Ito d’un processus stochastique étagé (f (t,w))

te€(a,b]’
sur lintervalle [a, b], est défini par :

b

[ £ dB (tw) = 361 ) (B 1) = Bti.)).

On pose I (f) = fabf(t,w) dB (t,w).
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CHAPITRE 0. INTEGRALE STOCHASTIQUE

Proposition 0.6.1 Soit (f (t,w)),c|,y un processus étagé de L2, ([a,b] x ),
alors lintégrale d’Ito I (f) est une variable aléatoire de moyenne :

E(I(f)) =0,
et de variance :
b

var (1)) =E (1 (f)?) = / E|f (t,w)[dt.

a

Maintenant on définit I'intégrale fab f (t,w)dB (t,w) pour f € L?,([a,b] x Q).
a—2-Pour tout processus stochastique dans L2, ([a,b] x Q)

Lemme 0.6.1 Soit (f (t,w)),c|,y un processus stochastique de L2, ([a,b] x Q),

alors il existe une suite de processus stochastique étagés (f, (t,w)),~; €

L2, (Ja,b] x Q) telle que (f, (t,w)),s, converge vers (f (t,w)) ) dans L%, ([a,b] x Q)
c’est a dire :

te
b
lim [ E|f, (t,w)— f(t,w)|*dt = 0.

On a.la suite (I (f,)),, , des intégrales d’Ito des processus stochastiques
(fn (t,w)),>1 , est de Cauchy, alors elle converge dans L? (Q) par conséquent
on peut définir l'intégrale de f € L2, ([a,b] X Q) comme suit :

Définition 0.6.3 Soit (f, (t,w)),s; € L2;([a,b] x Q) une suite de proces-
sus stochastique qui converge vers (f (t,w)),c(,y dans L%, ([a,b] x Q), alors
lintégrale d’Ito du processus (f (t,w))epy €st définie par :

b b

[ Fw)dB(te) =t [ (00 dB = lm 3" FE) B () - B(t).

n—oo
a a

i.e. T(f)= lm I(f,)..... (%)
Remarque 0.6.1 [’intégrale définie par (%) est bien définie.

Théoréme 0.6.1 Soit f € L?,([a,b] x Q), alors lintégrale d’Ito I (f) est
une variable aléatoire de moyenne B (I (f)) =0, et de variance var (I (f)) =

[PB|f (t,w) dt.
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0.6. INTEGRALE D'ITO

b) Intégrale d’It6 surl,, (2, L? [a, b])
On peut prolonger cette intégrale, en supposant que f € Lqq (22, L? [a, b]),
dont L2, ([a,b] x Q) C L4q (2, L?[a,b]).

Lemme 0.6.2 Soit (f(t,w)),c(op € Lad (2, L?[a, b)), alors il existe une suite
de processus (gn),=o de L2, ([a,b] x Q) telle que :

lim g, (t,w) = f (t,w) p.s et en probabilité.

b

ie. im [ |gn (t,w) — f (t,w)>dt =0, p.s et en probabilité.

N—00
a

Lemme 0.6.3 Soit (f(t,w)),c(ap € Lad (2, L?a, b)), alors il existe une suite
de processus €tagée (f, (t,w)),~, de L2, ([a,b] x Q) telle que :

b
lim [ |f, (t,w) — f(t,w)|*dt =0, en probabilité.

n—oo
a

Définition 0.6.4 Soit (f(t,w))cuy € Laa (2, L2 [a,b]), Uintégrale d’ITO de
f est définie comme suit :

b

/f (t,w)dB (t,w) = lim [ f,(t,w)dB (t,w).

n—oo
a

0.6.2 Propriétés de ’intégrale d’Ito
Proposition 0.6.2
1- Vf,g S L?zd ([av b] X Q) 7‘Cad (Qv ‘CQ [a7 b])7 \V/OZ,B € R alors :
I(af+Bg)=al(f)+BI(g).

2-NVfe L2, ([a,b] X Q), Log (2, L? [a fftw )dB (t,w) = [* f(t,w)dB (t,w)+
fcb f(t,w)dB (t,w).

3- Pour f € L?,([a,b] x Q) le processus X (t f f(u,w)dB (u,w) est
une Fi-martingale continue.
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CHAPITRE 0. INTEGRALE STOCHASTIQUE

4- Pour f € L,q(Q, L?[a,b]) le processus X (t f [ (u,w)dB (u,w) est
une martmgale locale continue.

5 [l f(t,w)dB(t,w) = [ dB(t,w) = B(T) — B(0) si f(t) =
vt > 0.

6- [ f(t,w)dB (t,w) = [] cdB(t,w) = c¢(B(T) - B(0)) si f(t) = ¢,
Vt.

7- fo liapdB (t,w) = B(b)—B(a).

(

8- fo Ligy f (t,w)dB (t,w) = faf t,w)dB (t,w) .
9.5 (J f(t.w)dB (1)) = 0.E OTf(t,w)dB(t,w))2:fOTE(fQ(t,w))dt.
10- Soient f et g € L2, ([a,b] x Q) alors

E(/f(t,w)dB(t,w)-/g(t,w)dB(t,w)) —/E(f(t,w)g(t,w))dt.

a a

0.6.3 Exemples de ’intégrale d’ITO

exemple 0.6.1 Soit (Xt)te[o,u un processus élémentaire défini pour tout t €
[0,1] comme suit

X = 501[0%] (t) + 511[%71] (t>
Lintégrale d’ITO de X, est

[xonn e (5(2)-50) +¢ (sw-(L).

exemple 0.6.2 L’intégrale fol eBOdB (t) est définie car
(E(fol 2B dt) = fol E(e?BOdt = fol et = 3 (e? —1) < oo)
sa moyenne (fol eBOdB (t)) =0
2
et sa variance B (f eBOdB (t )) =1(e2—1).
exemple 0.6.3 Calculons l'intégrale fOT B(t)dB(t). Soit 0 <ty <1} <ty <
- <t =T wune partition de [0,T] et soit

n—1

X(1) = 37 B e 1(0)

=1

xvi



0.7. LA FORMULE D’ITO

alors pour chaque n, X" (t) est une processus simple adaptée (£ = B(t}))
par la continuité de By , on a : lim, .., X™(t) = B(t) p.s.

[xrwino =X B () - B

Ona:B(t7)(B (t,)—B(t})) = 5 [B? (t71) — B2(t}) — (B (t4.) — B(t7))?]

t

[y

n— n—

[ = 53 (B (i) - B) - 5 S8 1) - B
= BT~ LB0) ~ 5 S (B () - B

=1

Z?;ll(B (tﬁl) — B(t")? est la variation quadratique d’un mouvement

brownien elle converge on probabilité vers T, par conséquence

1 1
/X”(t)dB(t) en proba —=B*(T) — =T.
—2 2

La moyenne de fOT B(t)dB(t) est égale a 0 la variance est .

0.7 La formule d’Ito6

La formule d'TTO est une régle de dérivation de fonctions dépendant
des processus stochastiques. Une de ses applications est ’évaluation d’une
intégrale stochastique.

La formule d’It6 de Base

On commence par dériver des foctions dépendant d'un mouvement brow-
nien standard, et la formule d’Tto s’énnonce comme suit :

Théoréme 0.7.1 Soit (Bt)te[a p) un mouvement brownien standard par rap-
port a la filtration (F¢),c, €t [ une fonction de class C? (R) alors :

F(B(tw) - f (B (a,v)) /f (5,0)) dB (s,) + /f" (5,)) ds
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CHAPITRE 0. INTEGRALE STOCHASTIQUE

— (f(B(s,w)) = [ (B (s,w))dB (t,w) + %f” (B (s,w)) dt.

Théoréme 0.7.2 Soit (By),c,, un mouvement brownien et f (t,x)une
fonction de classe CY* (R) alors :

ft,B(t,w)—f(a,B(a,w)) = f; f'(s,B(s,w))dB (s,w)+f; 1 (s, B(s,w))ds+
%f; I (s, B(s,w))ds.

Evaluation d’une intégrale stochastique en utilisant la formule
d’Ito

Théoréme 0.7.3 Soit F (t,x) la primitive de la fonction continue f (t,x) et

dr 4 df ; .
on suppose que - €t o- sont continue, alors :

b b
1 df

/f(t,B(t,w))dB (t,w)=[F(t,B (t,w))]Z—/% (t,B (t,w))~|—§% (t, B (t,w))dt

- f me déponde pas de t, Uequation (a) s’ecrit :

b

b
[ BB w = F B - [ 2B ew)d

a

exemple 0.7.1 Evaluons l'intégrale f;B (5,w) eBEdB (5,w) en utilisant
la formule d’ITO
on pose x = B (s,w) on a alors

f'B(s,w) = €9 (14 B(s,w))
= /BED) (1 4 B(s,w)).
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: ¢
/eB(s,w)B (s,w)dB (s,w) = [eB(s,w) (B (s,w) — 1)}3 — %/eB(s,W) (1+ B(s,w))ds

0
t

1
= PN (B(s,w) - 1) — 2 /GB(SM) (1+ B(s,w))ds.

0

[e=]
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Equation différentielles
stochastiques

Ce chapitr est consacré a létude des équations différentielles stochastiques
(E.D.S), qui motiverent les premiers travaux d’Ito sur I'intégrale stochastique,
On s’intéresse au cas unidimentionnel, en donnant les principaux définitions
et résultats.

0.8 Définitions

Soit (Q, A, (]:t)tzo ,IP’) un espace probabilisé filtré sur lequel est défini un
Fi— mouvement brownien standard (B), -
Définition 0.8.1 Une équation différentielle stochastique (E.D.S) est une
équation de la forme

t t
X, :§+/b(s,XS)ds+/J(S,XS)dBS,
0 0

ou sous sa forme différentielle
{ dXt = b(t,Xt)d+U(t,Xt) dBt ((1))
Xo = 57

avec dB, est la différentielle du mouvement brownien unidimentionnelle (Bt>t20 ,
b et o sont les coefficients de l’équation (1) appelés respectivement le drift et
la volatilité du (X;),5, 0¥

byo: [0, T] xR—R, T >0.

& est une variable aléatoire représentant la condition initiale indépentante du
mouvement brownien (By),,. L’inconnu de cette équation est (Xt),5 -

XX



0.9. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION D’UNE E.D.S.

Le probléme est, comme pour une équation différentielle ordinaire, de
montrer que sous certaines conditions sur les coefficients b et o, I’équation
(1) admet une solution unique.

Définition 0.8.2 Une solution de [’équation (1) est un processus stochas-
tique (Xt)t207 appelé processus de diffusion ou simplement diffusion, continu
Fi— adapté tel que les intégrales

t t

/b(s,Xs)ds et /U(S,Xs)dBS,

0 0

aient un sens ( ¢’est a dire qu’il faut que o € L.q (9, L?[0,t]), car fot o (s, Xs) dBs
est une intégrale d’Tto, et que b € Loq(Q, L'[0,1]), car [3 b(s, X,)ds est une
intégrale d’un processus stochastique par rapport & la mesure de Lebesque),
Et l’égalité
t t

Xt:§—|—/b(s,X8)ds+/0(3,X5)dBS,

0 0

est satisfaite pour tout t € [0,77].

Remarque 0.8.1 Sio (t,X;) =0 dans l’équation (1), alors

t
Xt—f—i—/b(s,Xs)ds,
0

est une équation différentielle stochastique ordinaire car pour toutw € ;b (s, X;) :
[0,7] x R — R est une fonction réelle mais & est une variable aléatoire.

Intéressons maintenant aux conditions d’existence et d’unicité de la solu-
tion d’'une E.D.S.

0.9 Existence et unicité de la solution d’une
E.D.S.

Etant donné un espace de probabilité filtré (Q, A, (ft)tzo , IE”) et un F;—mouvement

brownien standard (B;), -
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CHAPITRE 0. EQUATION DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

Définition 0.9.1 Une fonction mesurable g (t,x) définie sur [a,b] x R est
dite satisfait la condition de Lipschitz en x s’il existe une constante k > 0
telle que :

lg(t,z) —g(t.y)| <klz—y[;Va<t<buazyeR

Définition 0.9.2 Une fonction mesurable g (t,x) définie sur [a,b] x R est
dite satisfait la condition de croissance linéaire enx s’il existe une constante
k > 0 telle que :

lg(ta)| < k(1+|e);Ya<t <bweR

Lemme 0.9.1 Soientb (t, X;) et o (t, X;) deuz fonctions mesurables sur [0, T x
R wvérifiant la condition de Lipschitz en x, supposons que la condition initiale
&, qui est Fo—mesurable, est telle que (£2) < 00. Alors I’équation

t t
Xt:§‘|'/b(S7Xs)d$+/0(s,X5)st,0gth,
0 0

a au moins une solution continu.

Théoréme 0.9.1 Soient T > 0 et b(.,.),0(.,.) : [0,7] x R — R deuz fonc-
tions mesurables. On suppose qui’il existe une constante k > 0 telle que pour
tout t € [0,T],x,y € R,

1- condition de Lipschitz en x :

2- condition de la croissance linéaire :
bt z)| + o (t,2)] < k(1+|z]),

3-E (&%) < .
Alors UE.D.S. (1) posséde une unique solution (Xt),q( @ Uindistingabilité

K B .
prés) continue, adapté par rapport ff (Bu)izo la tribu engengrée par le mou-

vement brownien standard (By),~, et la condition initiale £ (solution forte)
et vérifie EfOT | X, dt < oo.
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0.10. SOLUTION FORTE ET SOLUTION FAIBLE D’UNE E.D.S.

Remarque 0.9.1 1- La condition de la croissance linéaire assure que la so-
lution (Xt),~, ne s’explose pas, i.e. que lim |X;| # oo lorsque n — oo.

2- La solution est unique a lindistingabilité veut dire que si (X;),s, et
(X7),50 sont deux processus stochastiques continus satisfaissant -

t t
Xt:5"‘/b(S,X5>dS+/O'<S7XS)dBS7OStST’
0 0

adapté rar rapport a ﬁg’(Bt)tZO et EfOT | X, |? dt < oo, EfOT | X!]? dt < co. Alors
X (w) = X[ (w) pour tout t < T, p.s.

0.10 Solution forte et solution faible d’une
E.D.S.

Définition 0.10.1 Une solution forte de I’E.D.S. (1) sur l’espace probabi-
lisé filtré (Q, A, (Ft) =0 ,IP’), par rapport au mouvement brownien (Bi),s, et
la condition initiale &, est un processus stochastique (Xt)t207 a trajectoires

Do ot B [T),)% dt < oo.

Définition 0.10.2 Une solution faible de I’E.D.S. (1) sur l’espace probabi-
lisé filtré (Q, A, (F2) >0 ,]P’) ,par rapport au m.b.(By),~, est le processus continu
(X4),>0 qui est Fi-mesurable avecF; n'est pas necessairement la tribu engen-
drée par (By),s, et &.

. b B
continues, adapté a ff (

Remarque 0.10.1 La solution forte est bien sir une solution faible mais la
réciproque est fausse en genéral.

Définition 0.10.3 (unicité forte) Il y a une unicité trajectorielle (unicité
forte) pour UE.D.S. (1) lorsque (X, By) et (X', B;) sont deux solutions défi-
nies sur le méme espace filtré avec By = By et Xo = X{ p.s. Alors (Xy),~,
est (X))o sont indistingables. -

Définition 0.10.4 (unicité faible) Il y a une unicité en loi (unicité faible)
pour ’E.D.S. (1) lorsque (X, B;) et (X', Bf)sont deux solutions avec la pos-
sibilité de (By),so et (B}),>o sont différents ( en particulier si (X,B;) et
(X', B)) sont définis sur deux espaces de probabilité (Q, A, (F),,,P) et
(Q, A (F]) 0. P1) différents et Xo = X{. Alors les lois de (X;),~q €t (X])50
sont égales.
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Théoréme 0.10.1 Si l'unicité trajectorielle est satisfaite. Alors
1- lunicité en loi est satisfaite.
2- toute solution de (1) est forte.
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