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CHAPITRE 1

Introduction

Ce cours s’adresse aux étudiants de premiére année master : Analyse Fonctionnelle. 11
a pour objectif de donner les définitions et les propriétés fondamentales des semi-groupes
ainsi que leurs applications a la résolution des problémes de Cauchy abstraits. Néanmoins,
ce cours peut intéresser les étudiants d’autres disciplines de mathématiques, vu qu’on trouve
plusieurs applications de cette théorie non seulement dans la théorie des EDP ou la théorie
des processus stochastiques, mais les semi-groupes deviennent aujourd’hui un outil trés puis-
sant dans la résolution des équations intégro-différentielles et des équations différentielles
fonctionnelles issues de la mécanique quantique et aussi dans la théorie du controle.
Les méthodes utilisant les semi-groupes sont également appliquées aujourd’hui dans la ré-
solution des équations concrétes qui se produisent dans la dynamique de la population ou
dans la théorie du transport.

Au cours de la préparation de ce manuscrit, je me suis essentiellement basée sur les

références [4] et [1]. Les étudiants peuvent aussi consulter la référence [3].



CHAPITRE 2

Rappels

Dans le but de faciliter a I’étudiant la lecture et la compréhension des preuves des princi-
paux théorémes du chapitre 3, nous rappelons ici quelques notions de I’analyse fonctionnelle,
en particulier, des opérateurs, mais sans aller loin dans les détails, vu que ces notions ont

été déja enseignées dans des modules prérequis.

2.1 Opérateurs linéaires bornés

Soit (E, || - ||g) et (F, ] - ||r) deux espace vectoriels normés sur le méme corps K = R ou
C, et soit A: E — F un opérateur. Pour x € E, nous adoptons la notation Az au lieu de

A(x), pour son image. On note par D(A) le domaine de définition de A, i.e.,
D(A)={z€E: Ave F} ={z € E: Az existe}.

Définition 2.1.1. L’opérateur A : D(A) C E — F est dit linéaire si D(A) est un sous

espace vectoriel de E et pour tous x,y € D(A), et tous o, f € K, A(ax + By) = aAx + BAy.
On note par Im(A) et Ker(A) I'image et le noyau de 'opérateur A, i.e.,
Im(A) ={Az: z € D(A)} et ker(A) ={z € D(A): Az =0}.

Théoréme 2.1.1. Soit A : E — F un opérateur linéaire. Alors les propriétés suivantes

sont équivalentes.



2.2. Diftérents types de Convergence dans L(E, F)

1. A est continu sur E ;
2. A est continu au point O ;

3. il existe une constante ¢ > 0 telle que ||Az||p < ¢||z||g pour tout x € E.

Définition 2.1.2. L’opérateur linéaire A : E — F est dit borné, si pour tout sous ensemble

borné M de E, A(M) est un borné de F.

Proposition 2.1.2. L’opérateur linéaire A : E — F est borné si et seulement si A(Bg)

est un borné de F', ott By est la boule unité fermée de E.

Proposition 2.1.3. Soit A: E — F un opérateur linéaire. Alors A est borné si et seule-

ment si A est continu.

Par cette derniére proposition, on voit bien que les notions d’opérateur linéaire borné et
d’opérateur linéaire continu sont équivalentes.

On note par L(E, F') 'ensemble des opérateurs linéaires continus (bornés) définis sur E
a valeurs dans F. Si £ = F', on note cet espace L(F) au lieu de L(E, F) et si F = K, on
note £’ = L(E,K), appelé le dual de E.

Proposition 2.1.4. Soit A : E — F un opérateur linéaire continu. Alors 'application

A sup, g, [|Az||p définit une norme sur L(E,F), que l'on notera || - ||z. De plus, nous
avons
Ax
sup ||Az||p = sup ||Az||p = sup [Az]r =inf{c>0: |[Az|r < cl|z||p Yz € E},
veBr veS rer\oy 2]l

et

[Az[|p < [|Allz[z]lp V€ E.

Ici, S est la sphére unité de E.

2.2 Différents types de Convergence dans L(E, F)

Soit (A,) C L(E,F)et Ae L(E,F).



2.2. Diftérents types de Convergence dans L(E, F)

2.2.1 Convergence en norme (uniforme)

Définition 2.2.1. On dit que (A,) converge en norme (ou uniformément) vers A sur E si
T 4, — Alle =0

Ceci se traduit par

lim sup ||A,z — Az|r =0.
n—oo vcBp

Remarquons que la convergence en norme de (A,,) vers A est équivalente a sa convergence
uniforme sur la boule unité fermée de F, ou plus généralement sur toute partie bornée de

E. D’ou la terminologie de convergence en norme ou convergence uniforme.

2.2.2 Convergence ponctuelle

Définition 2.2.2. On dit que (A,) converge ponctuellement vers A si pour tout x € F,

(Anz) converge fortement dans F vers Az, ie., pour tout x € E
lim [[Ay2z — Az|[p = 0.
On dit aussi que (A,) converge ponctuellement fortement vers A.

Remarque 2.2.1. La convergence uniforme (en norme) implique la convergence ponctuelle
forte.

En effet, si (A,) converge uniformément vers A, alors tout x € E on a

lim [l Ay — sl = lim [[(An— Aallr < lim |4, = Alelalls = ol im 40— Alle = 0.

n—oo

Proposition 2.2.1. Si (F,||-||r) est un espace de Banach, alors (L(E, F),| ||c) lest aussi.

Théoréme 2.2.2 (Théoréme de Banach-Steinhaus). Soit E un espace de Banach et
F un espace vectoriel normé. Soit (A;)ics C L(E,F). On suppose que pour tout x € E,
sup ||Aiz||p < +o0. Alors

icJ

sup || Al 2 < +o0.
icJ

Autrement dit, il existe une constante ¢ > 0 (¢ = sup || 4;||z) telle que
icJ

|Aiz||r < cllz]lz Vo € B, Vi€ J,
6



2.2. Diftérents types de Convergence dans L(E, F)

c’est a dire, qu’a partir d’estimations ponctuelles pour les opérateurs A;, on peut en dégager

une estimation uniforme.

Preuve.
Soit k£ € N et soit
Op={z € E: sup||Az|r >k},
i

et pour tout ¢ € J, posons

vk = {x e E: ||Az|r > k}.

Il est clair que pour tout k € N, J V¥ = Oy. En effet, pour tout € J V}¥, il existe iy € J
icJ ieJ
tel que z € V¥, et donc || Ay, z||F > k, par suite

107
sup [|[Aiz|[r = [[Aigzl|F > k,
ieJ
i.e., z € Ok. Montrons la deuxiéme inclusion. Soit z € Oy, c’est a dire, sup,c; ||Aix||r > k,

ceci implique 'existence de § > 0 tel que sup,c; ||Aiz||r > k + 6. Par la caractérisation de la

borne supérieure, nous avons
Ve >0, Ji. € J tel que ||A;z||p > k+ 9 —¢,

en particulier, pour € = 4, nous obtenons ||A;,x|r > k, i.e., z € Vl’; c Uvk
ieJ
D’autre part, pour tout i € J et pour tout k € N, V¥ est un ouvert de E. En effet, soit

On sait que les applications A; et y — ||y|| sont continues, et don leur composition g; et

continue, de plus remarquons que
VE={z € E: gi(x) >k} ={z € E: gi(x) €]k, +oo[} = g; "]k, +o0]),

comme |k, +oo[ est un ouvert de R, on conclut que V¥ est un ouvert de E et par suite

O,=U Vzk est un ouvert de E.
ieJ
Montrons maintenant qu’il existe un indice ky € N tel que O n’est pas dense dans FE.



2.3. Théorémes de I’application ouverte et du graphe fermé

Supposons le contraire, i.e., pour tout £ € N, O, est dense dans F, par le théoréme de
Baire!, N0, = E, il s’ensuit que MOy # 0. Soit alors, xy € NO4, ce qui est équivaut a
k k k
sup ||Aizol|lr > k Yk € N
ieJ
et ceci implique que sup;; |[|A;zol|r = 400, ce qui contredit notre hypothése. On conclut

alors, lexistence de kg € N tel que Oy, # FE.
O #E <= 3x,€ Fetay ¢ Oy < Jx; € Eet Ir; > 0 tel que Br(xy,m1) N Oy, = 0,

— ‘v’y S BE([L'1,7“1), ||Aly||p <ky VieJ

Soit x € Sg (||z]|p = 1), on a G-z + 21 € B(x1,71), et donc [|A;(F2z + 21)|r < ko. Do,

2r 2 2 2 T 2
|Aix||p = S A4 S A — A <= Ai(*lif + 351) + —|| Az || p
T1 2 1 (&1 F T1 2 F (&1
2 2 4
< —ko+ —ko=—ko.
1 1 (&1

Donc il existe une constante m = %k‘o tel que ||A;z||r < m pour tout ¢ € J, par suite

sup ||Ax||lp <m Vi€ J <= ||Ai|l <m Vi e J < supl||Aill <m.
TESE ieJ

Ceci termine la preuve. OJ

2.3 Théorémes de I’application ouverte et du graphe fermé

Avec le théoreme de Banach Steinhaus, les théorémes de 'application ouverte et du
graphe fermé de Banach constituent les théorémes fondamentaux de la théorie des opérateurs
linéaires.

Théoréme 2.3.1. (Théoréme de l’application ouverte). Soit E et F deux espaces de

Banach et T € L(E,F) une application surjective. Alors T est une application ouverte,

i.e., T(V) est un ouvert de F' pour tout ouvert V de E.

Soit A : D(A) C E — F, avec D(A) un sous espace vectoriel de E. On note par Gr(A)

le graphe de A, i.e., le sous ensemble de E x F défini par

Gr(A) = {(z, Az) : = € D(A)}.

!Théoréme de Baire. Soit (F,d) un espace métrique complet. Alors toute intersection dénombrable

d’ouverts denses dans F est dense dans E.



2.4. Opérateurs inversibles

Définition 2.3.1. On dit que A est un opérateur fermé si son graphe est fermé dans E x F.
Autrement dit, pour toute suite (x,,yn)n C Gr(A) tel que v, — x et y, = Az, — y nous

avons © € D(A) ety = Ax.
Le théoréme suivant concerne les opérateurs linéaires définis sur £ tout entier.

Théoréme 2.3.2 (Théoréme du graphe fermé). Soit A: E — F un opérateur linéaire.

Alors A est fermé si et seulement si A est continu.

Théoréme 2.3.3. Si A: D(A) C E — F est un opérateur continu et D(A) est un sous

ensemble fermé de E. Alors A est fermé.

Proposition 2.3.4. Si lopérateur A : D(A) C E — F est linéaire fermé. Alors A est

continu si et seulement si D(A) est fermé dans E.

2.4 Opérateurs inversibles

Définition 2.4.1. Soit E et F deuz espaces vectoriels normés et A: D(A) C E — F un
opérateur. On dit que A est inversible s’il existe un opérateur B : Im(A) C F — E tel que
AB = Iy et BA = Ip. Dans ce cas, on note B = A~! avec A~'y = x ssi Ax = y. De plus,
nous avons D(A™1) = Im(A).

Théoréme 2.4.1. Si F' est un espace de Banach et A € L(E, F) est bijectif, alors A~ est

continu.

Preuve.

Conséquence du théoréme de I'application ouverte. [

Proposition 2.4.2. Si A: D(A) C E — F est un opérateur linéaire injectif et fermé alors
A7V Im(A) — D(A) est fermé.

Définition 2.4.2. Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire. Pour n € N, on définit
Vopérateur A" : D(A™) C E — E par

AV= T, AL = A, A2 = AA, .. A" = AA™L

avec

D(A™) = {x € D(A™ ") : A" 'z € D(A)} Vn > 1.
9



2.5. L'opérateur exponentiel

Remarquons que nous avons pour tout n € N, ||A™||; < || A||%.

Proposition 2.4.3. Soit E un espace de Banach et A € L(E). Si ||Allz < 1, alors I — A

est inversible et (I — A)~! = %O: A
n=0

Preuve.

Nous avons

[ee] o0 [e.e]

DAY =D NAMe < 3 Al

n=0 L n=0 n=0

comme ||A||z < 1, alors la série numérique Yo7, || Al|; est convergente, et par suite la série

>0, A™ est absolument convergente, et donc elle est convergente puisque L(E) est complet.

On conclut alors que lim,, .., A" = 0. D’autre part, nous avons
I—A)I+A+A+.  +A)=(I+A+A+. . +AI—-A)=1—-A""

par passage a la limite, nous obtenons

(I—A)> A" = Z([—A)AHII—HH_)IEOAn+1 =1,
n=0 n=0
par suite, (I — A) est inversible et (I — A)~! = § A" O
n=0

Remarque 2.4.1. Par la proposition précédente, il est clair que si ||[[ — Al|z < 1, alors A

est inversible et A~ = 3" (I —A)".

n=0

2.5 L’opérateur exponentiel

Soit ' un espace de Banach et A € L(F). Nous avons

— 1 — 1 1]
SAT < S AR = Al
ngom g—,;n!“ I :

o0
et donc la série Y. LA™ est convergente dans L(E), c’est a dire c’est un élément de L(E).
n=0 "

D’ou la définition de 'exponentiel de A suivante.

Définition 2.5.1. L’exponentielle de l'opérateur A € L(E) est l'opérateur défini par
exp: L(E) — L(F)
A — exp(d)=et = %O: LA™,
n=0 "

10



2.6. Résolvante et spectre d’opérateurs linéaires

Proposition 2.5.1. Soient A, B € L(E). Alors e**P = e4eB. En particulier, I'opérateur e*

est inversible et (e4)™! = ™4,

Preuve.

Par la formule du binéme de Newton, nous avons par un simple calcul

B _ Z (A+ B)" ZO <§n:k'(k)Aan k) ii; )!Bn—k

B AO<Z k'Bk)+11!A(,§/<:!Bk> *A2<Z k'Bk> mAn<,;)k!Bk>+

= eA(eB) = el

En particulier, eA™ = e™4t4 = 0 = ] = e¢de 4 = ¢

(eM™! =e 4 O

—Ae4 et donc e? est inversible et

2.6 Reésolvante et spectre d’opérateurs linéaires

Définition 2.6.1. Soit E un espace de Banach complexe et soit A: D(A) C E — E un
opérateur linéaire.

On dit que \ € C est une valeur propre de A s’il existe x € D(A) (x # 0) tel que Az = Az,
i.e., (A= X))z =0, et x est appelé vecteur propre de A associé a la valeur propre \. Il est
clair que si \ est une valeur propre de A alors (A — A\I) n’est pas inversible.

On appelle spectre ponctuel de A, qu’on note o,(A), l'ensemble des valeurs propres de A, et

on appelle spectre de A, qu’on note o(A), l’ensemble défini par
o(A) ={A e C: (A— A) nest pas inversible}.

Clairement o,(A) C o(A).

On appelle ensemble résolvant de A, qu’on note p(A), l’ensemble défini par
={AeC: (A—\) est inversible et (A— XI)~" € L(E)}.

Si A€ L(E), alors (A=) € L(FE) et donc si (A—\I) est inversible, son inverse appartient

aussi & L(E), dans ce cas ’ensemble résolvant de A sera donné par

p(A) ={X € C: (A—XI) est inversible},
11



2.7. Fonctions a valeurs dans un espace de Banach (Fonctions abstraites)

et o(A) =C\ p(A). Lapplication
Ra:p(A) — L(E)
A — RaA)=(A-XI)"!

s’appelle la résolvante de A.
Proposition 2.6.1. Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire fermé. Alors

1. p(A) est un ensemble ouvert, et donc o(A) est fermé, et Ry est une application ana-

lytique sur p(A).
2. Pour tous A i € p(A), Ra(N) — Ra(i) = ( — N Ra()RA().

3. Pour tout n € N et tout A € p(A), on a
d"Ra
d\n

(A) = (=1)"nlRE(N).

Définition 2.6.2. Soit E un espace de Banach complexe et soit A € L(E). On appelle rayon

spectral de A, le nombre réel positif, qu’on note r,(A), défini par

ro(A) = lim [|A"][z,

n—oo

cette limite existe puisque || A"z < || 4]z
Théoréme 2.6.2. Soit E un espace de Banach compleze et soit A € L(E). Alors l’ensemble
B={XeC: |\ >r,(A)} Cp(A),

de plus, pour chaque A € B,
Ra(N\) = Z ATmAME
n=1

2.7 Fonctions a valeurs dans un espace de Banach (Fonc-
tions abstraites)

En Analyse, nous sommes bien familiariasés avec les fonctions définies sur R & valeurs
réelles, néanmoins, nous sommes souvent amenés a travailler avec des fonctions a valeurs dans
un espace de Banach, appelées fonctions abstraites. Dans cette section, on expose quelques
propriétés de ces fonctions, en particulier leurs dérivation et intégration.

Soit (E, || - ||g) un espace de Banach et J un intervalle de R, et considérons une application

u:J — F.
12



2.7. Fonctions a valeurs dans un espace de Banach (Fonctions abstraites)

2.7.1 Limite et continuité

Définition 2.7.1 (Limite). Soit ty € J et ug € E. Alors, ug est la limite de u(t) lorsque
t — to, et on écrit lim u(t) = ug, si Jim |u(t) — uol|lg = 0.
—10 —l0
Définition 2.7.2 (Continuité). On dit que u est continue au point ty si thIP u(t) = u(to),
—10

1.€.,

Ve >0, 3 >0, Vt €]tg—0,to+ [, ||u(t) —ulty)||r < e.

2.7.2 Différentiabilité et analycité des fonctions abstraites

Définition 2.7.3 (Dérivée). On dit que u est dérivable au point to € J (resp. dérivable a

droite de ty) (resp. dérivable a gauche de ty) si

u(to + h) — u(t .
(o })L (0)) (resp. l}grol

existe dans ’espace E. Dans ce cas, cette limite qui est un élément de E, est appelée dérivée

lim ’u(to + h) — U(tg)

u(to + h) — u(to))
h—0 h h

(resp. l}ilﬁ)l

(resp. dérivée a droite) (resp. dérivée a gauche) de u au point to et est notée par u'(tg) =

u +u “u
‘fl—t(to) (resp. %(to)) (resp. %(to)).
Ici la notation h | 0 veut dire que h tend vers 0 et h > 0, et h T 0 veut dire que h tend vers

0eth<Q0.

Remarque 2.7.1. Comme u'(t) € E, de la méme maniére, on peut définir les dérivées

d’ordre supérieur de u, qu’on note u(™(ty) = dzl‘—tn(to), n>1.

Définition 2.7.4. Si u est définie sur un certain domaine D du plan complexe C a valeurs

dans E. Alors u est dite analytique dans ce domaine si elle est dérivable en tout point de D.

2.7.3 Intégration des fonctions abstraites
On note par i la mesure de Lebesque.

Définition 2.7.5. On dit que la fonction 6 : J — E est une fonction simple si elle est

mesurable, et prend un nombre fini de valeurs.

n
Remarque 2.7.2. La fonction simple 0 peut s’écrire sous la forme 6 = - xp 1., ot les
k=1

éléments x € E sont distincts deuzx a deux, les ensembles J, C J sont mesurables et deuz a

13



2.7. Fonctions a valeurs dans un espace de Banach (Fonctions abstraites)

deuz disjoints, et pour tout k fizé, nous avons J, = 07 ({zx}).

1,

. est la fonction caractéristique de Jj.

Remarque 2.7.3. St E =R, une fonction simple est une fonction étagée.

Définition 2.7.6. Soit § = i xy 1y, , une fonction simple avec u(Jy,) < 400 lorsque xy, # 0.
k=1
Alors Uintégrale de 0 sur J, notée [;0(x)du(z) ou [;0(x)dx ou [;0du, est définie par

[ otdnta) = 3 w3
k=1

Définition 2.7.7. On dit que la fonction f: J — E est mesurable s’il existe une suite de

fonctions simples (6,,)n, qui converge p-presque partout vers f.

Définition 2.7.8. Une fonction mesurable f : J — FE est dite intégrable au sens le Bochner,
sl existe une suite de fonctions simples (6,,), qui converge vers f p-presque partout et tel

que

lim /]]|9n(x) — f(2)| pda = 0.

n—oo
Dans ce cas, on note [; f(x)dr = lim f; 0,(x). La suite (0,,) est appelée suite approximante

pour f.
Remarque 2.7.4. La valeur lim [; 0,.(x) est indépendante de la suite approximante (0y,).,.

Proposition 2.7.1. Soit f : J — E une fonction mesurable, alors f est intégrable au sens

de Bochner si et seulement si [; || f(z)||pdr < +o0.

Théoréme 2.7.2. Soit E et F deux espaces de Banach et soit A : D(A) C E — F
un opérateur fermé. Si f : J — FE est une fonction intégrable au sens de Bochner avec

f(s) € D(A) presque pour tout s € J, et si Af : J — F est intégrable au sens de Bochner,
alors [; f(s)ds € D(A) et

A(/]f(s)ds) :[]Af(s)ds.

Lemme 2.7.1. Soit f : [a,b] — E une fonction continue et ty € [a,b] alors

1 to+h

lim — f(s)ds = f(to).

h|0 h to

14



2.8. Espaces LP

Nous terminons cette section par cette propriété de [intégrale d’un opérateur a valeurs
dans l’espace de Banach L(E,F), E et F étant deux espaces de Banach.
Soit A : [a,b] — L(E,F) un opérateur intégrable au sens de Bochner. Pour tout t €

[a,b], on pose

Si pour tout x € E, lopérateur t — A(t)x est continu, alors pour tout t € [a,b], B(t) est
défini par
t

B(t)x :/ A(s)xds Vx € E.

a

Si Uopérateur t — A(t) est continu, alors pour tout t € [a,b], B(t) € L(E, F).

2.8 Espaces L*

Pour tout p € [1,400[, l'espace LP(R™) est défini par

LP(R™) ={f:R" — R: [ est mesurable et %Rn |f(2)]? dz < 400},

et
L¥R") ={f:R" — R: fest mesurable et 3c > 0 tel que |f(z)| < c p.p}.
Théoréme 2.8.1. Muni de la norme || - ||,, LP(R™) est un espace de Banach, avec
1l = ([ 1f@)Fdz)” v e LR,
et

Ifllo =inf{c>0: |f(2)] <cpp} VfeL®R").

Définition 2.8.1. On définit C.(R™) comme l’espace des fonctions réelles continues a sup-

port compact, i.e.,
C.(R™) = {f :R" — R : fest continue et Supp(f) est compact},

ou, Supp(f) est le support de f défini par

Supp(f) = {x eRm: f(x) # O}.
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2.8. Espaces LP

Théoréme 2.8.2. L’espace C.(R") est dense dans LP(R™) pour tout p € [1,4o00[, c’est a
dire que toute fonction de LP(R™) on peut l'approximer par une fonction continue a support

compact.

Théoréme 2.8.3. Soit p € [1,4+00] et f € LP(R). Alors

/%EI(I)A@ ‘f(:v—i— h) — f(a:‘)‘pd:c =0. (2.8.1)

Preuve.

Commengons par montrer la relation (2.8.1) pour une fonction continue & support com-
pact. Soit ¢ € C.(R), et pour tout h € R, considérons la fonction 7, : LP(R) — LP(R) tel
que pour tout f € LP(R), 7,(f) est définie, pour tout x € R, par 7,(f)(x) = f(x + h).
Comme ¢ est a support compact, il existe 7 > 0 tel que Supp(¢) C B(0,r) (car un compact
de R est borné fermé). Donc, pour tout h € R tel que |h| < 1, supp(Tr(¢)) € B(0,r + 1)
(car x € supp(Tn(¢)) = « + h € Supp(yp)). D’autre part, comme ¢ est continue, on a pour

tout z € B(0,7 + 1)

(x4 h) — () < (Jo(z + h)| + |e(z)])" < (2 sup o))’ = (2llelle)",

et

lim |z + 1) — p(@)[” = |p(lim(z + h)) = p(z)[" = 0.

Dongc, par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, il vient que

: AP =T _ j 25 I T _ P —
lim [[75.(0) — o[} }grg]é o(x +h) = p(2)P dr = lim . lp(z + h) — ()|’ dz = 0.
Ici, || || est la norme de la convergence uniforme (norme de '’epace de Banach des fonctions

réelles continues C'(R)).

Maintenant, on suppose que ¢ € LP(R), par le théoréme de densité, on sait que pour tout

e > 0, il exsite p. € C.(R) tel que ||¢ — ¢:||, < 5, et donc par le changement de variable

29

(y = x + h), on trouve facilement que [|75(¢) — Tn(:)|l, < 5, et par la premiére étape

29

limy, o || Zn(¢:) — @e|lp, = 0. Par conséquent, utilisant I'inégalité de Minkowski, nous avons
i [ T(0) — ol < lim (I5:69) — o)y + 1Ta00) — el + i — 21,
< e+ }lll_)r% 170 (0e) — el =&,

e étant arbitraire, on conclut que lim,_.g ||7,(¢) — ¢/, = 0. D’ott le résultat cherché. O
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2.8. Espaces LP

Théoréme 2.8.4. Soitp € [1,+o0]. Alors l’espace C*°(R™)NL>*(R™) est dense dans LP(R™).

Ici, C*°(R™) est l’espace des fonctions f: R" — R qui sont indéfiniment différentiables.
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CHAPITRE 3

Semi-groupes

3.1 Semi-groupes d’opérateurs bornés

Dans toute la suite, on note par E un espace de Banach muni de sa norme || - ||g, par
L(E) lespace des opérateurs linéaires continus (opérateurs bornés) définis de E a valeurs
dans E, muni de sa norme || - ||z. Par I, on note lidentité de E, et par Br sa boule unité

fermée. La composition de deux opérateurs A, B € L(FE) sera notée AB au lieu de Ao B.

Définition 3.1.1. Soit T : [0,400[— L(E) un opérateur. On dit que la famille {T(t) :

t > 0} est un semi-groupe si les propriétés suivantes sont satisfaites :

2. T(t+s)=T(t)T(s)Vt,s > 0.
Si de plus

ltlfng(t) =1, ie., ltlfgl |T(t) — 1|z =0, (3.1.1)

on dit que le semi-groupe {T(t) : t > 0} est uniformément continu.

Voici quelques exemples.

18



3.1. Semi-groupes d’opérateurs bornés

Exemple 3.1.1. Soit a € R et considérons lopérateur T : [0, +00]— L(R), ot pour chaque

t > 0, lopérateur linéaire continu T'(t) est défini par

Tit): R—R

x— T(t)r =xe™.

Nous avons pour chaque x € R, T(0)z = x = I(x), et donc T(0) = I. D’autre part, pour

tous s,t € [0, +o0[, et pour chaque x € R,
T(t+ s)x = 2T = zetse® = T(t)(ze®) = T(t)(T(s)x) = T(t)T(s)z,

c’est a dire T(t +s) = T(t)T(s). Par suite {T'(t) : t > 0} est un semi-groupe. Montrons
qu’il est uniformément continu. En effet, nous avons

lim ||T(¢) — ||z = lim sup |T(t)x — [x| = lim sup |ze® — z| < lim | — 1| = 0.

t10 to 5, to o5, t10
Par conséquent, {T(t) : t > 0} est un semi-groupe uniformément continu. Remarquons, que

pour t > 0 et pour xg € R, T'(t)zo est la solution du probleme différentiel de Cauchy

() =ay(t) >0
i y'(0) = .

Exemple 3.1.2. Soit B € L(FE) et soit T : [0,400[— L(E), tel que pour tout t > 0,

T(t) =P, one® =332, %- Alors {T'(t) : t > 0} est un semi-groupe uniformément

continu. En effet, nous avons par la linéarité de B, pour tous x,y € E, a, 3 € R,

oo 4k

T(t)ar+0y) = ¢Plav+fy) =3 B aw + )

00 tk 00 tk
= ay EBk@) +6Y gBk(y)
k=0 """ k=0 """

= ae'B(x) + Be'P(y) = aT(t)x + BT(t)y.
Pour la continuité de T(t), comme B est continu, alors pour tout z € E,
|Bz|lp < [|Bllll]le,

et donc
0o tk

<> QHBH’ZHxIIE = e'IPle ||z .
k=0 "
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3.1. Semi-groupes d’opérateurs bornés

Par conséquent, T(t) € L(E) pour tout t > 0. D’autre part, pour tout x € E, nous avons

T(0)z = e"B(x) =2 = I(z), d’ou, T(0) = I, et pour tous s,t € [0, +00|
T(t + S) _ 6(t-&-s)B _ 6(tB—i—sB) _ 6tBesB _ T(t)T(S)

On conclut que {T'(t) : t > 0} est un semi groupe. Montrons maintenant, qu’il est unifor-

mément continu. Nous avons pour tout t > 0,

1T ~1le = | Y B =1 =|> 5B <> 5lIBlz
o ! £ sk e T R
— tIB Ootk;lBk—1<tB OOLBk—l_tB t|Bllc
= Bl Y S IBIE < Bl Y o IBIET = (UlB]c)e!Ple,
k=1 : k:l( - )

par conséquent,
lim ||T'(t) — I||z < lim (¢||B]|¢)e!lPlle = 0.
im |7 (t) = Il|c < lim (t] Bc)e 0
D’ou le résultat.

Dans la suite, on va donner un exemple de semi-groupe non uniformément continu.

Exemple 3.1.3. Considérons
E=IL’R)={f:R—R: fmesuarable et A{\f(xﬂpdx < +oo}, p € [1+4 o0,

et soit T : t € [0, +oo[— T'(t) € L(E) tel que pour tout t > 0, l'opérateur T'(t) est défini par,
Tt):pe Ew—T(t)p € E avec
Tty: R-—R
s = (T(t)p)(s) = o(t + 3).
Montrons que {T'(t) : t > 0} est un semi-groupe. Il clair que pour tout t > 0, T(t) est un
opérateur linéaire continu. D’autre part, pour tout ¢ € E et pour tout s € R, (T'(0)p)(s) =
©o(s), ceci impliqgue que T(0)p = ¢, et donc T(0) = I. Pour voir la deuziéme propriété,

sotent t,t' € [0,400], alors pour tout ¢ € E et pour tout s € R, nous avons

(T(t+1)p)(s) = p(t + 1"+ 5) = (T(t)p)(t' + 5) = T(t)(@(t' + 5)) = T(E)(T(t)p)(5),
il s’ensuit que T(t+t ) =TH)T (), i.e., T(t+t) =TT ().
Maintenant, pour montrer que notre semi-groupe n’est pas uniformément continu, considé-

rons pour tout t > 0, la fonction ¢, : R — R définie par

1 ( £ sise [0, ]
pi(s) =t pl[O,t](S):{
L 0 sinon.
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3.1. Semi-groupes d’opérateurs bornés

Nous avons
5 o1 : 1
_ P — 2 )P — 4+ —
ledle = ([ lei(s)lds)” = ([ 5yds)" =15 =1, (31.2)
i.e., @, € Bp. D’autre part,
Lo e :
IT(tee = eille = ([ 1T@0@(s) = eils)lds)” = ([ loult +5) = pils)lds)

1

= ([t ors+ [ ats)rds) =2

B =

(3.1.3)
Les relations (3.1.2) et (3.1.3) impliquent que
1
sup [T(t)e = ¢lle 2 [IT(#)er — ullz = 27,
pEBE

par conséquent,

1
lim [|T'(t) — I||z = lim sup ||T'(t)¢ — > 2v,
i IT(0) = T =t sup [T(00 = ol > 22

i.e., limy o [|T(t) — I]|z # 0, et ceci montre que le semi-groupe {T'(t) : t > 0} n’est pas

uniformément continu.

Proposition 3.1.1. Si {T'(t) : ¢t > 0} est un semi-groupe uniformément continu, alors pour

tout t > 0, lopérateur T(t) est inversible.

Preuve.

Comme le semi-groupe {T'(t) : ¢ > 0} est uniformément continu alors,

lim [7(¢) — Ilc = lim [7(t) = T(0) | = 0.

D’ou,
Ve >0, 30 >0, Vt € [0,0], ||T(t) — T(0)|z < e.
En particulier pour € = 1, ||T'(¢t) — I]|z < 1. Par la Remarque 2.4.1, on conclut que 7'(t) est

inversible pour tout ¢ € [0, d]. Soit maintenant ¢ > 4, on peut toujours trouver ¢; € [0, 4] et

n € N* tel que t = nd + t;, on aura alors
T(t)=Tnd+t1) =T(nd)T(t1) = (T(5))"T(t1),

et comme 7T'(5) et T'(t;) sont inversibles, on conclut que T'(t) est inversible pour tout t €
[0, 400l O
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3.1. Semi-groupes d’opérateurs bornés

Remarque 3.1.1. Si {T'(t) : t > 0} est un semi-groupe uniformément continu, alors
{(T(#))™r: t >0} Uest aussi.

En effet, pour tout t € I, posons S(t) = (T(t))~'. Clairement, S(t) € L(E). Montrons que
{S(t): t >0} est un semi groupe. Nous avons,

S(0)T(0) = (T(0))~'T(0) = I, mais on sait que T(0) = I, alors S(0)I =1, i.e., S(0) = I.

Soient s,t € [0, +00[, nous avons

Tt+s)S(s+t)=1 <= (T(H)T(s))S({t+s)=1

— S(s+1) = (T(OT(s) ™" = (T(s)"(T(1) " = S(s)S(2).

Montrons maintenant que {S(t) : t > 0} est uniformément continu. Comme dans la preuve

de la proposition précédente, on sait par la Remarque 2.4.1, que pour tout t €]0, 0],

S(t) = i}([ —T)" =1+ i([ —T@)" = S(t)—1= i(] —T(t))",
d’ot
IS~ < 3 1 =T (D)l
et comme {T'(t) : t > 0} est uniformément continu, on obtient
i 15(0) — Tle < > tim 1 = T(0) ] =0
On conclut que {(T'(t))~': t > 0} est uniformément continu.
Corollaire 3.1.1. Si {T'(t) : t > 0} est un semi-groupe uniformément continu, alors

Vopérateur T : [0, +o00|— E est continu.

Preuve.
Soit ¢ € [0, 4+o00[. Montrons que limy,_o ||T(t + h) — T(¢t)||z = 0.
Si h | 0, alors

17 +h) =T@)le = TOTR) =TOlle < ITONNTR) = 1]z,
donc par la relation (3.1.1), nous obtenons

lm [Tt + k) = T(®)lle < 1Tl Ym 1 T(R) — Ille = 0.
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3.1. Semi-groupes d’opérateurs bornés

Si h 10, nous avons par la Proposition 3.1.1,
T(—h)T(t+h)=T(t) = T+ h) = (T(-h))"'T(t),
d'ott
IT(t+h) = T()lle = [(T(=)T(t) = TO)lle < ITOl(T(=R)™ = Ille,

-1

comme {(7T'(t))~': t > 0} est uniformément continu, on obtient

lim [Tt + k) = T(®)lle < 1Tl im (T(=h)™ = I]lc =0.

Par conséquent, T est continu. |
On a vu a UExemple 3.1.1 que {e'® : t > 0} est un semi-groupe uniformément continu.

La réciproque est la sutvante.

Théoréme 3.1.2. Soit {T'(t) : t > 0} un semi-groupe uniformément continu. Alors il existe

un opérateur B € L(E) tel que T(t) = 'B pour tout t > 0.

Preuve.

Comme le semi-groupe {7'(t) : ¢ > 0} est uniformément continu alors,
lm [76) — Tllc = tim [7(6) — T(0) | = 0.

D’ou,

Ve >0, 36 >0, Vt €]0,], |T(t) — T(0)| < e.

En particulier pour € = 1. Remarquons alors que 'opérateur % fés T'(s)ds est inversible. En

effet, nous avons

I3 [ s 1l = |4 [ 06 - TO)as], <} [ ) - TO)eds <1,

le résultat découle directement de la Remarque 2.4.1. Comme nous avons, pour tous ¢ > 0

5/ (t+ 5)d 5/ §)ds = (;AJT(s)ds)T(t),

alors



3.1. Semi-groupes d’opérateurs bornés

par un simple changement de variable on obtient

()= (| “T(s)ds) | T (s)ds). (3.1.4)

Soit h > 0 et t > 0, en utilisant la relation (3.1.4) et les propriétés du semi-groupe, nous

avons

T(t+h)—T() . T(h)—T(0)

h
= T<t)}1L {([)5 T(s)ds)_l(AhM T(s)ds) — (/j T(S)ds)_1<[)5 T(s)ds)}
1

_ T(t)h<[)5T(s)ds>_l [LhMT(s)ds—KT(s)ds}
_ T(t)i(/jT(s)ds)l LhMT(s)ds—[)hT(s)ds},

ainsi, sachant que l'opérateur 7" est continu, par le Lemme 2.7.1, on aura

i = ([T [ [ s [T

h10 h
= 7(1)( /0 6T(s)ds)l[T(5) —T(0)],

par conséquent,

Posons
B=(/ "T(s)ds) " [7(6) - T(0))

Il est clair que B € L(E), et par la relation dj;it) =T(t)B et T(0) = I, on obtient T'(t) = €'P.

D’ou le résultat. De plus, remarquons que dans ce cas nous avons

ar(t) _de”)
= — o = Be!® = BT(1),

c’est a dire que le semi-groupe uniformément continu {7°(¢) : ¢t > 0} satisfait la relation

dT'(t
dE‘) = BT(t) =T(t)B, (3.1.5)
ce qui montre que 'opérateur ¢ — T'(t) est de classe C'. O

Définition 3.1.2 (Générateur infinitésimal). On appelle générateur infinitésimal du
semi-groupe {T'(t) : t > 0}, lopérateur linéaire A : D(A) C E — E défini par

D(A)={zek: ltilr(r]l Tz =
24
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3.1. Semi-groupes d’opérateurs bornés

et pour x € D(A)

Az = lim 7T(t)x T lim (T) = T(O))x.
tl0 t t10 t

Remarque 3.1.2. Si A: D(A) C E — E est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe,

alors D(A) est un sous espace vectoriel de E et A peut étre un opérateur linéaire non borné.

Exemple 3.1.4. Considérons le semi-groupe {T'(t) : t > 0}, ou pour tout t > 0, T(t) = e'5,
B € L(E) et P =¥y, %Bk, et cherchons son générateur infinitésimal A. Soit v € E,

nous avons

T(t)r —x eB:v—z L > > th=l
i R e Bz —z)=-S —Br=% "Bk
t t (Zk;l . x) tgk kzlkl
oo 4k—1 .
k=2
par suite
T —
i L,
t10 t
donc cette limite existe pour tout x € E, i.e., D(A) = E et
T(t)x —
Ar = lim LT =T g e R

t10

c’est a dire le générateur infinitésimal du semi-groupe {8 : t > 0} est égal o B.
Exemple 3.1.5. Considérons dans cet exemple
E={f:Ry — R: f uniformément continue et bornée},

muni de la norme de la convergence uniforme ||f|lc = supger,|f(x)|. Prenons le semi-

groupe de I’Exemple 3.1.5, et essayons de chercher son générateur infinitésimal A. On doit

T(t)p—p
t

déterminer les fonctions ¢ € E, pour lesquelles limy existe dans E. Nous avons

pour tout x € R

i LWe(2) —lz) _ ol +a) —p(2)
t10 t t10 t ’

et donc cette limite existe si ¢ est dérivable, dans ce cas on aura

. b _
W W
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3.1. Semi-groupes d’opérateurs bornés

()p—¢

. .. . . . T . .
Par suite, une condition nécessaire pour que limyo — existe dans E, est que ¢ existe

et appartient a E. Par conséquent
D(A) C{p € E: ¢ emiste et ¢’ € F}. (3.1.6)

Montrons que cette condition est suffisante, c’est a dire montrons ['inclusion inverse dans
(3.1.6). Soit p € E tel que ¢’ existe et ¢’ € E, et donc ¢ est uniformément continue, ce qui

équivaut a
Ve >0, 30 >0, Vo,s € Ry, [s—2| < 5= | (s) —¢'(z)| < g. (3.1.7)

Done, pout tout t € [0, 0], et pour tout x € Ry, si s € [z, z+t] ceci implique que |s—x| <t < 6,

et par la relation (3.1.7), on obtient |¢'(s) — ¢'(x)| < §, et donc

|
‘6\
S
IN
[
A
™

sup  sup [¢'(s 5
zER} s€lz,x+t]

Ceci se traduit par
Ve >0, 30 >0, Vt € 0,0, sup sup |¢'(s) —¢'(x)] <e,
z€RY s€lz,z+t]
1.€.,

lim sup sup |¢'(s) —¢'(x)| = 0. (3.1.8)

t0 zeRr, sc [z,z+1]

D’autre part, nous avons

Hwa—¢_¢C :;g)T®ﬂ@—¢@Lwﬂ@:t§)w$+2—ﬂ)_¢@)
— s [ s - ) ~ sup [ @)~ s

1 x+t
< swp o oswp (@) —@@)| [ ds=sup sup [(s) — (o).
reRL t s€[z,z+t] z zER4 s€[z,z+t]

Par la relation (3.1.8), nous obtenons

T(t)p —
lim (f e

in <lim sup sup |¢'(s)—¢'(x)] =0,

C t10 T€ER s€fz,x+t]

et ¢ € D(A). Par conséquent
D(A)={p e E: ¢ existe et ¢ € E},

et pour tout ¢ € D(A)

T =9
Agp—ltllrgl : =
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3.1. Semi-groupes d’opérateurs bornés

Théoréme 3.1.3. Un opérateur A : D(A) C E — E est le générateur infinitésimal d’un

semi-groupe uniformément continu si et seulement si D(A) = E et A € L(E).

Preuve.
Soit A : D(A) C E — FE le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément
continu {7T'(¢) : ¢t > 0}. Comme dans la preuve du Théoréme 3.1.2, on sait qu’il existe 6 > 0

tel que Popérateur [P T'(s)ds est inversible. Soit ¢ > 0, nous avons

ST -1 | "T(e)ds = 1 / "(T() — )T (s)ds = 1 / "(TOT(s) — T(s))ds
1 1)

t
1 o
= ;A T(t+s)ds—¥%) T(s)ds,

par un changement de variable dans la premiére intégrale du coté droit, on obtient

LT - [ "T(s)ds = 1 | " T (s)ds — / T(s)ds).

t

par suite,
1(T(t) —I) = 1<[t+6 T(s)ds — AéT(s)ds)([)éT(s)ds)_l

_ 1(ﬁ+5T(s)ds—/)tT(s)ds)(KT(s)ds)_l.

En utilisant le Lemme 2.7.1, il s’ensuit que

lim S (T(#) — T) = (76) - 7(0))( A ' T(s)ds)l,

tl0 ¢
ceci implique que pour tout x € E

lim - (T(t) — 2) = (T(5) — T(0)) / "T(s)ds) (),

tl0 t

c’est a dire que cette limite existe pour tout z € E, et donc D(A) = FE et

A= (1) -10))( /) 6T(s)d8)_1 e L(E).

Pour I'implication inverse, considérons un opérateur A € L(E) et D(A) = E, et montrons
qu’il est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu.

Posons pour tout t > 0

T(t)=e"=3Y" o
k=0 :

Par ’'Exemple 3.1.2, on sait que {T'(¢) : ¢ > 0} est un semi-groupe uniformément continu,

et par 'exemple 3.1.4, son générateur infinitésimal est égal & A. D’ou le résultat. O
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3.2. Semi-groupes fortement continus (Cy-semi-groupes)

Remarque 3.1.3. Par la preuve du théoréme précédent, on voit bien que si A est le géné-

rateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu {T'(t)}i>o , alors

TO=1_ 4 —y

L

lim
£10

3.2 Semi-groupes fortement continus (Cj-semi-groupes)

Soit (E, || - ||g) un espace de Banach.

Définition 3.2.1. Un semi-groupe {T'(t) : t > 0} est dit fortement continu ou Cy-semi-

groupe si pour tout x € E, limy)o T (t)z =z, i.e.,
lt1lr51 T (t)x —z||g = 0.

Remarque 3.2.1. Tout semi-groupe uniformément continu est un Cy-semi-groupe mais l’in-

verse est faux.

En effet, supposons que le semi-groupe {T'(t) : t > 0} est uniformément continu, alors
lim || T(t) — I||z = 0 <= lim sup || T(t)y — y||g =0,
t10 to g
c’est a dire

lim | 7(t)y = ylle =0 Yy € Bp.

Soit x € E\{0}, et soit y = pir € Bpg, donc limy o | T(t)y — y|lg =0, i.e.,
lim [7(6) -2 — & ‘ 0 4= = lim [ T(t)r — 2]l = 0 <= lim [ T(t)x — o[ = 0
1m S = ]m —XT||lg = 1m r— || =V,
t0 [zl [[zlllle |z || t10

ce qui montre que {T(t) : t > 0} est un Cy-semi-groupe.
Pour voir que linverse n’est pas vrai, reprenons l’Exemple 3.1.5. On a vu que le semi-groupe
{T(t) : t > 0} nlest pas uniformément continu. Montrons par contre qu’il est fortement

continu. Soit p € E = LP(R), p € [1,400[. Nous avons

p

17t = ¢l = 7@ = lls = [ [T®e(s) = os)f'ds = [ [l +5) = o(s)["ds,
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et donc par le Théoreme [2.8.35,
lim |T()¢ — ¢llz =0,

c’est a dire {T(t): t > 0} est un Cy-semi-groupe.

Une caractérisation des Cy-semi-groupes est la suivante.

Théoréme 3.2.1. Soit {T'(t) : t > 0} un Cy-semi-groupe. Alors il existe w > 0 et M > 1
tel que
1Tt < Me** vt > 0. (3.2.1)

Preuve.

On commence par montrer I'existence de § > 0 et M > 1 tel que
T <M Vtelo,d]. (3.2.2)

Supposons le contraire, i.e., supposons lexistence d'un Cy-semi-groupe {S(t) : ¢ > 0} tel
que pour tout § > 0 et M > 1, il existe t € [0, ] tel que ||S(¢)||z > M. En particulier pour

6 =1et M =n(neN¥), ilexiste t, € [0, 2] tel que

1S(ta)llc > n. (3.2.3)

D’autre part, comme {S(¢) : ¢t > 0} est un Cy-semi-groupe, nous avons pour tout z € E,
lim,, o S(t,)r = z, et donc 'ensemble {S(t,)z : n € N*} est borné. Par le théoréme de
Banach Steinhaus, il s’ensuit que ’ensemble {S(t,) : n € N*} est aussi borné, ce qui est en
contradiction avec (3.2.3). D’ot, l'existence de de 6 > 0 et M > 1 tel que (3.2.2) est vérifice.

Soit maintenant ¢ € [0, 4+00][. Alors, il existe n € N et t' € [0, ] tel que t = nd + t', et donc
IT@) e = T 0)T(E) e = I(TON)"TE)e < NTONTE)e < M™M,

o
=L < L mnous obtenons

mais comme n =

tlnM

IT®)|lz < MM?5 = M™M? = Met™s = Me*,

In M

s > 0. Ainsi nous avons démontré la relation (3.2.1). O

aveCc W =
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Remarque 3.2.2. 1) On dit que {T(t) : t > 0} est un Cy-semi-groupe de type (M,w).
2) Si {T'(t) : t > 0} est uniformément continu et A est son générateur infinitésimal, on
sait que pour tout t > 0, T(t) = e, alors la relation (3.2.1) est vérifiée pour M = 1 et

w=||A||z, c’est a dire que le semi-groupe uniformément continu est de type (1, A||z).

Définition 3.2.2. On dit que le Cy-semi-groupe {T'(t) : t > 0} est un semi-groupe de

contractions s’il est de type (1,0), i.e.,
IT#)]c <1 Vt>0.

Corollaire 3.2.1. Soit {T'(t) : t > 0} un Cy-semi-groupe de type (M,w). Alors lapplication

(t,x) — T'(t)x définie de [0,400[xE a valeurs dans E, est continue.

Preuve.
Soit (tg, o) € [0, +00[x E. Pour tout (¢, x) € [0, +00[x E, nous avons :
IT(t)x = T(to)wolle < I T(t)x —T(t)zolle + [|T(t)x0 — T'(to)zolle

(
T(t)(x = wo)lle + [T(t)xo = T(to)wol 2
< [T®llcllz = ollz + [[T(t)zo = T(to) ol
(
(

= TOllclle = zolle + [T(t0)T(t = to)zo = T(to) ol

< NT®)llclle = zolle + 1T ) || T(E = to)zo — zolle,
Par la relation (3.2.1)), nous obtenons

1T () — T(to)xollz < Me™|lz — xollp + Me'™||T(t — to)xo — x|,
comme {T'(t) : t > 0} est un Cp-semi-groupe, nous avons
fim I T'(t = to)xo — xoll &z =0,

par conséquent

lim T (t)x—T(to)xo||r < lim  Me™||x—xg|| g+ Me %1&11 | T (t—to)xo—x0||g = 0.
0

(t,)—(to,x0) (t,x)—(to,x0)
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IT@)x = T(to)xolle < [[T@)llclle = wollz + [|T(#)z0 = T@)T(to =)ol
< T®llclle = zolle + [T T (o =)o = ol

< Me™(||z — zol|g + | T(to — t)zo — 2ol &),

A

par la méme maniére nous obtenons

(t,x)ﬂ(to ,Io)
d’ott le résultat. O

Dans la suite, nous allons donné quelques propriétés des Cy-semi-groupes.

Théoréme 3.2.2. Soit A: D(A) C E — E le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe
{T(t): t>0}. Alors

1) pour tout x € E et pour tout t > 0

1 ptt+h
lim — T(s)xds =T(t)z.

RlO h Jt

2) Pour tout x € E et pour tout t > 0, nous avons

t t
%} T(s)xds € D(A) et A(A T(s)x ds) =T(t)x — z.
3) Pour tout x € D(A) et tout t > 0, nous avons T(t)x € D(A). De plus, la fonction

t — T(t)z est de classe C* sur [0, +o0[ et

d
a(T(t)q;) = AT (t)x = T(t)Ax.

4) Pour tout x € D(A) et tous s,t € [0,+00[ (s < 1),

Lt AT (r)zdr = /tT(T)Aa: dr = T(t)x — T(s)x.

S

Preuve.
1) est conséquence immédiate du Corollaire 3.2.1 et Lemme 2.7.1.

2) Soient = € E, t > 0 et h > 0. Nous avons

T(h])l_I(AtT(s)xds) = fle(h) AtT(s)xds— 2/)tT(s)xd8
= 2[)tT(h+s)xds—}1L[)tT(s)xd8
= ;At+hT(s)xds—1/tT(s)xd8
- }1z t+hT :cds—f/ s)z ds,

2,
=
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et donc, utilisant la relation 1), nous obtenons

A(/:T(s)x ds) = limT(h;L_I<AtT(s)xds>

110
1 gt+h 1 gk
= 1}%15 ) T(s)a:ds—li%lﬁl) T(s)xds

= Tt)x—T0)x=T(t)x — .

3) Soit x € D(A) et t > 0. Pour montrer que T'(t)x € D(A), on doit montrer que
Th)T(t)x —T(t)x

1}561 . existe.
Nous avons
Th)T(t)x —T(t T(h)x —
lig LTO2 = TOT e TWT =y
R10 h h|0O h

et cette limite existe car x € D(A). Montrons maintenant que la fonction ¢ — T'(t)z est de
classe C! sur [0, +00[. En effet, nous avons montré que

T(t+ h)a — T(t)x

1}1%1 . =T(t)Ax,
c’est a dire
d+
E(T(t)x) =T(t)Ax = AT(t)x.
D’autre part,
lim T(t+h)x—T(t)x — lim T(t+h)x—T(t+ h)T(—h)x
h10 h h10 h
L (x=T(=h)x) . (T(=h)x — x)
= 1}1%1T(t + h>T = 1}1%T(t + h)_—h,
par le Corollaire 3.2.1} il s’ensuit
lim T(t+h)x—T(t)x _ Tt Ax,
h10 h
c’est a dire
.

a(T(t)g:) =T(t)Ax = AT (t)x.

On conclut que la fonction ¢ — T'(t)z et de classe C' et

d

%(T(t)x) =T(t)Ax = AT (t)x.

4) Soit x € D(A) et s,t € [0,+00] (s < t). Nous avons

Lt AT (r)x dr = Lt T(r)Axvdr = ;t CZ_T(T)QJ dr =T(t)x — T(s)x.
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O

Deux propriétés importantes du générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe est la den-

sité de son domaine et la fermeture de son graphe.

Théoréme 3.2.3. Soit A: D(A) C E — FE le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
{T'(t): t >0}. Alors D(A) est dense dans E et A est fermé.

Preuve.

Montrons dans un premier temps que D(A) = FE, i.e.,
Ve e E, Ve >0, Jy. € D(A) tel que ||z — y.||g < e. (3.2.4)

Soit alors x € E et € > 0, par le théoréme précédent, on sait que

1 e 1 re
- T ds € D(A) et lim— | T ds=T(0)xr = z.
6%) (s)zxds € D(A) e im ~ | (s)xzds 0)x ==z

En posant y. = L [ T'(s)x ds, nous retrouvons la relation (3.2.4), et donc D(A) = E.
Montrons maintenant que A est fermé. Soit (x,,y,) une suite du graphe de A, c’est a dire
(xn) C D(A) et y, = Ax,, tel que x, — z et y, — y. On doit montrer que (x,y) est dans le

graphe de A. Nous avons par 4) du Théoréme [3.2.2,
t
/ T(s)Ax, ds =T(t)x, — x,,
0

d’ot

t

lim (T'(t)x, — x,) = lim | T(s)Ax,ds,

n—oo n—oo Jjo

or, on sait par le Théoréme 3.2.1/ que pour tout s € [0, +00| et pour tout n € N,
1T (s)Azalle < [|T(s)| cl|Aznllp < Me*®|| Az |,

et comme (Azx,) est une suite convergente donc (||Ax,| ) est bornée. Par suite, on peut

untiliser le théoréeme de la convergence domminée de Lebesgue, pour conclure que

t t
lim (T'(t)x, — x,) = [ lim T'(s)Az,ds = A T(s)yds,

n—oo Qg nN—oo

ie.,

Tt —x= tT(s)y ds,
A
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nous obtenons alors

. T —a . 1 gt
ltli%lf = 1t11%1¥ ; T(s)yds =T(0)y =y.
Ceci montre que x € D(A) et Az =y, d’ou le résultat. O

Théoréme 3.2.4. Si A: D(A) C E — E est le générateur infinitésimal de deux Cy-semi-
groupes {T'(t): t >0} et {S(t) : t > 0}, alors T'(t) = S(t) pour tout t > 0.

Preuve.

Soient x € D(A), t > 0 et soit f :[0,t] — E la fonction définie par
f(s) =St —s)T(s)x Vs e€l0,t].
Par 3) du Théoréme 3.2.2) la fonction f est différentiable et

f'(s) = C;i(S(t —5)T(s)z) = —ZS(S(t —s)(T'(s)x) + S(t — s)iT(s)x
= —AS({t—s)T(s)x)+ St —s)AT(s)z

= —(S(t—8)AT(s)x) + S(t — s)AT(s)x =0,

ceci implique que f est constante sur [0, ], et donc f(0) = f(¢), i.e., S(t)z = T'(t)x pour tout
x € D(A) et pour tout ¢ > 0. Mais pour avoir 'égalité des deux semi-grroupes, cette relation
doit étre vérifiée pour tout x € E. En effet, par le théoréme précédent, on sait que W =F.
On aura alors, pour tout x € E, il existe une suite (x,) C D(A) tel que lim, .. z, = z.

Alors S(t)z, = T(t)x,, et donc lim, o S(t)x, = lim, . T(t)x,, i.e., S(t)x = T(t)x pour

tout x € E. On conclut que S(t) = T'(t) pour tout ¢t € [0, +o0. O

3.3 Théoréme de Hille-Yosida

Le théoreme de Hille-Yosida est connu comme le plus important résultat dans la théorie
des Cy-semi-groupes, il donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur
linéaire engendre un Cy-semi-groupe de contractions.

Rappelons que pour un opérateur linéaire A : D(A) C E — E, on note par p(A)

I’ensemble résolvant de A et par Ra sa résolvante, i.e., pour X € p(A), Ra(\) = (A — A)~L.
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Théoréme 3.3.1 (Hille-Yosida). Un opérateur linéaire A : D(A) C E — E est le
générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions si et seulement si

(i) D(A) = E et A est fermé.

(i7) 10, 400[C p(A) et pour tout A > 0

1
[BAN)le < 5

>

Preuve.

1) Condition nécessaire. On suppose que A est le générateur infinitésimal d'un Cp-semi-

groupe de contractions, et on montre qu’il vérife (i) et (ii). Par le Théoréme 3.2.3) on sait
que D(A) = E et A est fermé. Donc, il nous reste a montrer (iz). Soit A > 0 et soit = € E.

Posons

T = [ T N () d (3.3.1)

en fait, J est la transformée de Laplace de la fonction T'. Vérifions tout d’abord que J(\)
est bien définie, c’est a dire que l'intégrale dans la relation (3.3.1) est convergente. Soient

a,b € [0, +00[ (a < b), comme notre semi-groupe est de contractions, nous avons

|

b b b
[ et < [ e ITOlclelzdt < [ e o]z
—Aa —Ab

b e —e
= lalls [ e™dt = ———lalls.
a

d’out

b
/ eNT (B dt|, < ”xAHE.

lim ‘

a—0, b—oo

Par conséquent, J(\) est bien définie. D’autre part, il est clair que J(\) € L(E) car T'(t) €
L(E). De plus, comme ||J(N)z||gp < %, il s’ensuit que [|J(A)[|z < 3.

Dans la suite on va montrer que J(A) = R4(A). En effet, soit h > 0 et soit x € F, nous avons

1 1 1
S(T(R) = DIV = TRV = 3T (\a
_ lT(h) / TNt dt — ; / TN () dt
- h / e MT(t + h)xdt — lll%foo e MT(t)x dt
+oo
= o [T (e it [ e T

400 1 h
(eM — 1)/ e MT(t)x dt — )‘h/ e MT(t)z dt,
0 h 0
35
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par suite

1 _ oM
llggh(T(h) — Nzr = /\/ T(t)xdt —T(0)x

Par la définition du générateur infinitésimal, on conclut que
JN)x € D(A) et A(J(N)z) =AJ Nz —xz=(AJ(\) — )z,
ie, AJ(A) = AJ(\) — I, ceci implique que
(M —A)J(\) =1. (3.3.2)

D’autre part, soit x € D(A), en utilisant 3) du Théoréme 3.2.2 et une intégration par parties,

nous avons
+o00 400 d
J(\)Az = /’ e MT(t) Az dt = l/ N (T (t)a) dt
0
= [ MT(t)a f”+A/' e T () dt
= —x+ANJ(\)z,
d’ou

ie.,

JAN)AN—A)=1. (3.3.3)
Par (3.3.2) et (3.3.3), on conclut que J(\) = (A — A)~! = R4(N), c’est a dire A € p(A) et
donc 0, +00[C p(A), de plus [|[Ra(N)|z < 5.

Condition suffisante. Pour montrer la suffisance, on a besoin de la définition et lemmes

suivants.

Définition 3.3.1. Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire vérifiant les propriétés
(1) et (i1) du Théoréme!3.3.1. Soit A > 0. On appelle l’approzimation Yosida de A l'opérateur
Ay E — FE, défini par

Ay = M — A = MAR4(N).
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Lemme 3.3.1. Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire vérifiant les propriétés (i)
et (it) du Théoreme!3.3.1. Alors

1] imy oo ARA(N)x = , pour tout x € E.

2] Az = NR4(N)x — Az, pour tout v € E.

3| imy_ 10 Arxx = Az, pour tout x € D(A).

Preuve.
1] Soit # € D(A) et A > 0. Montrons que A(Al — A) 'z =z + (A — A)"'Ax. En effet,
posons y = (Al — A)~'z, et donc x = (A — A)y = \y — Ay. D’ou,

T+ M —A) Az = My —Ay+ (M — A)TAOy — Ay)
= Ay —Ay+ (M — A7 — A)Ay

= Ny —Ay+ Ay = y = A\ — A) 'z,
d’ou I’égalité cherchée. Par suite,
1
INA = A) e —zllp = (M = A) 7 Azlle < (M = A)7 el Azlle < S Azlle,

et donc /\liril MM — A) "tz —z||p =0, ie., Aliin ARA(N)x = .
Soit maintenant x € E. Par la densité de D(A), pour tout £ > 0, il existe y. € D(A) tel que

|z —y:|le < 5. Alors

ARa(Nz —zllp < [ARAN)7 = ARa(N)gelle + [ARAN) e = velle + 1z — gelle
< AMRaWcllz = gelle + llz = gelle + IARAN)ye — velle

1
< A=S

15
5+ 5 T IARAN e — velle = [ARA(N) Y- — vellw + e,

comme y. € D(A), alors Alir+n IARA(N)y—y:||g = 0, il s’ensuit que A111;{1 |IARA(N)z—2||g < e
pour tout € > 0, i.e., /\lir}rq INRA(N)x — z||g = 0.
2] Soit z € E et A > 0. Nous avons par définition, Ayz = AA(N — A)~'z. Posons y =

(M — A)7 'z, ie., z = Ay — Ay et donc Ay = Ay — x, on obtient alors

Ayr =AMy = Ay —2) = X2y — Ao = N2\ — A) 'z — \a.
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D’ou le résultat.

3] Soit x € D(A) et A > 0. Nous avons

HA)\,CL’ — A-THE

INARA( Nz — Az||g = [|[AANRA(N)x — Azx||gp
= [[AARs(N)z = 2)||lp < [[Al[[ARA(N)7 — ([,
il s’ensuit par 1],
i [ Ay — Ax|lp < Al lim_[ARs(Nz —2]lp =0,
et donc lim A,xr = Ax. Ceci termine la preuve du Lemme. O

A—400

Lemme 3.3.2. Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire satisfaisant (i) et (ii) du
Théoreme (3.3.1. Alors pour tout X > 0, A, est le générateur infinitésimal du semi-groupe

uniformément continu {e“‘A t > O}, satisfaisant
e, <1 vt >0,
de plus, pour tout © € E et pour tous \, i €]0, 400, nous avons
e a — erz||p < t|| Ay — ALz 5.

Preuve.
On sait que Ay € L(E) et D(A)) = E, donc par le Théoréme 3.1.3, A, est le générateur
infinitésimal du semi-groupe uniformément continu {e“‘A Dt > O}. D’autre part, utilisant

2] du Lemme 13.3.1, nous avons

HetA)\

2 _ 2 _
_ Het)\ Ra(N\) t)\IHL < HetA RA(A)HLHe t,\IH

L L

2 21
< et/\ IRAN)l 2 6—)\t S et)\ 3 e—)\t -1

9

le.,

e, <1 Vt>o0.
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Soit z € E et soient A, uu €]0, +00[, par un calcul simple, et utilisant cette derniére estimation,

Nnous avons
HetA/\x — etA#x ‘ _ 1 i (€5tA>\ (e(lis)tA“x))dS
B 0 ds .
- H /1 (tAAesmAe(l_s)tA“x — tA,ﬁStAAe(l—s)tAux) ds
: E
< /1 HtA)ﬁStA,\e(l—s)tAux At - s
s E
1
= t[) 6StA,\e(1—8)tAM(A)\x B Auﬂi)HEds
< tfAse - Az,
D’o,
tA tA
He e “JI‘E StHAkﬁ—AuxHE.

O

On revient maintenant & la preuve de la condition suffisante de notre théoréme, c’est a
dire on suppose que A vérifie les hypothéses (i) et (i7) et on montre qu'il est le générateur
infinitésimal d’un Cy-semi-groupe. Par le Lemme 3.3.3, on sait que pour tout z € D(A) et

A, it €]0, 400], nous avons

HetA*J: . etA“:U

b < e = A <dAve - Al o] Aye - aa]

et comme lim Az = Ax, nous obtenons

A—00

lim HetAA:c — g
A,M—*OO

‘EZO’

ceci implique que la suite (e z), est une suite de Cauchy dans E, et donc elle converge
dans F, i.e., il existe un opérateur linéaire continu 7'(t) : D(A) — FE tel que pour tout
x € D(A),

lim ez = T(t)z,
A—00

et cette convergence est uniforme sur les sous ensembles compacts de [0, +oo[. De plus,

toujours par le Lemme 3.3.3, nous avons
IT(0)zle < Jim [ ellellz < 2]z,

ie.,

ITt)zle < [lzllz Yo e D(A).
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Remarquons aussi que pour tous s,t € [0, 00| et tout x € D(A)

T0)z = )\lim ez =, (3.3.4)
et
THT(s)x = )\lim N (T (s)x) = Alim etA*()\lim e M) = /\lim et (M)
= lim ™My = T(t + 5)z. (3.3.5)

A—00

Par la densité de D(A) dans E, on peut prolonger 'opérateur T'(¢) & E tout entier. En effet,
on considére 'opérateur S(t) : £ — E défini comme suit :
Sixz e D(A), S(t)x =T(t)x.
Si x € E\ D(A), on utilise le fait que D(A) = E, donc il existe une suite (z,) C D(A)
tel que lim z, = x. Alors, on prend S(t)z = lm T'(t)z,. Il est clair que S(t) € L(E). De
plus, par les relations (3.3.4) et (3.3.5), il est clair que S(0)z = x pour tout = € E, c’est a
dire S(0) = I, et pour s,t € [0, +oo[, S(t + s)x = S(t)S(s)z pour tout x € F, c’est a dire
S(t+ s) = S(t)S(s). On conclut alors que {S(t) : ¢ > 0} est un semi-groupe. D’autre part,
siz € D(A)

1S@)zlle = [T(H)x]e < z]le.

Siz ¢ D(A)
ISWalls = |l lim T()aals = lim |T(0)alls < lm 2]z
< lim ([l — allz + 2ll5) = o5,
i.e.,

1S@)zlle < llzlle Ve E,

ceci clairement montre que

1S@)le < 1.
De plus, si 2 € D(A),

lim eMp = T(t)z = S(t)x.

A—00
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Siz ¢ D(A), alors S(t)x = lim,, o, T(t)z, avec (x,) C D(A) et z,, — z. D’ou

lez = S(t)alle < Jlea —ePanllp + e e, — St)aalle + 1S, — St)ale

IN

lelellan = 2lle + ez = T @alle + 1S®)llellan — 2]k

IN

2|z — x| + [l = T(t)zn e
Or,
€
Ve >0, dng >0, Vne N, n>ng = ||a:n—x||E<§

Par conséquent, pour n > ny,

lim |e" 2 — S(t)z|p < e+ lim e a, — T(t)z,|p = €.
A—00 A—00

On conclut que limy_,, ||z — S(t)z||z = 0. Par conséquent,

lim ez = S(t)r Vo € E. (3.3.6)

A—00

On montre dans la suite que {S (t): t> 0} est un Cy-semi-groupe. Soit ¢ > 0 et soit

xr € F, alors

IStz —allz < IS{t)z — ePallp + [l e — ol|p

< IStz — e allp + e = Il g,

comme, par (3.3.0), /\lim e = S(t)x

Ve >0, I\ >0, VA >0, A > Ao = ||S(H)z — Mz < e,

tAy

d’autre part, comme {e Dt > O} est un semi-groupe uniformément continu, alors

: tAx _ _
lim [|e** — Il = 0.

Par conséquent, pour A > \g
ltil%l [S(t)x —z||p <e Ve>0,
c’est a dire
l}fgl |S(t)x — z||g = 0.
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Ceci montre que {S(t) : t > 0} est un Co-semi-groupe.
En fin, il nous reste & montrer que son générateur infinitésimal est égal & A.
Soit B : D(B) C E — E le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe {S(¢) : ¢ > 0}.

Nous allons montrer que A = B. Soit © € D(A) et ¢t > 0. Nous avons

e Aye — S(H)Az||p < || Ayz — e Az g + || Az — S(t) Azl g

IN

ezl Axe — Azl + [le" Az — S(t) Az|| s,
comme limy_,, Ayx = Az, et par (3.3.6), limy o e Az = S(t) Az, on obtient

lim e Ayz = S(t)Ax.

A—00
D’ou,
A b osa
St)yr —z = )\lim ("M z —z) = Ali:m e* Az ds
—00 —00 /0
¢ ¢
= lim e*M Ayx ds = / S(s)Axds,
0 A—oo 0
il s’ensuit que
S(t)x — Lot
lim SWz—a =lim- [ S(s)Axds
t10 t tlo t Jo

= Bz =S5(0)Az = Az et z € D(B),

c'est a dire, Az = Bz et D(A) C D(B). Pour conclure, il nous reste & montrer que D(B) C
D(A). Comme B est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions, par la
condition nécessaire du Théoréme de Hille-Yosida, 1 € p(B), i.e, (I — B) est inversible et
(I — B)™* € L(F) et nous avons (I — B)"'(F) = D(B). D’autre part, comme Az = Bx
pour tout x € D(A), on obtient (I — B)(D(A)) = (I — A)(D(A)), et par (ii), nous avons
(I—A)(D(A)) = E, et donc (I — B)(D(A)) = E, i.e., (I—B) Y(F) = D(A). Par conséquent,
D(A) = D(B), c’est dire A = B. Ceci termine la preuve du Théoréme de Hille-Yosida. [

Remarque 3.3.1. En utilisant les mémes arguments dans la prewve de la condition néces-
saire du Théoreme de Hille-Yosida, on peut montrer que si A est le générateur infinitésimal
d’un Cy-semi-groupe de contractions, alors

D={XeC: Re(\) >0} C p(A),
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et pour tout A € D,

1
IRz < oy

ot Re(A) est la partie réelle de \.

Dans la suite, nous allons donner une généralisation du théoréme de Hille-Yosida carac-
térisant le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de type (M,w). Nous commengons

par le lemme suivant qui va nous étre utile dans la preuve du théoréeme principal.

Lemme 3.3.3. Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire tel que |0,+o00[C p(A) et

|X"(Ra))"|, < M ¥ne N, ¥A>o0. (3.3.7)
Alors il existe une norme | - | sur E, tel que
x| < |x| < M||z||p Vz € E, (3.3.8)
et
ARA(N)z| < J2| V€ B, YA >0. (3.3.9)
Preuve.

Soit a > 0. Définissons la fonction

[“fa: B —[0,+00]

r o |z], = 78116111\1) Ha"(RA(a))”:EHE.

Par (3.3.7), nous avons pour tout z € F,

2]a < sup @ (Ra()"|, 2]z < Ml|z]|s,
neN

et
o > [a®(Ra()’x|| = [1Tx]|s = ||z 5.
D’ou,
|lz||lg < |z]|o < M||z||g Vo € E. (3.3.10)
D’autre part,
aRa(a)z| = suplla” (Ra())"aRa(@)z]lp = sup " (Ra(@))" 2l < |ole.
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i.e.,

aRA(0)z| <o (3.3.11)

Montrons dans la suite que
ARa(Nz| < fala VA €]0,al. (3.3.12)
Par la Propostion 2.6.1, on sait que
Ra(A) = Ra(e) = (o = A)Ra(@)Ra(A) VA, a € p(A).
Donc pour tout x € F,
Ra(N)z = Ra(a)z + (o — N)Ra(@)Ra(N)z = Ra(a)(z + (o — N)Ra(N)z),

et donc

[Ra(Na| = [Ra(a)(z + (@ = N Ra(N)z)

Y
«

utilisant (3.3.11), nous obtenons

[Ra(V)z| < ;‘x + (@ = NRa(Vz| < ;|x|a +(1- 2)\3,4@):5

I

o «

c’est a dire
A 1
Z|RaV)z| < =[],
o a T o

par conséquent,

‘)\RA(/\)J;‘Q S |x|a’

et donc notre relation (3.3.12) est démontrée.

Maintenant, par les relations (3.3.10) et (3.3.12), nous avons pour tout n € N et tout A €]0, o]

[N (RaO) ), < A (RaQ))2| < VU RA) | << e,

a

par suite,

sup H)\”(RA(/\))nIHE < |zla,

neN
ie.,

lz|\ < |z]o V€ E, VA €]0,a],
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on conclut que la suite réelle (|x|,), es croissante, et donc elle est convergente. Définissons

alors la fonction

|-|: E —[0,4+00]

v o] = lim_ ol

On peut vérifier facilement que |- | est une norme sur E. De plus, nous avons par la relation
(3.3.10)

lelle < lim_lalo < Mlialle Vo € B,
i.e,

2]z < x| < Mljzllp Ve E,

et pour tout x € E et tout A > 0, nous avons par la relation (3.3.12)
pRAN)e| = Jim ARAN)a, < Jim folo = o

Le Lemme est donc bien démontré. O

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer et démontrer le théoreme principal.

Théoréme 3.3.2 (Feller-Miyadera-Phillips). Soit A : D(A) C E — E un opérateur
linéaire. Alors A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T(t) > O} de type
(M,w), si et seulement si

(i) A est fermé et D(A) est dense dans E.

(i1) Jw, +0o[C p(A) et pour tout X > w et tout n € N*

M

e (3.3.13)

|Ba))"|, <

Preuve.
v" On suppose dans un premier temps que w = 0.

1) Condition nécessaire. Considérons la fonction

-1l B — 10, +o0]

z v |[|z[l] = sup [ T(t)z] 2.
t>0
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Clairement, ||| - ||| est une norme sur E. D’autre part, comme {T(t) : ¢t > 0} est de type

(M,0), alors ||T'(t)||z < M pour tout t > 0, ceci implique que pour tout x € E,
lzllf < sup [T@)llclllz < Ml p.

De l'autre coté,

Izl = T @)zle vt =0,

en particulier pour ¢t = 0, on trouve |||z||| > ||z| g, i.e.,
|zl < (||l < M||z|z Va € E, (3.3.14)
c'est a dire || - ||g et ||| - ||| sont deux normes équivalentes sur E. De plus, pour tout ¢ > 0,
IT(8)]] = Sup IT(s)(T(8)x)l|le = Sup IT(t+ s)ze < Sup 1T ()xll e = [l]]],

cecli nous donne

NT@lle <1 V=0,

c’est a dire que {T'(¢) : ¢t > 0} est un Co-semi groupe de contractions sur (E, ||| - |||). Par le
théoréme de Hille-Yosida, on conclut que A est fermé, D(A) est dense dans E, |0, +00[C p(A)
et

1

HBAle < - (3.3.15)

Utilisant les relations (3.3.14) et (3.3.15), nous obtenons

n n n n n n n 1
1IN (Ba(N)" 2l < HIA*(Ra(A) 2| < A"[[(BAQ))"[lllll2ll < A" 2l < Mll]|e,

On en déduit alors que

A" (Ra(N)" e < M,

i.e.,

IRAN) e < 3
Comme la norme ||| - ||| est équivalente a la norme || - || g, on conclut que A est fermé et D(A)
est dense dans (E, || - ||g). D’ou la nécessité dans le cas w = 0.

2) Condition suffisante. Supposons que (i) et (iz) sont satisfaites et montrons que A est le
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générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe de type (M,0). Par le Lemme [3.3.3, il existe

une norme | - | sur £ équivalente a la norme || - ||g, i.e.,
2l < Jole < Mljzllz Vo e E,

et
ARAN| < Jo] = [Ra(V)], < i Vo€ B, YA > 0.

Donc sur (F, | -]), A satisfait les hypothéses du théoréme de Hille-Yosida, par suite, il est le

générateur infinitésimal d’'un Cp-semi-groupe de contractions {T(t) Dt > 0}, mais comme
IT®)z]|e < [T{t)2] < |z] < Mllz][p V2 € E,

on conclut que || T(t)||z < M, c’est a dire que {T(t) : ¢ > 0} est de type (M, 0) sur (E, ||| g).
D’ou le résultat.

v/ Supposons maintenant que w > 0.
On sait que si {T(t) ot > O} est un Cy-semi-groupe de type (M,w) et A son générateur
infinitésimal alors {T'(t)e™' : ¢ > 0} est un Co-semi-groupe de type (M,0) et A — wI est
son générateur infinitésimal. Donc par la premiére étape, A —wl est fermé, a domaine dense

dans F, 10, 4+00[C p(A — wl) et
n M
|(Racur V)|, < 5 VA0,
en particulier pour (A — w) pour tout A > w, on trouve

[(RaerX =), < (A_Mw)n YA > w. (3.3.16)

Mais, remarquons que A—w]I est fermé si et seulement si A est fermé, que D(A—wl) = D(A)

et que

Ri—or(N) =M = (A=wD))™ = (A +w)l = A)~" = Ra(A +w),

et donc

RA—WI()\ — w) = RA(A — W+ OJ) = RA()\),

en remplacant dans (3.3.16), on trouve

B, <~ A>w. (3.3.17)
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Il reste & montrer que |0, +oo[C p(A — wl) <=]w, +00[C p(A). En effet, soit A €|w, +o0],
ie, A —w €]0, 400 et donc A —w € p(A —wl), ceci équivaut & (A —w)l — (A — wl)) est
inversible, i.e., (A] — A) est inversible et donc A € p(A). Ceci termine la preuve du théoréme.

O

3.4 Théoréme de Lumer-Phillips

Le Théoréeme de Lumer-Phillips représente une reformulation du Théoréeme de Hille-

Yosida souvent utilisée dans les applications des Cy-semi-groupes.

Soit (E, ||-||g) un espace de Banach (réel ou complexe) et (E',||-||g) son dual topologique.
On note par (-, -), leur produit de dualité, i.e., pour tout f € E' et tout x € E, (f,z) = f(x).

L’application de dualité entre E et E', J: E — P(E"), est définie par
J(z) = {:B’ el (2, x)=||z|% = ||x'||%,} Vo € E.
Par le théoréeme de Hahn-Banach™, J(z) # 0 pour tout v € E.

Définition 3.4.1. Soit A : D(A) C E — E un opérateur linéaire. On dit que A est

dissipatif si pour tout x € D(A), il existe x’ € J(x) tel que Re(x’, Az) < 0.

Nous commengons par une proposition qui nous sera utile par la suite. Sa preuve se base
sur des propriétés de la topologie faible*, une notion qui est, pour le moment, inconnue pour
les étudiants du master 1, donc ils peuvent ne considérer dans leur lecture que le résultat de

la proposition.
Proposition 3.4.1. L’opérateur linéaire A : D(A) — E est dissipatif si et seulement si
Mz||lg < |[(M — A)x||p Vx € D(A), VA > 0. (3.4.1)

Preuve.

!Théoréme de Hahn-Banach. Soit (E, || - ||g) un espace vectoriel normé. Soit z¢ € E tel que zg # 0.

Alors il existe f € E' tel que ||f||gr =1 et f(zo) = ||20]lE
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Supposons que A est dissipatif, pour tout z € D(A), il existe 2’ € J(x) tel que Re(z’, Azx) <
0. Alors pour tout A > 0, nous avons en utilisant la définition de J,
Re(x', Ax — Az) = IRe(a',x) — Re(a', Ax) = X2/, z) — Re(a’, Az)

Azl — Refa’, Az),

il s’ensuit que

Mz||3 = Rel(a’, \x — Ax) + Re(a’, Azr) < Re(a', \v — Ax)

IN

']l | Ax — Azl|g = [lz]| el Ax — Az g,

et donc

AMzlle < (M = A)z||g.

D’ou la condition nécessaire.
Supposons maintenant que la relation (3.4.1) est vérifiée et montrons que A est dissipatif.

Soit € D(A). Pour tout A > 0, soit ¢} € J(Az — Az), i.e.,
(ya, A — Az) = Y\l % = [Ihe — Az]|%. (3.4.2)

Si Az — Ax = 0, par la relation (3.4.1), on déduit que x = 0, et donc Re(z’, Ax) = Re(z’,0) =

0 pour tout =’ € J(z), c’est a dire que A est dissipatif.

Si A\x — Az # 0, par (3.4.2), v} # 0. Soit 2} = Hy?ﬁE (2} € Bgr). Alors nous avons, une autre
bN /

fois par (3.4.2),
!/ 1 / 1 /012 /
(s Ae = Aw) = el Av = Az) = orlialle = ille = Az = Azlls.
MMIE AIE

Utilisant cette derniére égalité et (3.4.1), nous obtenons

Mzl < (23, \x — Az) = Re(z), \x — Az) = A\Re(z), x) — Re(z), Az)

IA

Mzl llzlle — Re(z, Az) = Mzlls — Re(z), Ax),
cette derniére inégalité clairement montre que

Re(z), Azx) <0, (3.4.3)
et que

ARe(2y, x) 2 Alzl|e + Re(z), Az) > M|z|e — |2l 2l|Azlle = Mzlle — [ Az|e,
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i.e.,

1
Re(z\,x) > ||z||g — X”AxHE (3.4.4)

Comme (z4)x C Bpg, et sachant que Bp est faiblement* compacte, on peut extraire une
sous suite (2} )i convergeant faiblement* vers un élément 2’ € Bp, c’est a dire pour tout
(€ E,

Jim (23, €) = (=, ¢),
en particulier,

lim (2} ,z) = (¢, z),
k—o0 k

passant a la limite dans (3.4.3) et dans (3.4.4), nous obtenons
Re(z', Az) <0
et
Re(,x) = |z]|&-

D’autre part,

Re(Z',x) < || |glzlle = ]2,

ces deux derniéres inégalités donnent
Re(z',x) = ||z| & (3.4.5)

Si on note par Zm(w), la partie imaginaire d’un nombre complexe w, alors par ce qui précede,

NOUS avons
2
(2" < (12l llzllz)” = llel

ie.,

(Re(z', )" + (Tm(Z,2))" < |3,

et donc par (3.4.5),

2
2]l + (Zm(z,2))" < |l
on conclut que Zm(z', z) = 0, et par suite
(2, x) = Re(Z z) = ||z| g
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En prenant x’ = ||z||g 2/, nous obtenons
(@ 2) = ||zl 2, 2) = [|l2l|e{z', ) = |z]E,
et
2l = x|l e =[]z

En conclusion

(@', 2) = |l = I2'l%,
ceci montre que z’ € J(x). Nous avons obtenu l'existence de 2’ € J(x) tel que
Re(z', Ax) = ||z||pRe(z’, Ax) <0,
ce qui montre que A est dissipatif. La preuve de la proposition est ainsi terminée. O

Théoréme 3.4.2. (Lumer-Phillips) Soit A : D(A) C E — E un opérateur linéaire tel
que D(A) = E. Alors A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions
sur I/ si et seulement si

(a) A est dissipatif.

(b) Il existe A > 0 tel que A\I — A est surjectif.

De plus, si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions, alors \I — A
est surjectif pour tout A > 0, et Re(a’, Ax) <0 pour tout x € D(A) et tout ' € J(z).

Preuve.

Supposons que A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe de contractions
{T(t) : t > 0}. Par le Théoréme de Hille-Yosida, nous avons ]0,+o0o[C p(A) et donc
(A — A) est surjectif pour tout A > 0. Il reste & montrer que A est dissipatif.

Soit x € D(A) et 2’ € J(x), ie., (', x) = ||2'||% = ||z||%. Alors (2/, z) = Re(z’, z), et comme

le semi-groupe est de contractions, ||T'(¢t)z| g < ||z||z pour tout ¢t > 0. D’ou

Re(z!, T(t)x —x) = Re(d,T(t)r) — Rela' z) = Re(x', T(t)x) — ||z||%

IN

(2, T@®)2)] = 25 < 12 |2 TOle — Il

IN

2" |z llzlle = llzls = =l — =l =0,

par suite

1
;Re(x', T(t)x —z) <0,
o1



3.4. Théoréme de Lumer-Phillips

en passant a la limite sur ¢, il vient que

T(t)xr — 1
Re(a’, lim M> =lim - Re(z’, T(t)x — x) <0,
t10 t tlo t

c’est a dire
Re(z', Ax) <0,
ce qui montre que A est dissipatif.
Maintenant, on suppose que A vérifie les propriétés (a) et (b), et on montre qu’il est le

générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe de contractions. Comme A est dissipatif, par

la Proposition 3.4.1,
Mzllg < [|[(M — A)z||g Ve e D(A), YA > 0. (3.4.6)

D’un autre coté, par (b), on sait qu'il existe a > 0 tel que (ol — A) est surjectif et par la

relation (3.4.6),
all(al = ) zllp < [[(al = A) (el = A)zllp = ||zl

ie.,

. 1
(el = A) 2l < —|lz]z,

on conclut que (af — A)~! est un opérateur borné et donc il est fermé, et par suite A est
fermé.

Montrons dans la suite que (A — A) est surjectif pour tout A > 0. Posons
K = {X €]0,4o00[: (M — A) est surjectif} C]0,+o0].

Il est clair que K est un ensemble non vide car il contient a.. Pour notre but, on doit montrer
que K =|0,4o00[. Soit A\ € K, c’est a dire (Al — A) est surjectif, et en utilisant la relation
(3.4.6), il vient que

[T =AYzl < Sl (3.47)

ie., (Al — A)~! € L(E), ce qui implique que A € p(A) et donc K = p(A)N]0, +oo[. Par
la Propostion 2.6.1, on sait que p(A) est un sous ensemble ouvert de C, d’ou, pour tout
A€ K, A € p(A), et donc il existe un voisinage V), C C de X tel que V) C p(A), i.e.,

VAN]0, +oo[C p(A)N]0, +oo[= K. Clairement, U, = V,N]0, 400 est un voisinage de A dans
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10, 400}, et ceci implique que K est un ouvert de |0, +o00].
Montrons que K est aussi un fermé de |0, +-o0[. Soit (An)n C K tel que lim A, = A €]0, +-o0f.

On doit montrer que A € K. Comme pour tout n € N, (\,I — A) est surjectif, on aura
VneN, Yy e E, Jx, € D(A) tel quey = (A1 — A)z, = Az, — Az, (3.4.8)
En utilisant les relations (3.4.6)) et (3.4.8), on déduit que pour tout n € N,
Aallzalle < [[(Ad — A)zalle = [yl &,

ie.,
x .
nE_)\n Ylle

Comme (A,), est convergente dans |0, +oo[, donc elle est bornée, il existe une constante

k> 0, tel que A\, <k, pour tout n € N, il s’en suit

1
lznlle < Zllylle = c.

En utilisant alors les relations (3.4.6) et (3.4.8) une deuxiéme fois, nous avons pour tous

n,m € N,

Anlltn = 2mlle < (Al — A) (@0 — 2p)|E = [ Am@n — ATy — (AT — Ay || 6

= | Antn — Mzn +y —ylle = |)‘m = Xalll7nllE < e Am — Anl,

cecl nous donne

1 1

sachant que (\,), est convergente, et donc est une suite de Cauchy, on conclut que (), est

une suite de Cauchy dans E et donc elle converge vers un élément « € E. Par (3.4.8),

lim Ax, = nhr{)lo Ay — Y = AT — ¥,

et comme A est fermé, on conclut que x € D(A) et Ax = Az — vy, i.e., pour tout y € E,
il existe x € D(A) tel que y = (M — A)x, ceci implique que (A — A) est surjectif et donc

A € K. Par conséquent K est un sous ensemble ouvert et fermé de ]0, +oo[. Sachant que les
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sous ensembles ouverts et fermés a la fois dans |0, +o00[ sont |0, +oo[ lui méme et lensemble

vide et sachant que K # (), on conclut que K =]0, +o00[, et donc |0, +00[C p(A) et par (3.4.7)

1
1AM = A) e < <

>~

Par le théoréme de Hille-Yosida, A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe de

contrations. Ceci achéve la preuve. [

3.5 Un exemple d’application du théoréme de Hille-Yosida

On donne dans la suite un exemple d’application du théoréeme de Hille-Yosida qui montre
que le Laplacien avec les conditions aux limites de Dirichlet, est le générateur infinitésimal

d’un Cy-semi groupe de contractions sur L*(]0, 7[, R).

Exemple 3.5.1. Considérons l'espace L*(]0, 7[,R) muni de son produit scalaire

(f.9) = [ f@)g(@)de Vg€ L(0. 7)., R)

et de sa norme
1lee = ([ 17 @)Pdz)” ¥ € L2(0, ], R).

Soit Uopérateur linéaire A : D(A) C L*(]0,n[,R) — L?(]0, [, R) défini par
D(A) = Hy(]0, 7[) n H*(J0,7[)

Au=1u" Yu € D(A).

Pour montrer que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe de contractions sur
L2(]0, 7[,R), on va utiliser le théoréme de Hille-Yosida, donc on doit montrer que le domaine
de A est dense, A est fermé, |0, +00[C p(A) et (A —A) Y|z < 1. En effet, par le Théoreme
3.2.2, on sait que pour tout h € L*(]0,7[,R), il existe (h,) C C°°(]0,x[) N L>(]0,x[) tel
que h, — h. Mais, on sait que C*(]0,x[) N L>=(]0,7]) C H{(]0,7[) N H(]0,7[) et donc
(h,) C Hy(]0,7[) N H2(]0,w[) = D(A), et par suite D(A) est dense dans L*(]0, 7[,R).

Maintenant, on va montrer que pour tout A > 0, Uopérateur (A — A) est bijectif, c’est a
dire on doit montrer que pour tout f € L*(]0,w[,R), il existe un unique u € D(A) tel que

f =0 —A@wu) = —Au = M —u". Comme u € D(A) C HL0,7|) ceci implique
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que u(0) = u(mw) = 0. Donc, ceci revient & montrer que pour tout X\ > 0 et pour tout
f € L*(J0,x[,R), le probleme

[ Au—u"=f

i u(0) =u(r) =0

admet une solution unique u € D(A). On sait que la solution générale de I'équation diffé-

rentielle A\u — u” = [ est de la forme

VA=) g

_ xﬁ —xﬁ 1 /x ﬁ(y—x)d
u(z) = cre + coe + Y 2 o f(ye Y.

2\15[) fly

Par les conditions aux limites, on obtient c1 + co =0 et

16’”5 + 026_7‘-\& + vd

T pyeAe- VAT gy —
a1 o

et donc ¢y et co sont déterminées d’une facon unique, par suite la solution u est unique, i.e.,
(A —A) est bijectif et u = (A — A)~1 f. D’autre part, sachant, que pour tout f € L?(]0, 7[, R)
et tout z €)0, 7, Mu(z)—u"(x) = f(z), avecu = (\[—A)~' f, alors on obtient, en multipliant

cette équation par u(zx),

en intégrant sur |0, |,

)\/ 7)) dr — /Tr o' (z)u(x)dr = [)ﬂ f(x)u(x)dz

une intégration par parties sur la deuziéme intégrale, donne

)\/ daL‘—l—/ 7))dr = [)F f(@)u(z)de,
1.€.,
MlullZ> + /][5> = (f,u)ze
ceci implique que
Mullze < (fouyrz < [ fllzzlull e,
par conséquent
Mullze < [[f]lz2,

comme u = (AN — A)7Lf, il vient que

_ 1
IAT = A fllzz < Sl F1l2,
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ceci implique que (AN — A)™1 est continu et

1 1
sup (AL = A) 7 fllez < 5 sup [1flle= = 7,

f€B 2 f€B;2

1.€.,

1
1AM = A) e < <

>

En conclusion, comme (I — A)~! est continu, alors (I — A) est continu et donc A est fermé.
De plus, comme pour tout X > 0, (\[ — A) est bijectif et (\[ — A)~! est continu, alors

10, +00[C p(A). Ceci finit la preuve.
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