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Exercice 1.

1) Comme pour tout ¢t > 0, T'(t) € L(E) alors S(t) € L(E), et nous avons
(i) S(0) =T(0)e® =T(0) = I.

(77) Pour tous s, t € [0, +o0],

S(t+s)=T(t+s)e ) = T()T(s)e e = T(t)e ! (T(s)e™*) = S(t)S(s).
Donc {S(t) St > O} est un semi-groupe. D’autre part, pour tout ¢ > 0
1SWOle = IT) e e = e[| T()]|le < e Me*" = M,

c’est a dire que {S(t) : t > 0} est de type (M,0).
Maintenant, pour tout z € E

lim S(t)x =limT(t)e 'z = lime ' lim T'(t)z = .
£10 £10 £10 t10

Par suite {S(¢) : ¢ > 0} est un Cyp-semi-groupe de type (M,0).
2) Soit « € E, nous avons

S(t _ T(t —wt . T(t —wt . _ ,—wt —wt, .
2= o TWee e, T —ee e -e
t10 t t10 t t10 t t10 t
T(t)x — w1
= lim Me*“’t + lim ;(—wx)
t10 t t10 —wt

= Az —wr=(A—-wlx

donc cette limite existe si z € D(A), par conséquent, si on pose B le générateur infinitésimal
de {S(t): t >0}, on aura D(B) = D(A) et B=A —wl.

Exercice 2.

1) 11 est clair que pour tout t > 0, T'(t) € L(FE), et nous avons pour tout f € E et tout
z € [0,1]

(1) T(0)f(z) = f(z) <= T(0)f = f <= T(0) = I.

(73) Pour tous s,t € [0, +o0f

[ fle+t+s) siz+t+s<1  [TH)f(z+s) siz+t+s<1
(T(Hs)f)(x)_{ 0 siz+t+s>1 0 siz+t+s>1
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[ (TWT(s)f)(x) sizx+t+s<1
B 0 siz+t+s>1
et donc T(t + s)f = T()T(s)f, i.e., T(t+s) =T(t)T(s), c’est & dire {T'(t) : t >0} est un
semi-groupe. D’autre part, pour tout f € F,
hmHT ) — fH = lim sup ‘T (x) — f(z)| = lim sup ‘f(t—i—x) —f(x)‘ =0

t10 ze[0,1] t10 2¢(0,1]

car par le théoréme de Heine, on sait que toute fonction continue sur un compact est unifor-
mément continue. Par suite, {T(t) Dt 2> 0} est un Cy-semi-groupe. De plus,

IT(t)|lc = sup [[T(t)fllc = sup sup [f(z+1)[= sup [fllc <1,
feBg feBg x+t€(0,1] feBg

et donc {T(t) Dt > 0} est un Cyp-semi-groupe de contractions.
Maintenant, soit A le générateur infinitésimal du semi-groupe {T(t) c > O}. Soit f € F et
soit x € [0, 1], alors

lim
t|0 t

ﬂﬂﬂ@—f@):{ﬁgm%fm) siz<1 {f@) siz<l
0

sir=1 - 0 stx = 1.

Donc pour que cette limite existe dans F, il faut que f soit dérivable et ' € E, ie., [’
continue et f'(1) = 0. D’autre part, comme f est continue sur un compact donc elle est
uniformément continue et bornée, on peut alors utliser la méme preuve de I’Exemple 3.1.5
du cours, pour montrer que cette condition est suffisante. Par conséquent,

D(A):{feCl([O,l],R)mE: f’eE} ot Af = f'.

2) Pour montrer que o(A) = (), montrons que pour tout A € C et tout g € F, I"équation
(M — A)f = g admet une solution unique dans E. En effet,

(M —A)f =g<= A - ['=g = M(z) = f(z) = g(z) Yz [0,1].

La solution de I’équation sans second membre \f(z) — f'(x) = 0 est de la forme f(z) = ke*
avec k constante. Donc la solution de ’équation avec second membre Af(z) — f'(z) = g(x)
est de la forme f(z) = k(z)e*®, ot k(-) est une fonction qui dépend de x, que nous allons
déterminer.

f(x) = k(z)eM = f'(x) = K (z)e + \k(x)e

D’ou,

M(x) = f'(2) = g(2) &= —K(z) = g(2)e™ <= Ll —k(y)dy = Ll a(y)edy,

ie.,
1
1)+ / g(y)e My,

et donc

£() = k@)™ = K + [ gly)Xed
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sachant que f € E, et donc f(1) = 0, on obtient k(1) = 0 et donc ’équation considérée
admet une solution unique dans £, donnée par

1) = [ gy,

c’est a dire pour tout A € C, A\ — A est bijectif, et par suite o(A) = ().

Exercice 3.
1) = 2) Soit € D(A), nous avons
T(t)Bx — B BT (t)x — B in . T(t)x — con . T(t)xr —
i LBz =B p o BTz = Be gy hmB(( )z =) P B(1im Tz =z °)
t10 t 10 t t]0 t10 t
= DBAx,

donc cette limite existe pour tout x € D(A), i.e., Bx € D(A) et ABx = BAx.

2) = 1) Pour tout x € D(A) et tout t > 0, considérons la fonction f : [0,{] — FE
définie par
f(s)=T(t—s)BT(s)x Vs € |0,t].
Nous avons
d

f'(s) = %(T(t —8))BT(s)x + T(t — s)BCZT(s)w.

Sachant que si A est le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe {T(t) St > O}, alors

d
i(T(t)x) = AT(t)x = T(t)Ax,
il vient que

f'(s) = —AT(t — s)BT(s)x + T(t — s)BAT (s)x = —T(t — s)ABT (s)x + T(t — s)BAT(s)x,

par 2)

f'(s) =Tt —s)ABT(s)x + T(t — s)ABT(s)x = 0,
par suite f(s) = constante pour tout s € [0,¢], et donc f(0) = f(¢). D’on, T'(t)Bx = BT (t)x
pour tout z € D(A).
Maintenant, soit z € E, par le théoréme de Hille-Yosida, D(A) = E, donc il existe une suite
(r,) C D(A) tel que x, — =.
xn € D(A) = T(t)Bx, = BT (t)r, = lim T(t)Bx, = lim BT(t)x, = T(t)Bx = BT(t)z

n—oo

car la fonction (t,y) —— T'(t)y est continue et B est continu. On conclut que T'(¢)Bx =
BT (t)x pour tout z € E |, c’est a dire T'(t)B = BT(t).

Exercice 4.

1) Il est clair que pour tout ¢ > 0, T'(t) € L(E), et nous avons pour tout f € E et tout
s € [1,4o00]

(1) T(0)f(s) = f(se") = f(s) <= T(0)f = f <= T(0) = I

(i7) Pour tous t,t" € [0, 400

T(t+1)f(s) = f(se'") = f(see") = T(t)f(se") = T)T(t') f(s) = T(t+¢) = TOT(t).
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Par conséquent, {T (t): t> 0} est un semi-groupe. D’autre part, on sait qu'une fonction
continue sur R qui s’annule a l'infini est uniformément continue, d’ott pour tout f € £

ltilr(r)lHT( )f = f”Cth sup |T(t)f(s) — ()l_hf(r)l Sup ]f(se) (s)| =0,

se[ +oo[ s€[1,+00

et donc {T'(t) : ¢ > 0} est un Cy-semi-groupe.
2) On suppose que F = LP([1,+oco[,R). Dans ce cas, pour tout f € F

: B Ciwa\E © i rrvpal )P
lim |7(2)f = flle = tim ([~ 1T@f() = f)Pds)” =tim ([T 1F(se") = f(s)ds)”.

on suppose dans un premier temps que f € C.([1,4+00[,R), c’est a dire que f est continue a
support compact. Alors

lim |/ (se') — J(s)| = 0
et
[f(se") = f(s)| < |f(se)+ ()] < 2] flle,

par le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue dans LP, on conclut que
0o 1
tim ([ 17(se) = f(s)lPds)” =0,
et donc
i 176 — flls =0

Maintenant, on suppose que f € LP([1,+oo[,R), par le théoréme de densité, on sait que pour

tout € > 0, il exsite f. € C.([1, +oo[,R) tel que || f — f.||z < §, d'olt
lim |I7)f = flz < Y (I70f = TOL e+ IO L = £z +11f ~ fl)

< tim (ITOlellf = Llls + 1T L = Llls + 15 = flls)

. € 9 €
< lm (SIT@ e+ ITOF — flls+5) =5 +5 ==

e étant arbitraire, on conclut que limeo |T(t)f — fllp = 0. D’ou, {T(t) : t > 0} est un
Cp-semi-groupe sur F.

Exercice 5.
1) II est clair que que pour tout

t
(i) T(0)z = T(0)(xn) = (e=* )
(#7) Pour tous s,t € [0, +00]
Tt+s)x = Tt+s)(z,) = ez ) = (e"mle g ) = T(t) (e *x,,)
= TOT(s)(xn) =TT (s)z,
et donc T(t +s) = T(t)T(s). Par suite {T(t) ot > O} est un semi-groupe. D’autre part,
pour tout z = (z,,) € £ =,

>0, T(t) € L(E), et nous avons pour tout = = (x,) € £
= (zn) =2 <= T(0) = I.

1

— = nt = p
i 1T =2l = T letn) = )l =l (32 It = Danl”)”

1
- (Z lim (e D7) =0,
n=1
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D’on, {T(t) St > O} est un Cy-semi-groupe.
2) Trouvons son générateur infinitésimal A. Soit = (z,,) € E, nous avons

T _ T _ —ant _ —ant
g L0z = TO)() = (@) (e ) = (@) (e = 1) ()
t10 t t10 t t10 t t10 t
) e—ant _ 1 ) e—ant _ 1
=:<$0(%£t>—<%ﬂ(—“nﬁ%.ﬁmt)—(‘%ﬂh%

donc cette limite existe pour tout « € E, par conséquent,
D(A)=FE et Ax = A(z,) = (—a,x,).

3) Supposons que (a,) est bornée et montrons que {7'(¢) : ¢ > 0} est uniformément continu.
En effet, supposons qu’il existe une constante positive « tel que a,, < « pour tout n > 1,
alors

1 — = _ —1i —ant __
lim [ 7(¢) — 1|l lt%lfeg 1Ttz - z|g ltll%lmsel%l I((e Da)lle,
00 1 00 1
= lim sup (Z ‘(e‘“”t - 1)xn‘p) " <lim(1 — e ) sup (Z |xn|p) '
ti0 mEEE n=1 ti0 :UEEE n=1

_ . _ —at N H L —at —
= l%fgl(l e )fegnx”e” ltfél(l e ) =0.

Supposons maintenant que {T(t) t> 0} est uniformément continu. Par le Théoréme 3.1.3
du cours, on sait que ceci est équivalent & D(A) = E et A € L(E), donc il existe ¢ > 0 tel
que

| Aall, < cllalls, Va € 6,

le.,
(2:21 ‘ — (lnl'n‘p); < ¢f z::l |xn|p); V(zn) € 4y,

en particulier pour (z,) = (1,0,0,...), on obtient a; < ¢, pour (z,,) = (0,1,0,...), on obtient
as < ¢, pour (z,) = (0,0,0,...,1,0,...), on obtient a, < ¢, ainsi de suite on obtient a, < ¢
pour tout n > 1, c’est a dire que (a,) est bornée.



