
Chapter 1

Di�usion d'une parti
ule sans

spin par un potentiel 
entral V (r)

1.1 Di�usion d'une parti
ule in
idente de masse

m par un potentiel V (r) ayant son origine

�xée au point O

1. V (r) est un potentiel 
entral et lo
al.

2. V (r) véri�e les 
onditions suivantes:

i) |V (r)| ≤ C
r1+ǫ quand r → ∞.

ii) |V (r)| ≤ C
r3/2−ǫ quand r → ∞.

- V (r) est 
ontinu pour 0 < r <∞
La 
ondition (1) signi�e que lorsque r → ∞, V (r) → 0 plus vite que

1
r
. Le

potentiel est un potentiel de 
ourte portée, 
ette 
ondition ex
lut le potentiel


oulombien (i.e., de longue portée).

La 
ondition (2) ex
lut les potentiels nu
léaires.

1.2 Des
ription d'un phénomène de 
ollision

On 
onsidère un système 
omposé d'un fais
eau in
ident et une 
ible.

1.2.1 Cara
téristiques du fais
eau in
ident:

∗ La nature des parti
ules et leurs masses m.

∗ La quantité de mouvement ~p = ~~k des parti
ules in
identes.
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∗ L'intensité I0 du fais
eau est le nombre de parti
ules qui traversent par

unité de temps et par unité d'aire normale à la dire
tion du fais
eau, I0
est su�samment faible de manière à 
e que les intera
tions entre parti
ules

in
identes soient négligeables.

1.2.2 Cara
téristiques de la 
ible:

∗ La nature des atomes qui 
onstituent la 
ible

∗ Le nombre X de 
entres di�useurs 
ontenus dans le volume de la 
ible

irradiée par le fais
eau.

1.3 Dé�nition de la se
tion e�
a
e

Le déte
teur D dé�nit un angle solide dΩ = sin θ dθ dϕ. On 
ompte le nombre

dn de parti
ules di�usées qui traversent par unité de temps le déte
teur :

dn ∝ dΩ, dn dépend des angles θ et ϕ. Le nombre de parti
ules di�usées dn
est également proportionnel à l'intensité et au nombre de 
entres di�useurs


ontenus dans le volume de la 
ible irradiée par le fais
eau, i.e. dn ∝ I0 et

X . On peut é
rire don
,

dn = σ(θ, ϕ)I0XdΩ

On dé�nit la se
tion e�
a
e di�érentielle dσ 
omme

dσ =
dn

I0X
= σ(θ, ϕ)dΩ

1.3.1 Dé�nition

La se
tion e�
a
e di�érentielle est le nombre de parti
ules qui traversent le

déte
teur par unité de temps, pour une parti
ule in
idente par unité d'aire

et par unité de temps et pour une parti
ule 
ible.

1.3.2 Dimensions de dσ

[dσ] =
[dn]

[I0] [X ]
=

[T ]−1

[L]2[T ]−1
= [L]2

dσ est une surfa
e, l'unité de mesure de la se
tion e�
a
e est le barn.

1barn = 10−24cm2
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1mbarn = 10−27cm2

1µbarn = 10−30cm2

dΩ en stradian, on utilise également le Fermi

1fm = 10−13cm

1fm =2= 10−26cm2

1.4 Prin
ipe de 
al
ul de la se
tion e�
a
e dif-

férentielle de di�usion d'une parti
ule par

un potentiel 
entral V (r) dans le formalisme

des états stationnaires

a) L'état stationnaire de 
ollision

1. Cal
ul de la fon
tion d'onde

2. Cal
ul de σ(θ, ϕ) à partir de la fon
tion d'onde.

Soit Ψ(~r, t) une fon
tion d'onde solution de l'équation de S
hrödinger

Hψ(~r, t) = −i~
∂ψ(~r, t)

∂t

ave


H =
P 2

2m
+ V (r) = −

~
2

2m
∆+ V (r)

Lorsque

∂H
∂t

= 0 =⇒ H = P 2

2m
+ V (r) est indépendant du temps, autrement

dit, l'énergie totale E se 
onserve, on dit que le système est 
onservatif. La

fon
tion d'onde s'é
rit , ∀t

ψ(~r, t) = ψ(~r)e
−iEt

~

Don
, l'équation de S
hrödinger s'é
rit,

Hψ(~r) = Eψ(~r) (1)

où E est l'énergie des parti
ules in
identes.
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b) Forme asymptotique de la fon
tion d'onde de l'état

stationnaire de 
ollision

Pour 
al
uler ψ(~r), il faut résoudre l'équation

Hψ(~r) = Eψ(~r)

lorsque r → ∞, V (r) est négligeable, don
 l'hamiltonien

(H → −
~
2

2m
∆)

devient 
elui de la parti
ule libre. En 
oordonnées sphériques (r, θ, ϕ), la
forme asymptotique de la fon
tion d'onde solution de l'éq.(1) est:

ψ∞(~r) = A(θ, ϕ)
eikr

r
+B(θ, ϕ)

e−ikr

r

−
~
2

2m
∆ψ(~r) = Eψ(~r)

la solution est une onde plane de la forme

Cei
~k·~r

le développement de 
ette onde en ondes sphériques est

Cei
~k·~r −→

∑

l

alJl(kr)Y
0
l (θ)

le 
omportement de la fon
tion de Bessel quand r → ∞, est donnée par,

Jl(kr) −→r→∞

sin(kr − lπ/2)

kr

Don
, en remplaçant Jl(kr) par son 
omportement à l'∞ et en utilisant

l'expression

sin(kr − lπ/2) =
ei(kr−lπ/2) − e−i(kr−lπ/2)

2ikr

∑

l

al
sin(kr − lπ/2)

kr
Y0

l (θ) =
∑

l

al[(
e−ilπ/2

2ik
Y0

l (θ))
eikr

r
− (

eilπ/2

2ik
Y0

l (θ))
e−ikr

r
]
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On désigne par

A(θ, ϕ) = al
e−ilπ/2

2ik
Y0

l (θ)

B(θ, ϕ) = −al
eilπ/2

2ik
Y0

l (θ)

Interprétation physique de l'onde ψ∞(~r)

ψ∞(~r) est fon
tion propre de l'opérateur − ~
2

2m
∆ en 
oordonnées sphériques.

−~
2∆ = −~

2 1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
+
L2

r2
= P 2

r +
L2

r2

Pr est l'opérateur asso
ié à la proje
tion de l'opérateur quantité de mouve-

ment sur le rayon ve
teur ~r

Pr =
~P · ~r

‖~r‖
, Pr = −i~

∂

∂r
+

1

r

PrA(θ, ϕ)
eikr

r
= ~kA(θ, ϕ)

eikr

r

PrB(θ, ϕ)
−eikr

r
= −~kB(θ, ϕ)

−eikr

r

Pour une parti
ule libre: E ≥ 0 et k =
√

2mE
~2

≥ 0

Une onde de la forme

A(θ, ϕ)
eikr

r

est état propre de Pr pour la valeur propre (~k). Elle dé
rit des parti
ules

dont la quantité de mouvement est parallèle au rayon ve
teur ~r ave
 une

longueur ~k, don
 des parti
ules qui s'éloignent du 
entre O, on l'appelle

onde sortante (ou divergente).

Une onde de la forme

B(θ, ϕ)
−eikr

r

est état propre de Pr pour la valeur propre (−~k). Elle dé
rit les parti
ules

qui s'appro
hent du 
entre O, on l'appelle onde entrante (ou 
onvergente).
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Dans un état stationnaire de 
ollision:

Les parti
ules di�usées sont dé
rites asymptotiquement par des ondes sor-

tantes.

Les parti
ules in
identes sont dé
rites asymptotiquement par des ondes en-

trantes.

ψ(~r) = Cei
~k·~r + ψD(~r)

ψ(~r)− Cei
~k·~r = ψ(~r)− ψinc(~r) −→~r→∞ Cf(θ, ϕ)

eikr

r

l'onde di�usée est:

ψD(~r) = ψ(~r)− ψinc(~r)


) Cal
ul de la se
tion e�
a
e di�érentielle

l'équation

Hψ(~r) = Eψ(~r)
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supposée résolue, 
'est-à-dire qu'on 
onnait ψ(~r). Comment 
al
ule t-on la

se
tion e�
a
e di�érentielle σ(θ, ϕ)?

dσ) = σ(θ, ϕ) sin θ dθ dϕ =
d n

I0X

I0 est le �ux de l'onde in
idente Cei
~k·~r

à travers l'unité de surfa
e perpendi
-

ulaire à

~k. X = 1 puisque la fon
tion d'onde a été 
al
ulée pour un 
entre

di�useur

dn est le �ux de l'onde di�usé à travers l'élément de surfa
e: dS = r2D sin θ ϕ
Le déte
teur D est en un point très éloigné du 
entre di�useur par rapport

à la portée du 
hamp d'intera
tion du potentiel.

Don
, on 
al
ule dn à partir de la forme asymptotique de ψD(~r) i.e.,

Cf(θ, ϕ)
ei
~k·~r

r
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Flux des parti
ules di�usées

Le �ux des parti
ules par unité de temps à travers un élément de surfa
e d S
situé au point ~r est donné par

1

2m
[ϕ∗(~r)(P⊥ϕ(~r)) + (P⊥ϕ(~r))

∗ϕ(~r)]dS

ϕ(~r) est la fon
tion des parti
ules de masse m. P⊥ est la proje
tion de la

quantité de mouvement

~P sur la normale ~n.

Cal
ul de I0

Si on prend Oz parall̀

′ele à la dire
tion du fais
eau in
ident

P⊥ = Pz = −i~
∂

∂z

ψinc = ei
~k·~r

et

I0 = |C|2
~k

m
dS
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I0 représente le �ux in
ident par unité d'aire (don
 dS = 1) et par unité de

temps, d'où

I0 = |C|2
~k

m

Cal
ul de dn

dS = r2D sin θ dθ dϕ

la normal à dS est don
 le rayon ve
teur ~rD, don
 P⊥ = PrD ave
,

P⊥ = PrD = −i~(
∂

∂rD
+

1

rD
)

la forme asymptotique de ψD(~r):

ψD(~r) = Cf(θ, ϕ)
eikrD

rD

d'où

dn =
1

2m
[ψ∗

D( ~rD)(PrDψD( ~rD)) + (PrDψD( ~rD))
∗ψD( ~rD)]dS

dn = |C|2
~k

m
|f(θ, ϕ)|2

1

r2D
dS = |C|2

~k

m
|f(θ, ϕ)|2 sin θ dθ dϕ

On obtient,

dσ =
dn

I0 · 1
= |f(θ, ϕ)|2 sin θ dθ dϕ

formule de la se
tion e�
a
e di�érentielle de di�usion

f(θ, ϕ) est appelée amplitude de di�usion.
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