B- Méthode variationnelle

1°") Principe

Considérons un systéme quantique d’Hamiltonien H, H = f(t). Supposons que le spectre de
H est entirement discret et non dégénéré. On désigne par : Eg, Ey, .......E, les valeurs
propres de H et par [@o),|@1), - - |} les vecteurs propres de H.

Ona Hl@;) = Eilg;), i =0,n .Soit |¢)eE (espace des états du systéme)
La valeur moyenne de I’énergie

_ {@lHlp)

(E) {ele)

Le ket |@) e € — on peut développer |¢) sur la base des kets propres de H sous la forme :
l@) = X0 Cilws)

Les valeurs propres Eg, Ej, ... ... E,, sont rangées dans un ordre croissant (Ep < E, <E, <
... < Ep). La valeur moyenne de I’Hamiltonien est,

(@IHp) = (ko Cit@: DIHIEi-0 Ci 1oy = TilC1* (@il Hlgy) = TGl B = B Cil? Eo

puisque E; = E; et {ple) = TilCi|% dou

(oltle) _ TG Er o (plHlp)
| I =2t =
Tilcit? nilei? =70 - (£} (olo) = Eo

Il yaégalité si |} = |gy) .
« propriété qui est a la base de la méthode variationnelle »
a) Valeur approximative de E, et expression approximative de [@g)

H est I'Harniltonien du systéme, il est connu, choisissons arbitrairement un ket | (a)) normé
et calculons la valeur moyenne de I’Hamiltonien sur ce ket.

(@@IHlp(@) = [ ¢ (@Ho@ dr

|gp(a)) dépend d’un certain nombre de paramétres qu’on symbolise par @ . On agit sur ces
paramétres de maniere a rendre (p(a)|H|@(a)) une valeur minimale, la valeur minimale
obtenue est proche de Ej et le ket |@(a)) obtenu est proche de |@o)-

Les kets | (a@)) obtenus sont appelés kets d’essai.
b) Valeur approximative de E; et ex ression approximative de

On prend un nouveau ket |@(a)) normé et orthogonal a |@g) . On cherche le minimum de
{(p(a)|Hl@(a)). Puisque (@(a)|@o) = 0, La valeur moyenne de I’énergie dans I"état |@(a))

le(a)) = Eio Ci i) est:
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(wlHlp) _ )
(@l

Il y a égalité lorsque |@) = |@1)

Généralisation

On peut trouver E; et |¢;) approximativement en résolvant le probléme variationnel qui
consiste a chercher le minimum de

(@()|H|p(a)) = f S (B Epla) de

Avec les conditions suivantes : [ @ @ dr =1

et: [ @ @i,dr =1, iest fixé #0
2*™ ) Théoréme de Ritz
Posons : A = {eldle) (1)

(@lp)

Et calculons son accroissement A lorsque I’état |@) devient |@) + [§p) ., |8¢p) est supposé
infiniment petit. Ecrivons ’expression (1) sous la forme : X(@|@) = {(@|H|p) i

Différentions les deux membres de cette égalité

(@le)sh + X[{Sple) + (pld@)] = (SplH|p) + {p|H|5p)
Do : {@l@)SA = (Gp|H — Rlp) + {@|H — Kl5p) |
La valeur X est stationnaire si A = 0, d’ou (§@|H — Xl¢@) + {@¢|H — X[6¢p) = 0
Supposons que H — & soit hermétique, on en déduit (§@|H — X|¢) = 0 soit I:l —Alp) =0

La résolution de I’équation H — A|¢) = 0 est équivalente a la recherche des extremas de la
oy _ (elHl@)

quantité : X = Wl

3™ ) Méthode de Ritz

Cette méthode consiste a choisir au hasard n fonctions fi, f5, ..., [ de carré sommable (c’est-a
dire des fonctions d’onde) satisfaisant aux mémes conditions au limites que les fonctions
propres de H. On forme les fonctions d’essai

n

P = Z a;fi
=1

Ces fonctions sont dites fonctions compéfitives. Posons :
Hij = (fi|H|f;) et 8 = (filf))

_{elHlp)

A= @l Keley = (@lHlp)
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n

X Zaffl Zn:ﬂjfj = ia;fi H iqff:f

i j=1 i Jj=1

AX, af a;;; =% a; ajHy; (2)

. .. ax 3 .
X est un extrémum si ;. — = -— =0, i

a; "Dy L2,..,n

dérivons 1’€q.(2) par rapport a a;, il vient : % Yija;ais; +AY; a8 = Xy jaH
i

le premier membre a gauche est égal a zéro puisque ;ai_ =0, i=12,.,n
i
— X j(Hiy — X6;)a; = 0;

on-obtient un systéme de n équations en  @; qui n*admet de solutions non nulles que si son
déterminant est égal a zéro :

det|Hj — 8] = 0 (3)
La résolution de I’équation (3) fournit les n premiéres valeurs d’énergie : E, E3, ..., ..., E,
E{,FEj, ..., ..., E} , obtenues sont proches de E;,E5 ... ... E;,

Les fonctions ¢, @5, 9%, ..., ¢4 sont proches des fonctions propres exactes.

=S ats o

[ 4
@ = alfi - £
i
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