Théorie des collisions

A : Particule libre : Ondes planes et ondes sphérigues

Etats stationnaires d’'une particule libre

Rappel

En mécanique classiques, une particule libre de masse p est aimée d’'un mouvement rectiligne

=2
uniforme. Son impulsionp, son énergie E = P_ et son moment cinétique par rapport a origine
2p

des coordonnées sont des constantes du mouvement.
En mécanique quantique, les observables P et L =R X P ne commutent pas. Elles représentent

donc des grandeurs incompatibles : il est impossible de mesurer simultanément I'impulsion et le
moment d'une particule. L’'Hamiltonien quantique Ho d’une particule libre s’écrit :
2 2

—p° =P
Hy = o ou H o D
H ne constitue pas a lui seul un E.C.0.C : ses valeurs propres sont infiniment dégénérées. Par
contre, les quatre observables :
H, P ,B, B, (2)

forment un E.C.0.C. Leurs états propres communs sont des états stationnaires d’'impulsion bien
définie. On peut également considérer une particule libre comme plongée dans un potentiel
central nul. Les résultats indiquent alors que les trois observables :

H1?,L, 3)

forment un E.C.0.C, les états propres correspondants sont des états stationnaires de moment
cinétique bien défini (plus exactement, L? , L, ont des valeurs bien définies, mais pas L, et Ly).

Les bases de I'espace des états définies par les E.C.0.C (2) et (3) sont distinctes, puisque P et L
sont des grandeurs incompatibles. Nous allons étudier ces deux bases, puis indiquer comment

2
on peut passer de 'une a l'autre. (H = g_u et HY = E¥)

1¢re base : constituée par les états propres communs a H et aux trois composantes de I'impulsion
P ; les fonctions d’ondes associées sont les ondes planes.

2ieme hase : comprend les états stationnaires de moment cinétique bien défini, c’est-a dire les
états propres communs a H,L? et L, .

Equation radiale
Pour une particule libre, 'équation de Schrédinger s’écrit :

AP () + W) =0 4)

On pose: k? = %E



i(kx x+kyy+kz2)  On a une infinité de

Comme solution de I'équation précédente : ¥(x,y,z) = Ce
solutions linéairement indépendantes. ki, ky et k, sont des nombres réels tels que : k2 + kﬁ +

2 . 7
kZZ = k2 = h_lzlE alors ez(kx x+kyy+k,z) — eikT

Donc les solutions de 'équation précédente sont les ondes planes : ¥(#) = Ce'*” , W(#) estla
fonction propre de H et les opérateurs P, , P, , P, associés aux composantes Px, Py et P, de la

quantité de mouvement. On sait que :

On peut rechercher donc les fonctions propres de H qui sont a la fois fonctions propres de
L? et L, ;il convient d’introduire les coordonnées polaires (r, 8, ). Les solutions de 'équation
de Schrodinger en coordonnées polaires sont de la forme :

W) = ) am R 6, 0)

Im
Le laplacien en coordonnées polaires est :
10 2 0 N 11 0 . p 0 N 1 0°
T Zor or "rZ|sin6ae """ 30 ' sin’o dp?
né 2 foar. 12— _p2[ L 9 91 9
L'opérateur L“ est donné par: L* = [ 559 Sin 9 to2 awz]

Donc : H peut s’écrire :

—h? -h’[19 50 12 1 L? 2
H=—A= —[——Tz ]—— —(P2+—) vec B. = — ——T
2u 2p br2or” ar  n2r2 2\’ p2) avec th r or

. L [a , 1
Autrement dit: B. = —ih [—+ = ]
ar r
L’équation (4) s’écrit en coordonnées polaires :

-h*[10 ,0  L? . .

2u 2o o me Ri(m)Y"(0,9) = ER(r) Y (6, )

Les harmoniques sphériques Y™ (6, ) sont fonctions propres de 'opérateur L? donc I'équation
aux valeurs propres précédente devient :

—h2[1 a ,0 l(l+1)

|2 =
2u r2or’ or 12 ]Rl(r) ER(T)

Equation différentielle dont R;(r) est solution : R;

" 2 I(1+1
RI(r)+ 2R (r) — 2

R (r) + k?R;(r) =0 (5)

Ou [l peut prendre les valeurs 0, 1, 2,.......cceueeee Posons p = kr et1’équation (5) devient dans ce
cas:

[Z+is+1- > |RiG) = (6)



Cette équation est appelée équation de Besselsphérique.

Premierement, on va procéder a la résolution de I'’équation de Bessel par la méthode
polynomiale. Pour cette raison, essayons de résoudre I’équation (6) par un développement en
puissances de p.

Ri(p) = p®lag +ay p* + az p* + -+ ap p*" + -] )
Avec: ay # 0

Remarque : dans la quantité entre crochets, on a omis de faire figurer les puissances impaires de
p car leurs coefficients aprés remplacement dans I'éq. (6) sont nuls.

Calculons la dérivée premiere et seconde de R;(p). Cette derniere (i.e. R;(p)) est donnée par
I’équation (7) :

R'(p) =
ap®lag+ ay p? +ay pt + -+ a, pP 4 14p% [2a1 p + 4ay p3 + - + 2na, pL 4]

R"; (p) = ala — 1)p* 2 [ag + a; p? + ay p* + -+ a, p?™ + -]
+ +ap® 1 [2ay p + 4a, p3 + -+ 2na, p? 1 + -]
+ap® 1 [2a1p +4ay pd + -+ 2na, p? + -]
+p% [2a; +12ay p? + -+ 2n(2n — 1)a, p?* 1+ -]

Puis on substitue dans (7) et on identifie les coefficients des puissances successives de p : les
termes de plus haut degré conduisent a la relation suivante :

al@a—1)+2a—-1(1—-1)=0,s0it: ale+1)—-I(l-1D)=0> =1 a,=—-1—-1
Donc a ces deux valeurs de a correspondent deux solutions linéairement indépendantes de 1'éq.
(7):

Ri(p) = p' [ag + ay p? + ay p* + -+ a, p?" + -]

R_,_1(p) = p—l—l [ag + a1 pZ +a, p4 + -+ a, pZn + o]

Coefficient de terme en p**2"~2  En annulant ce coefficient dans (7) lorsqu’on
remplace R;(p), R ;(p) et R"; (p) par leur développement on obtient la relation de récurrence
entre les coefficients du développementde R;(p):

_ —Qdp—1
an = 2n(2a+2n+1) (®

Fonction de Bessel sphérique

La solution qui corresponda a =1[:
Ri(p) = p' [ag + a; p*> + a; p* + -+ @, p*" + -] estréguliére a 'origine car quand p — 0,
R;(p) = p'(..)~ 0. En prenant pour le coefficient a, la valeur particuliére :

1
@ = Zirnn

, QI+ DI=1x3x5x......2l-1)(2l+1)



On obtient une solution réguliere de I'équation (7) appelée fonction de Bessel sphérique et que
'onnote: j;(p)

Jip) = p [(zzin" + a; p? + -+ + a, p?"| avec les coefficients a,, sont donnés par éq. (8), a = L.

) p!
i) = <(21 n 1)!!)

Sy = - 24 ... 2n o .. T S
Casou L =0, Ry(p) =(ap+a, p*+--+a, p™+-), aveca, T TRIYED

-l =0
2n(2n+1) ’
_ _ Qo _ 1 ) . .
(ao =1, a = w3 2= Smans ce qui donne :

sinp 1

Ro(p) = (L—g p2 45 0% +-) or L =2[p— 0% 45 0% + ]

2_

La deuxiéme solution de I'équation différentielle correspondantea ¢ = -1 — 1

Fonction de Neumann sphérique :

Ri(p) =p~ ' (ag +ay p?> +ay p* + -+ a, p?™ + ), elle estirréguliére a I'origine.
Autrement dit, R;(p) n o

_ i+
0™ 2141
al'aide de la formule de récurrence précédente mais avec cette fois-ci @« = —l — 1. Cette

solution est appelée fonction de Neumann sphérique et que I'on note :

qui est une valeur particuliére et les coefficients a;, a,,...,a, seront déterminés

1 [(2l+ D!
= — 4 2 4. 2n 4 ...
n(p) pl+1[ TR an P
. i+
Onanl(p)p__)o) (Zl+1)pl+1
Casou |l =0,
(a0=1,a1=;—!1, a2=%, a3=_6—!1 ,) ce qui donne :

Par identification au développement de la fonction cosinus, on tire pour la fonction de

Neumann :

liére fonction de Neumann



Fonctions de Hankel sphériques :

Soit la fonction : h;,r (p) =ni(p) +ij,(p) , elleestappelée fonction de Hankel de 1i¢re espéce,
et

h, (p) = n,(p) — iji(p) , estappelée fonction de Hankel de 2ieme espece.

Formules de récurrence :

Soit f;(p) une fonction identique a j;(p) oua n;(p) ou bien a 4j;(p) + Bn;(p); A et B étant
des constantes arbitraires indépendantes de [. On peut établir les formules de récurrence
suivantes :

fia (@) = (35 +=5) fil) Q)
fir1 (@) = (=54 2) filp) (10)

Calculde j1(p) etden,(p):

cos p
p

On sait que jo(p) = S?et no(p) =

Pour [ = 0 larelation (10) donne : f;(p) = (—% + O) folp) = —% fo(p)

D’ou: ji(p) = %]‘0(;0) _ _%Si;},p _ S;nf ~ Co:p
J1(p) =S;#—C0p#
m(p) = —% Mo (p) = —%CO%
mp) = szp+5i%

En faisant la somme de (9) et (10), on obtient une autre relation de récurrence:

QL+ Dfi(p) = plfi+1(0) + fi1(p)] 1y

qui permet de calculer la forme explicite de j;(p) et n;(p) pour [ = 2. Pour [ =1, larelation
(11) donne:

3f1(p)

3fi(p) = plf2(p) + fo(P)] = f2(p) = = fo(p)

Do: j2(p) = j1(p) = jo(p) =



sinp cosp _sinp

J2(p) = 3[

p
3
et: nz(p)=“1T(p>—no(p) =
cosp sinp cosp
(0 =3(H2+2F) -
n2\p ,03 ,02 p

Formes asymptotiques :

sinp
Jo(p) = ——
p—oo p
() — cosp
Mop > p
() cosp _ sinifp —m/2)
J1\p " P P
) sinp  cos(p —m/2)
mip pow D P
() sinp _ sinifp — m)
J20P) 772 P P
) cosp _ cos(p —m)
M28P) =3 P P
) sinifp — Imt/2)
Ji(p)
p—0 P
) cosp _cos(p —1lm/2)
miP) 7= P P

Ce sont les formes asymptotiques de j;(p) etde n;(p) VL

2°) Développement de 'onde plane en ondes sphériques :

On a vu que les solutions de I'équation de Schrodinger de la particule libre sont de la forme :
Y(7) = Ce'k7 et coordonnées sphérique :
p=kr

Y(#) = Xim am Ri(0) Y (6,9), avec {1=0,1,2...
—l<m<l

* Ri(p) =Ji(p)
D’autre part, les solutions de I'’équation différentielle radiale de (Bessel) sont pour a =1,

1
Qo = Girn

j1(p) est une solution acceptable physiquement car elle est réguliére a I'origine : j,(p) — 0

p—)OO



QI+
0 7 @i+1)

e R(=mp), a=-l-1,

_ 1 (4D
mp) = 75 ((21+1)

irréguliére a 'origine [[ ¥*(#) ¥ (#)d7] diverge au voisinage de r = 0. Donc I'ensemble des

+a; p? + -+ a,p?" + ) n’est pas acceptable physiquement car elle est

solutions physiques de I'équation de Schrodinger pour la particule libre est constituée par les
ondes sphériques :

J1()Y"(6,9) avec: 1=0,1,2,.... et —l<m<l
W) = Celk™ = ¢ Yim @m J1(kT) Y™ (6, @) ce qui implique :
e T = T i (er) i (0, 9) (12)
Il reste a calculer les coefficients a,;,, de ce développement, posons :
ek ? = Y0t @ e Jy (k7)Y (6, 0)

Multiplions scalairement les deux membres de (12) par Ylm*(ﬁ, @) etintégrons sur l'angle solide

f Y (0,0) e sin0 0 dp = ) ap e jy (k) f Y™ (0,0) Y/ (6,0) sin6 df dg

U'm’
Or [Y™(8,9) Y™ (6,¢) sind do dp = 8, Sy

= am jikr) = [V (0,9) e sinf d6 do

Considérons le vecteur k // OZ,donc el = gikr cos 8 op remplacant dans I'expression
précédente :

T 2m i}
aym Ji(kr) = f eikr cos 6 5in § do f Y™ (6, 9) do

0 0

Or on peut mettre : ¥/* (6, ¢) = f;(6) e™™, d’ou:

1—e —i2mm

7Y™ (6,9) dg = £i(0) [I e=™0 dg = £,(0) =0, pour m # 0

im
m=0,Y"(6,9) = £i(6) = Y (6) =Y (6)

Donc I'équation (12) devient : ek = Yia j(kr) Y2 (0) =
a, j(kr) = 2m fon Y2(6) ek <058 sinp do

On pose : Y°(9) = ’2;—;1 P;(cos @) telsque: P;(cosB) estle polynome de Legendre de degré [
en cosf.Posons: cosf =u

. 2041 (1 ; JrQIHD) 1 ; Jrl+1 ;
apji(kr) = 2n (2 gy et g = YZCED) 1 p ) ety = YTEED) fp ) ik

1 ikr m(2l+1 ikr —ikr 1 5 ikr
[1 dP(u) et} =D Ap (1) et — p(—1) e~ — L [T Py (w)d (™))

ikr



avec: P ;(u) = %PI ()

in l i
onsaitque: Pi(1) =1, P(-1) = (-1)}, ei/?2= e?) =il etdonc e i"/2 = !

1
; _ N T[(Zl + 1) ikr l ,—ikr 1 ! ikru
ajjilkr) = ————— " = (1)) e™" ——— [ P, (wd(e™™)
1
i I
) ) . ei(kr_T)—e_i(kT_T) i—l gtk il o—ikr i—l-1 , .
D’autre part, sin (kr —7) = oy = > == { ekt — (1)t e~ikr }
= e — (—1)! e =2t sin(kr —lg)
JrQ2l+1) ! 1
i = T[— 1R S ( __T[> _ ! ikru
a, j, (kr) . 21 sin(kr > - P (wd(e™ ™)
-1
— - 1
= {i yan@lt 1) sin (kr — l_n) + ym@i+1) fPl (wd(e*™)
kr 2 (kr)? :
-1
. . sin (kr—%”) . . .
quand r - o , onsaitque j;(kr) - ——— . donc lim,_, (a; j;(kr)) = lim,_,{"}
. I
sin (kr — 7) g VATQ2L+ 1) I
La o =i o sin (kr — —)

Car le 2itme terme tend plus vite vers zéro a cause de r? — (0)?

= la = i 421+ 1)

Finalement,

ek = Zil JarQL+1) j,(kr) Y2 ()
=0




