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Chapitre 1Méthode des Ondes partielles
1.1 Prin
ipe de la méthode des ondes partielles1.1.1 Condition d'appli
ation de 
ette méthode- Méthode mathématique qui 
onsiste à trouver l'état stationnaire de 
ollision ψ(~r) ;l'équation de S
hrödinger

(

∆ + k2 − V̄ (r)
)

ψ(~r) = 0 (1.1)
k2 =

2mE

~2
, V̄ (r) =

2mE

~2
V (r)telle que la 
ondition aux limites : limr→∞

(ψ(~r) − ei
~k·~r) = eikr

r f(θ, φ) soit véri�ée.- Méthode parti
ulièrement adaptée au 
as de potentiel V (r).Les solutions parti
ulières de l'éq. (1.1) sont fon
tions propres simultanées de L
2 et Lz

φl(r)

r
Y m

l (θ, φ) (1.2)ave
 l entier ≥ 0 et −l ≤ m ≤ l.
φl(r) étant solution de l'èquation di�érentielle suivante :

[

d2

dr2
+ k2 − V̄ (r) − l(l + 1)

r2

]

φl(r) = 0 (1.3)La solution générale de léq. (1.1) est une 
ombinaison linéraire des fon
tions (1.2) :
ψ(~r) =

∞
∑

l=0

m=+l
∑

m=−l

al,m
φl(r)

r
Y m

l (θ, φ)
'est un développement en ondes partielles de ψ(~r).1.1.2 Propriétés des solutions de l'équation radiale
α) Comportement à l'origine 3



Si V (r) véri�e la 
ondition : | V (r) | ≤ C
r3/2 quand r → 0 alors V̄ (r) est négligeable devant

l(l+1)
r2 dans l'équation (1.3). Dans 
e 
as on a :

[

d2

dr2
+ k2 − l(l + 1)

r2

]

r→0

φl(r) = 0 (1.4)
limr→0 φl(r) est solution de l'équation (1.4), d'autre part, si on pose φl(r) −→r→0 Cr

α onobtient : α(α− 1) − l(l − 1) = 0soit α = −l, et α = l + 1don
 l'équation di�érentielle radiale (1.3) admet deux solutions :
• φl(r) −→r→0 Crl+1 elle est régulière à l'origine (a

eptable physiquement)
• φl(r) −→r→0 Cr−l elle est irrégulière à l'origine, solution ina

eptable physiquement.
β) Comportement à l'in�ni de la solution radiale (régulière)
− Dé�nition des déphasages

[

d2

dr2
+ k2 − V̄ (r) − l(l + 1)

r2

]

φl(r) = 0

• l(l+1)
r2 −→ 0r→∞

• la 
ondition (1.1) : | V (r) |≤ C
r quand r → ∞Don
, on aura : [

d2

dr2 + k2

]

r→∞

φl(r) = 0 dont la solution générale est donnée par :
φl(r)r→∞ = C sin(kr − βl)on pose : βl = lπ2 − δl i.e. φl(r)r→∞ = C sin(kr − lπ2 + δl)

δl dépend de l, k et de V (r). δl(k) est appelé le déphasage de la lième onde partielle.1.2 Expressions de ψ(~r), f(θ) et σ(θ) en fon
tion des dépha-sages
ψ(~r) =

∑

l,m

al,m
φl(r)

r
Y m

l (θ, φ)

φl(r)r→∞ −→ C sin(kr − lπ/2 + δl)

al,m =?On impose la normalisation suivante des φl(r) :
C =

il
√

4π(2l + 1)

k4



On détermine les 
oe�
ients al,m en exploitant la 
ondition aux limites
lim

r→∞

[

ψ(~r) − ei
~k·~r

]

=
eikr

r
f(θ, φ) (1.5)Autrement dit, on suppose que ~k//(OZ)

ei
~k·~r =

∞
∑

l=0

il
√

4π(2l + 1) jl(kr)Y
0
l (θ, φ)

=

∞
∑

l=0

m=+l
∑

m=−l

δm,0 i
l
√

4π(2l + 1) jl(kr)Y
m
l (θ, φ)

jl(kr)r→∞
−→ sin(kr−lπ/2)

kr

(

ψ(~r) − ei
~k·~r

)

r→∞

−→
∞
∑

l=0

m=+l
∑

m=−l

il
√

4π(2l + 1)

kr
Y m

l (θ, φ)

[

al,m sin(kr − lπ/2 + δl) − δm,0 sin(kr − lπ/2)

](δm,0 : symbole de Krone
ker)Posons :
Q = al,m sin(kr − lπ/2 + δl) − δm,0 sin(kr − lπ/2)

= al,m
ei(kr−lπ/2+δl) − e−i(kr−lπ/2+δl)

2i
− δm,0

ei(kr−lπ/2) − e−i(kr−lπ/2)

2i

=
i−l−1

2
eikr

(

al,m eiδl − δm,0

)

− il−1

2
e−ikr

(

al,m e−iδl − δm,0

)Don
 pour que la 
ondition aux limites soit satisfaite, on impose 
e
i : (al,m e−iδl−δm,0

)

= 0Autrement dit : al,m e−iδl − δm,0 = 0, d'où :
al,m = δm,0 e

iδl�nalement la quantité :
Q =

i−l−1

2
eikr

(

al,m eiδl − δm,0

)

=
i−l−1

2
eikr δm,0

(

e2iδl − 1
)

(

ψ(~r) − ei
~k·~r

)

r→∞

−→
∑

m,l

il
√

4π(2l + 1)

k
Y m

l (θ, φ)
i−l−1

2
δm,0

(

e2iδl − 1
) eikr

r

→r→∞

∑

l

√

4π(2l + 1)

2ik
Y 0

l (θ)
(

e2iδl − 1
) eikr

r

= f(θ)
eikr

rd'où
f(θ) =

1

2ik

∑

l

√

4π(2l + 1)
(

e
2iδl − 1

)

Y 0

l
(θ)5



amplitude de di�usion (totale)On peut la mettre sous la forme :
f(θ) =

∞
∑

l=0

fl(θ)ave

fl(θ) =

1

2ik

√

4π(2l + 1)
(

e2iδl − 1
)

Y 0
l (θ)amplitude de di�usion de la lième onde partielle

fl(θ) dépend uniquement de θ du fait que ~k//OZ1.2.1 Cal
ul de la se
tion e�
a
e di�érentielle
σ(θ) =| f(θ) |2= π

k2

∞
∑

l=0

∞
∑

l′=0

√

(2l + 1)(2l′ + 1)
(

e2iδl − 1
) (

e2iδl′ − 1
)

Y 0
l (θ)Y 0

l′ (θ)-se
tion e�
a
e intégrée :
σ =

∫

σ(θ) dΩ =

∫

σ(θ) sin θ dθ dφ

= 2π

∫

σ(θ) sin θ dθ

σ =
π

k2

∞
∑

l=0

(2l + 1) | e2iδl − 1 |2= 4π

k2

∞
∑

l=0

(2l + 1) sin2 δl

σ =

∞
∑

l=0

σlave

σl =

4π

k2
(2l + 1) sin2 δlse
tion e�
a
e intégrée de la lième onde partielle1.3 Théorème optiqueon a :

f(θ) =
∞

∑

l=0

1

2ik

√

4π(2l + 1)
(

e2iδl − 1
)

Y 0
l (θ)

e2iδl − 1

2i
= eiδl

(eiδl − e−iδl

2i

)

= eiδl sin δlet
Y 0

l (θ) =

√

2l + 1

4π
Pl(cos θ)6



don

f(θ) =

1

k

∞
∑

l=0

(2l + 1) eiδl sin δl Pl(cos θ)Remarque : Pour θ = 0 Pl(1) = 1Dans 
e 
as on aura :
f(0) =

1

k

∞
∑

l=0

(2l + 1) eiδl sin δlor eiδl = cos δl + i sin δl D'où
Imf(0) =

1

k

∞
∑

l=0

(2l + 1) sin2 δlOn obtient �nalement :
σ =

4π

k
Imf(0)Théorème optique1.4 Cal
ul de déphasage dans le 
as d'un potentiel de portée�niesoit :

{

V = V (r) r < R
= 0 r > ROn doit résoudre l'équation :

[

d2

dr2
+ k2 − V̄ (r) − l(l + 1)

r2

]

φl(r) = 0 (1.6)ave
 V̄ (r) = 2m
~2 V (r) , k2 = 2m

~2 Edans deux régions distin
tes :
{

region I 0 ≤ r < R
region II r > Rdans la région I : V (r) 6= 0.L'équation di�érentielle radiale (1.6) admet des solutions régulières à l'origine. Notons 
ettesolution :
φl(r)

r
= C Fρ(r)

C = Ctedans la région II : V (r) = 0. L'équation (1.6) se réduit à :
[

d2

dr2
+ k2 − l(l + 1)

r2

]

φl(r) = 0
'est l'équation di�érentielle radiale de la parti
ule libre. La solution générale est :7



φl(r)
r = α jl(kr) + β ηl(kr) pour r > R, (α, β = ctes)Les 
onditions de 
ontinuité au point r = R s'é
rivent :

C Fl(R) = α jl(kR) + β ηl(kR)

C F ′
l (R) = α kj′l(kR) + β kη′l(kR)

F ′
l (R), j′l(kR) et η′l(kR) sont les dérivées respe
tives de Fl(r), jl(k) et ηl(kr) /à r aupoint r = R

F ′
l (R)

Fl(R)
= k

j′l(kR) + β/α η′l(kR)

jl(kR) + β/α ηl(kR)on pose : γl = R
F ′

l (R)

Fl(R) . On obtient :
β/α = − kRj′l(kR) − γl jl(kR)

kR η′l(kR) − γl ηl(kR)d'autre part la limite de φl(r)
r = α jl(kr) + β ηl(kr) est :

φl(r)

r r→∞
−→ α

[

sin(kr − lπ/2)

kr
+ β/α

cos(kr − lπ/2)

kr

]

= C
sin(kr − lπ/2 + β/α)

kr
(pour un potentiel de portée �nie)D'autre part, on a vu aussi que :

φl(r)r→∞ −→ C sin(kr − lπ/2 + δl) pour un potentiel 
entral quel
onque. Et 
e qui est valable pour un potentiel 
entral quel
onque est aussi valable pour un potentiel
entral de portée �nie, don
 par identi�
ation :
δl = arctan

β

α
=⇒ β

α
= tan δlOn obtient alors :

tan δl = − kRj′
l
(kR) − γl jl(kR)

kR η′
l
(kR) − γl ηl(kR)ave
 γl = R

F ′

l (R)

Fl(R) .1.5 Comportement des déphasages et des se
tions e�
a
es enfon
tion de l'énergie et de la profondeur du potentiel pourun puits de portée �nie
• a)E → ∞

| V (r) | ≤ 1

r3/2
quand r → 08



quand E → ∞ , on néglige V (r) devant l'énergie E dans la région I : 0 ≤ r < R

[

d2

dr2
+ k2 − l(l + 1)

r2

]

φl(r)k→∞
= 0sa solution est :

φl(r)

r
= C Fl(r)k→∞

−→ C jl(kr)et
γl = R

F ′
l (R)

Fl(R) k→∞

−→ kRj′l(kR)

jl(kR)

tan δl = − kRj′l(kR) − γl jl(kR)

kR η′l(kR) − γl ηl(kR)
k→∞

−→ 0

⇐⇒ δl(k → ∞) = nπ

• b)E → 0 (basses énergies)
jl(kR)k→0 −→ (kR)l

(2l + 1)!
=⇒ j′l(kR)

k→0
−→ l(kR)l−1

(2l + 1)!

ηl(kR)
k→0

−→ (2l + 1)!

(2L+ 1)(kr)l+1
=⇒ η′l(kR)

k→0
−→ − (l + 1)(2l + 1)!

(2l + 1)(kR)l+2

tan δlk→0
−→ (kR)l

(2l + 1)!

l − γl

(2l+1)!
(2l+1)(kR)l+1 (l + 1 + γl)

=
(2l + 1)

[(2l + 1)!]2
(kR)2l+1 l − γl

l + 1 + γl
= −al k

2l+1

al est appelé longueur de di�usion.
al = R2l+1 (2l + 1)

[(2l + 1)!]2
l − γl(E = 0)

(l + 1 + γl(E = 0))Développement limité de tan δl en k2

k2l+1 cot δl(k) ≃ − 1

al
+
rl
2
k2 + O(k4)

al est la longueur de di�usion et rl est la portée e�e
tive.Comportement des se
tions e�
a
esquand E = ~
2 k2

2m −→ 0⇒ tan δlk→0
−→ −al k

2l+1* se
tion e�
a
e intégrée partielle
σl =

4π(2l + 1)

k2
sin2 δl devient :

σlk→0
−→ 4π(2l + 1)

k2
δ2l ≃ 4π(2l + 1) a2

l k
4lpour l > 0 : σl −→ 0 9



pour l = 0 : σl −→ 4π a2
0la se
tion e�
a
e intégrée est : σ =

∑

l σl k→0
−→ 4π a2

0Seules les ondes s (l = 0) qui 
ontribuent au pro
essus de di�usion (à basse énergie).* se
tion e�
a
e di�érentielle :pour l = l′ = 0 :
σ(θ) =

π

k2

(

e2iδ0 − 1
)

Y 0
0 (θ)Y 0

0 (θ) =
1

k2
sin2 δ0 tel que :Y 0

0 (θ) =
1√
4πor δ0 ≃ −a0 k, 
e qui donne pour la se
tion e�
a
e di�érentielle :

σ(θ) ≃ 1

k2
δ20 ≃ a2

0 = Ctequand E −→ 0, la se
tion e�
a
e di�érentielle est isotrope (i.e. la même dans tout l'espa
e).1.6 Se
tion e�
a
e d'absorption
On a vu que la solution générale de l'équation de S
hrödinger :

[

∆ + k2 − V̄ (r)

]

ψ(~r) = 0est une 
ombinaison linéaire de fon
tions d'onde φl(r)
r Y m

l (θ, φ) :
ψ(~r) =

∞
∑

l=0

m=+l
∑

m=−l

al,m
φl(r)

r
Y m

l (θ, φ)La forme asymptotique de ψ(~r) est :
ψ(~r)r→∞

−→
∞
∑

l=0

m=+l
∑

m=−l

al,m

√

4π(2l + 1)

kr
il sin(kr − lπ/2) + δl Y

m
l (θ, φ)or al,m = δm,0 e

iδl

ψ(~r)r→∞
−→

∞
∑

l=0

il
√

4π(2l + 1)

2ikr

(

ei(kr−lπ/2) e2iδl − e−i(kr−lπ/2)
)

Y 0
l (θ)

=
1

2k

∞
∑

l=0

il+1
√

4π(2l + 1)

(

e−i(kr−lπ/2)

r
− Sl

ei(kr−lπ/2)

r

)ave
 : Sl = e2iδlà la �n, on a :
ψ(~r)r→∞

−→
( ∞

∑

l=0

Al(θ)

)

e−ikr

r
+

( ∞
∑

l=0

Bl(θ)

)

eikr

r10



Al(θ)
e−ikr

r est l'onde entrante
Bl(θ)

eikr

r est l'onde sortante ou di�uséeSoit Pr = −i~
[

∂
∂r + 1

r

] opérateur asso
ié à la proje
tion de l'opérateur quantité de mou-vement sur le rayon ~rPosons :
Φentr

l = Al(θ)
e−ikr

r
=⇒ Pr Φentr

l = −~ kΦentr
l

Φsort
l = Bl(θ)

eikr

r
=⇒ Pr Φsort

l = ~ kΦsort
lLe �ux d'ondes entrantes :

dnentr
l =

1

2m

[

(

Φentr
l

)∗(
Pr Φentr

l

)

+
(

Pr Φentr
l

)∗
Φentr

l

]

dS

J = − ~J · ~er

dnentr
l =

~k

m
| Al(θ) |2 sin θ dθ dφFlux élémentaire d'ondes sortantes :

dnsort
l =

1

2m

[

(

Φsort
l

)∗(
Pr Φsort

l

)

+
(

Pr Φsort
l

)∗
Φsort

l

]

dS

=
~k

m
| Bl(θ) |2 sin θ dθ dφFlux d'ondes absorbées par la 
ible :

dnabs
l = (dnentr

l − dnsort
l ) =

~k

m
(| Al(θ) |2 − | Bl(θ) |2) sin theta dθ dφSe
tion e�
a
e di�érentielle partielle (i.e. 
elle qui 
orrespond aux ondes l) d'absorptionest don
 :

dσabs
l =

dnabs
l

I0
= (| Al(θ) |2 − | Bl(θ) |2) sin theta dθ dφor Al(θ) =

il+1

2k

√

4π(2l + 1) eilπ/2 Y 0
l (θ) =

i2l+1

2k

√

4π(2l + 1)Y 0
l (θ)

Bl(θ) = − i
l+1

2k

√

4π(2l + 1)Sl e
−ilπ/2 Y 0

l (θ) = − i

2k

√

4π(2l + 1)Sl Y
0
l (θ)Par suite :

dσabs
l =

π

k2
(2l + 1)(1− | Sl |2)Y 0

l
∗(θ)Y 0

l (θ) sin θ dθ dφ11



La se
tion e�
a
e partielle intégrée d'absorption est don
 :
σabs

l =
π

k2
(2l + 1)(1− | Sl |2)

∫ ∫

Y 0
l
∗(θ)Y 0

l (θ) sin θ dθ dφFinalement :
σabs

l
=

π

k2
(2l + 1) (1− | Sl |2)La se
tion e�
a
e intégrée d'absorption totale :

σabs =
∞
∑

l=0

σabs
l =

π

k2

∞
∑

l=0

(2l + 1) (1− | Sl |2)on a posé : Sl = e2iδl . Don
, si | Sl |= 1 =⇒ il n'y a pas d'absorption. Cela signi�e que lesondes entrantes libres pénètrent dans la zone du potentiel et donnent naissan
e à des ondessortantes de même amplitude que les ondes entrantes.Si | Sl |< 1 =⇒ il y a absorption. Cela signi�e que l'amplitude des ondes sortantesde moment 
inétique l est plus faible que 
elle des ondes entrantes dont elles proviennent.
Sl = e2iδlIl y a absorption ⇐⇒ δl = αl + iβl

βl : 
ara
térise "l'absorption des parti
ules par le 
entre di�useur"1.7 Se
tion e�
a
e totale
σtot = σelast + σabs ,σel = σdiff

σel =
π

k2

∞
∑

l=0

(2l + 1) | 1 − Sl |2 et σabs =
π

k2

∞
∑

l=0

(2l + 1)
[

1− | Sl |2
]alors,

σtot =
π

k2

∞
∑

l=0

(2l + 1)
[

2 − (Sl + S∗
l )

]

σtot =
2π

k2

∞
∑

l=0

(2l + 1) (1 −ℜeSl)

12



Chapitre 2Equation de Lipmann-S
hwinger et Développement de Born
On a vu que le problème de la di�usion d'une parti
ule de masse m et dequantité de mouvement ~P = h̄~k par un potentiel V (r) 
onsiste à résoudre l'équation deS
hrödinger :

[

− ~
2

2m
∆ + V (r)

]

ψ(~r) = Eψ(~r) (2.1)en tenant 
ompte de la 
ondition aux limites :
ψ(~r) −→r→∞ C ei

~k·~r + C f(θ, φ)
eik·r

r
(2.2)ave


C =
1

(2π)3/2

1
(2π)3/2 e

i~λ·~r s'é
rit en notation de Dira
 : < ~r | ~λ >= 1
(2π)3/2 e

i~λ·~r qui doit satisfaire- la relation de normalisation :< ~λ′ | ~λ >= δ(~λ − ~λ′)- la relation de fermeture :∫ | ~λ >< ~λ | d~λ = 1L'onde plane in
idente est dé
rite par le ket | ~k > ; l'état stationnaire de 
ollision par leket : | ψ+
~k
> tel que :

< ~r | ψ+
~k
>= ψ+

~k
(~r)

ψ+
~k

(~r) est solution de l'équation (2.1) et satisfaisant la 
ondition (2.2). L'équation (2.1) peutêtre r�éé
rite sous la forme :
(E −H0) | ψ+

~k
>= V | ψ+

~k
> (2.3)ave
 H0 = − ~2

2m∆, on a de plus :
H0 | ~k >= E | ~k > (2.4)équation de la parti
ule libre.2.1 Equation de Lippmann-S
hwinger (L-S)

H0 | ~k >= ~2 k2

2m | ~k >, ~2 k2

2m = 0 −→ ∞Le spe
tre s'étend de zéro à l'in�ni, quelque soit E > 0 et réelle. L'opérateur (E −H0) a la13



valeur propre 0, don
 l'inverse de E −H0 n'est pas dé�ni. Supposons qu'il le soit pour uninstant et 
onsidérons un ve
teur | u > qui véri�e l'équation :
| u >=| ~k > +

1

E −H0
V | u > (2.5)multiplions le ve
teur | u > à gau
he par E −H0 dans l'équation pré
édente

(E −H0) | u >= (E −H0) | ~k > +(E −H0)
1

E −H0
V | u >d'après l'éq. (2.4), le premier membre à droite s'annule, il reste don
 :

(E −H0) | u >= V | u >L'expression (2.5) du ve
teur | u > est solution de l'éq. (2.3). Considérons maintenantl'opérateur
G+

0 (E) = 1
E−H0+iǫ , ǫ > 0 (in�niment petit)

G+
0 (E) est dé�ni 
ar E−H0+iǫ n'admet pas de valeur propre 0, G+

0 (E) est appelé opérateurde Green de la parti
ule libre.
ψ+

~k
=| ~k > + lim

ǫ→0+
G+

0 (E)V ψ+
~k

(2.6)équation de Lippmann-S
hwinger (L-S)2.2 Etude de l'opérateur de Green2.2.1 Fon
tion de Green en représentation impulsion
G+

0 (E) =
1

E −H0 + iǫ
→ (E −H0 + iǫ)G+

0 (E) = 1en représentation impulsion, on obtient l'élément de matri
e
< ~λ | (E −H0 + iǫ)G+

0 (E) | ~λ′ >=< ~λ | ~λ′ >Insérons la relation de fermeture : ∫

| ~λ” >< ~λ” | d ~λ” = 1

I =

∫

< ~λ | (E −H0 + iǫ) | ~λ” >< ~λ” | G+
0 (E) | ~λ′ > d~λ” =< ~λ | ~λ′ >on a H0 | ~λ” >= ~2 λ”2

2m | ~λ” > d'où :
I =

∫

(E − ~
2 λ”2

2m
+ iǫ) < ~λ | ~λ” >< ~λ” | G+

0 (E) | ~λ′ > d~λ” =< ~λ | ~λ” >=
(E − ~

2 λ”2

2m
+ iǫ) < ~λ | G+

0 (E) | ~λ′ >=< ~λ | ~λ′

>

→< ~λ | G+
0 (E) | ~λ′ >=

< ~λ | ~λ′

>

E − ~2 λ2

2m + iǫOn peut l'é
rire sous la forme ave
 η = 2m
~2 E > 0

< ~λ | G+
0 (E) | ~λ′ >=

2m

~2

1

k2 − λ2 + iη
δ(~λ− ~λ′)14



2.2.2 Fon
tion de Green en représentation 
oordonnées
< ~r | G+

0 (E) | ~r′ >=?

< ~r | G+
0 (E) | ~r′ >=< ~r | 1G+

0 (E)1 | ~r′ >=

∫ ∫

< ~r | ~λ >< ~λ | G+
0 (E) | ~λ′ >< ~λ′ | ~r′ > d~λd~λ′

=
1

(2π)3

∫ ∫

ei
~λ·~re−i~λ′·~r′ < ~λ | G+

0 (E) | ~λ′ > d~λd~λ′

=
1

(2π)3
2m

~2

∫ ∫

ei
~λ·~re−i~λ′·~r′ δ(~λ− ~λ′)

k2 − λ2 + iη
d~λ d~λ′ =

2m

~2

1

(2π)3

∫

ei
~λ·(~r−~r′)

k2 − λ2 + iη
d~λCal
ul de l'intégrale suivante :

I ′ =

∫

ei
~λ·(~r−~r′)

k2 − λ2 + iη
d~λen utilisant les 
oordonnées sphériques (λ, α, β) en prenant 
omme axe polaire : ~ρ = ~r − ~r′

λ ≥ 00≤ α ≤ π0≤ β ≤ 2π

~λ~ρ = λρ cosα, on pose : u = cosα

I ′ =

∫ ∫ ∫

eiλρu

k2 − λ2 + iη
λ2(−du) dλ dβ = 2π

∞
∫

0

λ2dλ

k2 − λ2 + iη

1
∫

−1

eiλρu(du)

= 2π

∞
∫

0

λ2dλ

k2 − λ2 + iη

1

iλρ
(eiλρ − e−iλρ) =

2π

iρ

∞
∫

−∞

eiλρλdλ

k2 − λ2 + iηPosons F (z) = eiρz

k2−z2+iη
z = − eiρz

z2−(k2+iη)
z : variable 
omplexeles ra
ines de z2 − (k2 + iη) = 0 sont : z = ±(k2 + iη)1/2 
'est-à dire z1 ≃ k + iη

2k et
z2 ≃ −k − iη

2k

Si ρ > 0 :
∫

C1

F (z) dz = 2iπRes(F, z = z1) = −iπ eikρor
Res(F, z = z1) = −(k +

iη

2k
)
eiρ(k+ iη

2k
)

2k + iη
k

= −1

2
eiρk e−ηρ/2k = −1

2
eiρk

I ′ =
2π

iρ
(−iπ eikρ) = −2π2eikρ

ρ15



�nalement :
(

G+
0 (| ~r − ~r′ |) =< ~r | G+

0 (E) | ~r′ >= − m

2π ~2

eik|~r−~r′|

| ~r − ~r′ |

)2.3 Forme asymptotique. Expression intégrale de l'amplitudede di�usionD'après (2.2)
< ~r | ψ+

~k
>= ψ+

~k
(~r) −→r→∞< ~r | ~k > +

1

(2π)3/2
f(θ, φ)

eik·r

ren utilisant l'équation de Lippmann-S
hwinger :
ψ+

~k
=| ~k > +G+

0 (E)V ψ+
~ken représentation 
oordonnées l'éq. de L-S s'é
rit :

< ~r | ψ+
~k
>=< ~r | ~k > + < ~r | G+

0 (E)V | ψ+
~k
>=< ~r | ~k > +

∫

< ~r | G+
0 (E) | ~r′ >< ~r′ | V | ψ+

~k
> d~r′or

< ~r′ | V | ψ+
~k
>= V (r′) < ~r′ | ψ+

~k
>= V (r′)ψ+

~k
(~r′)

V : potentiel 
entral lo
al. On obtient :
ψ+

~k
(~r) =

1

(2π)3/2
ei

~k·~r − m

2π ~2

∫

eik|~r−~r′|

| ~r − ~r′ | V (r′)ψ+
~k

(~r′) d~r′
'est l'équation de Lippmann-S
hwinger en représentation 
oordonnées, elle a la forme d'uneéquation intégrale V (r′) −→ 0
r′→∞

potentiel de 
ourte portée, quand r → ∞ : r′

r → 0 don
les valeurs de r′ qui 
ontribuent à l'intégrale sont bornées.
| ~r − ~r′ |=

[

r2 − 2~r · ~r′ + r′2
]1/2

= r

[

1 − 2~r · ~r′
r2

+
r′2

r2

]1/2

r→∞

−→ r

[

1 − ~r · ~r′
r2

]

= r − ~r · ~r′
r

1

| ~r − ~r′ | =
1

r

[

1 − 2~r·~r′

r2 + r′2

r2

]1/2
|r→∞

−→ 1

r

[

1 +
~r · ~r′
r2

]

≃ 1

rd'où
ψ+

~k
(~r) =

1

(2π)3/2
ei

~k·~r − m

2π ~2

eik·r

r

∫

e−ik ~r·~r′

r V (r′)ψ+
~k

(~r′) d~r′Par identi�
ation ave
 (2.2), on obtient :
f(θ, φ) = −(2π)1/2m

~2

∫

e−ik ~r·~r′

r V (r′)ψ+
~k

(~r′) d~r′on pose : ik~r
r = ~k′, ave
 ~k′ le ve
teur d'onde de longueur k dans la dire
tion (θ, φ). Don
,
'est le ve
teur d'onde des parti
ules di�usées dans la dire
tion (θ, φ).16



f(~k → ~k′) = −(2π)1/2m

~2

∫

e−i~k·~r′ V (r′)ψ+
~k

(~r′) d~r′intégrale de l'amplitude de di�usion
e−i~k·~r′ = (2π)3/2 < ~k′ | ~r′ >, notation de Dira


V (r′)ψ+
~k

(~r′) = V (r′) < ~r′ | ψ+
~k
>=< ~r′ | V | ψ+

~k
>

f(~k → ~k′) = −m(2π)2

~2

∫

< ~k′ | ~r′ >< ~r′ | V | ψ+
~k
> d~r′en notation de Dira
 :

(

f(~k → ~k′) = −4(π)2m

~2
< ~k′ | V | ψ+

~k
>

)2.4 Développement de BornOn veut résoudre l'équation intégrale donnant l'état stationnaire de 
ollision.
ψ+

~k
(~r) =

1

(2π)3/2
ei

~k·~r − m

2π ~2

∫

eik|~r−~r′|

| ~r − ~r′ | V (r′)ψ+
~k

(~r′) d~r′Pour le faire, on pro
ède par itération, en posant :
K(~r,~r′) = − m

2π ~2

eik|~r−~r′|

| ~r − ~r′ | V (r′)On 
her
he
ψ+

~k
(~r) =

1

(2π)3/2
ei

~k·~r +

∫

K(~r,~r′)ψ(~r′) d~r′on pose : ψ(~r) =
∑∞

n=0 ψ
(n)(~r) ave
 ψ(n)(~r) = 1

(2π)3/2 e
i~k·~r (l'onde plane), on obtient :

( ∞
∑

n=0

ψ(n)(~r) = ψ(0)(~r) +

∞
∑

n=1

∫

K(~r,~r′)ψ(n)(~r′) d~r′
)on identi�e terme à terme on aura :

ψ(0)(~r) =
1

(2π)3/2
ei

~k·~r

ψ(1)(~r) =

∫

K(~r,~r′)ψ(0)(~r′) d~r′...
ψ(n)(~r) =

1

(2π)3/2

∫

K(~r,~r′)ψ(n−1)(~r′) d~r′17



Développement de Born de l'amplitude de di�usion
f(θ, φ) = −m

√
2π

~2

∫

e−i~k′·~rV (r)ψ+
~k

(~r) d~rOn pose :
f(θ, φ) =

∞
∑

n=0

f (n)(θ, φ)et
ψ+

~k
(~r) = ψ(~r)

∞
∑

n=0

ψ(n)(~r)don
,
∞
∑

n=0

f (n)(θ, φ) = −m
√

2π

~2

∞
∑

n=0

∫

e−i~k′·~rV (r)ψ(n)(~r) d~rpar identi�
ation, on obtient :
f
(n)(θ, φ) = −m

√
2π

~2

∫

e−i~k′·~rV (r)ψ(n)(~r) d~r
ette méthode est satisfaisante si le développement est 
onvergent.2.5 Approximation de Born
f (0)(θ, φ) = −m

√
2π

~2

∫

e−i~k′·~rV (r)ψ(0)(~r) d~r

= − m

(2π) ~2

∫

e−i~k′·~rV (r)ei
~k·~r d~rConditions de validité de l'approximation de Born.Supposons que le développement de Born est 
onvergent. Une 
ondition su�sante de validitéde l'approximation de Born est alors :

| f (1)(θ, φ) |≪| f (0)(θ, φ) |
'est-à dire : (2π)3/2 midψ(1)(~r) |≪ (2π)3/2 midψ(0)(~r) | or | ψ(0)(~r) |= 1 on suppose que :
V (r) est de portée �nie i.e. négligeable pour r > R, R est la portée du potentiel. V (r) estlentement variable, de profondeur V0 pour r < R. Pour simpli�er, 
onsidérons ψ(1)(0) ona :

(2π)1/2ψ(1)(~r) = − m

2π ~2

∫

eik|~r−~r′|

| ~r − ~r′ | V (r′)ei
~k·~r′ d~r′alors :

(2π)3/2 | ψ(1)(0) |= m

2π ~2
|
∫

eikr′

r′
V (r′)ei

~k·~r′ d~r′ |on intègre par rapport à θ′ et φ′, on obtient don
 :
(2π)3/2 | ψ(1)(0) |= 2m

~2
| V0 ||

R
∫

0

eikr′

r′
sin kr′

kr′
r′2 dr′ |= m

k~2
| V0 ||

R
∫

0

(

e2ikr′ − 1
)

dr′ |

=
m

k~2
| V0 || e

2ikR − 1 − 2ikR

2ik
|≪ 118



Pour 
ela, nous nous plaçons dans deux 
as extrêmes :
a) A basse énergie : kR≪ 1

e2ikR ≃ 1 + 2ikR − 4k2R2

2 !
e qui implique :
(2π)3/2 | ψ(1)(0) |= m

k~2
| V0 | R2 ≪ 1Don
 à basse énergie l'approximation de Born à l'ordre 0 ne peut être utilisée que pour despotentiels su�samment faibles pour satisfaire 
ette 
ondition.

b) A haute énergie : kR≫ 1

| eikR |≤ 1 −→| e2ikR−1−2ikR
2ik |≤ RCe qui donne :

(2π)3/2 | ψ(1)(0) |= m

k2~2
| V0 | e

2ikR − 1 − 2ikR

2ik
|≤ m

k~2
| V0 | R≪ 1d'où la 
ondition k > m

~2 | V0 | R. Cette 
ondition est satisfaite quelque soit V0 et R pourvuque
k ≫ m

~2
| V0 | RDon
 l'approximation de Born à l'ordre zéro est généralement une approximation valable àhaute énergie.2.6 Cal
ul de l'amplitude de di�usion à l'aide de l'approxi-mation de Born

f (0)(θ, φ) =?

on pose : ~K = ~k − ~k′

~~k est la quantité de mouvement des parti
ules in
identes.
~~k′ est la quantité de mouvement des parti
ules di�usées dans la dire
tion (θ, φ).
| ~k |=| ~k′ |= k ~ ~K est la quantité de mouvement transféréeet

K2 = 2k2(1 − cos θ) = 4k2 sin2 θ/2

f (0)(θ, φ) = − m

(2π) ~2

∫

e−i~k′·~rV (r)ei
~k·~r d~r = − m

(2π) ~2

∫

ei(
~k−~k′)·~rV (r) d~r

−→
(

f (0)(θ, φ) = − m

(2π) ~2

∫

ei(
~K·~r)V (r) d~r

)19



f (0)(θ, φ) est proprtionnelle à la transformée de Fourier du potentiel. (f (0)(θ, φ) ne dépendpas de φ du fait que le fais
eau in
ident soit parallèle à OZ).Cal
ul de la transformée de Fourier du potentiel
V ( ~K) =

1

(2π)3/2

∫

d~rei(
~K·~r)V (r)Cal
ulons la valeur de V ( ~K) pour un ve
teur ~K déduit par rotation quel
onque R :

~K ′ = R ~K

V ( ~K ′) =
1

(2π)3/2

∫

d~rei(
~K ′·~r)V (r)
hangeons ~r en ~r′ et posons ~r′ = R~r, on a d~r′ = d~r : le volume élémentaire est 
onservé, deplus, le produit s
alaire est invariant par rotation, 
'est-à dire : ~K ′ · ~r = ~K · ~r. Don
 :

V ( ~K ′) =
1

(2π)3/2

∫

d~r′ei(
~K ′·~r′)V (r′) =

1

(2π)3/2

∫

d~rei(
~K·~r)V (r)

= V ( ~K)d'où :
V ( ~K ′) = V ( ~K)

V ne dépend que du module du ve
teur ~K. On peut don
 prendre ~K suivant l'axe Oz poueévaluer V (K).
V (K) =

1

(2π)3/2

∫

d~reiKzV (r) =
1

(2π)3/2

∫

eiKr cos θV (r)r2 sin θ dθ dφ dr

=
1

(2π)1/2

∞
∫

0

V (r)r2 dr

π
∫

0

eiKr cos θ sin θ dθ =
2

(K
√

2π

∞
∫

0

sin(Kr)V (r) rdrD'une part, on a maintenant :
∫

d~rei(
~K·~rV (r) = (2π)3/2 V (K) =

4π

K

∞
∫

0

sin(Kr)V (r) rdrD'autre part,
f (0)(θ, φ) = − m

(2π) ~2

∫

d~rei(
~K·~r) V (r)Finalement,

(

f
(0)(θ, φ) = − 2m

K~2

∞
∫

0

sin(Kr)V(r) rdr

)on remarque que f (0)(θ, φ) = f (0)(θ) du fait que ~K//Oz (K = 2k sin θ/2).20


