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(1) Hadrons



Le modèle des quarks est un schéma de classification des hadrons à
partir des quarks de valence qui les constituent, ç.à.d. les nombre

quantiques des hadrons sont donnés par les quarks qui constituent les
hadrons.

Proposé indépendamment par M. Gell-Mann et Y. Ne’eman
(1961-1962 et 1964)

Fondé sur le groupe SU(3)

Fournit une explication naturelle de l’isospin

Prédiction de l’existence du baryon Ω− et d’autres hadrons

. . .



Voie Octuple ou Eightfold Way

La voie octuple proposé par M. Gell-Mann et Ne’eman en 1961

La voie octuple réarrange les baryons et les mésons selon leurs charge électrique
et étrangeté en hexagone, decouplet, ... (représentations irréductibles du groupe
SU(3))

Octet baryonique: Octet mésonique:



Découverte du hadron Ω−

En 1962, M. Gell-Mann voulait remplir le decuplet par les hadrons nécessaires

Mais! que 9 hadrons étaient connu à l’époque, il manquait une particule pour
remplir le decuplet

Gell-Mann avait calculé sa masse et sa vie moyenne avant sa découverte

Cette particule à été découverte en 1964, c’est le baryon Ω−

Decuplet baryonique:



Nombres quantiques des quarks
Les quarks sont de fermions de spin 1/2 qui interagissent fortement (QCD)

Ils possèdent une parité positive ηp = +1 (ηp = −1 pour les anti-quarks)

Ils possèdent un nombre baryonique B = 1/3 (B = −1/3 pour les anti-quarks)

Nombres quantiques additifs (comme le nombre baryonique)

La charge électrique, la 3ème composante de l’isospin et les nombres quantique
de saveurs sont reliés par la relation de Gell-Mann-Nishijima généralisé:

Q = I3 +
B + S + C + B + T

2
(1)

L’hypercharge est définie par: Y = B + S− C − B + T
3

(2)



Mésons
D’après le modèle des quarks, les mésons sont des états liés de quarks q et

anti-quarks q̄′ (Meson ≡ qq̄′)
Nombre baryonique: B = 0

Spin s: 0 (quarks anti-parallèles) ou 1 (quarks parallèles)

Parité P: ηp = (−1)l+1, où l est moment cinétique orbitale

Moment cinétique totale J: |l− s| ≤ j ≤ |l + s|
Conjugaison de charge C: ηC = (−1)l+s

Parité G: G = (−1)I+l+s

isospin: Sin Meson ≡ qq̄ (même type de quarks), alors I3 = 0. Pour les mésons
chargé ud̄ et dū, I = 1.

Multiplets JPC:

� l = 0:
I pseudo-scalaires: 0−+

I vectoriels: 1−−

� l = 1:
I scalaires: 0++

I vectoriels-axiales: 1++ et 1+−

I tensoriels: 2++

� Remarque: les mésons 0+−, 1−+, 2+−, 3−+, ... etc. sont interdits par le modèle qq̄′



Quelques mésons légers (observés)



Quelques mésons lourds (observés)



Baryons

Les baryons sont des hadrons constitués de 3 quarks Baryon ≡ qqq (en général!). Ce
sont des singlet du groupe SU3) dans l’espace des couleurs, ç.à.d. ne sont pas des

particules colorés.

Nombre baryonique: B = 1 (B=-1 pour les anti-baryons)

Spin s: demi-entier (fermions)

Parité P: ηp = (−1)l1,2+l12,3 , où l1,2 est moment cinétique orbitale entre les quarks 1
et 2 et l12,3 est le moment cinétique orbitale entre le système 12 et le quark 3
(ηp = (−1)l1,2+l12,3+1 pour les anti-baryons).

isospin: 1/2, 1, ...

Couleurs: Singlet de SU(3), anti-symétrique par l’échange des trois couleurs

Les baryons ordinaires sont constitué de quarks u, d et s.



Liste des baryons



Liste des baryons



(2) Groupes SU(N)



Groupe Spéciale unitaire SU(N)

SU(N) ou le groupe spéciale unitaire est l’ensemble des matrices unitaire (UU† = 1)
n× n d’éléments complexe et de déterminant égal à 1 (det(U) = 1).

Chaque élément de SU(N) (en général toute groupe de Lie compact) s’écrit:

U = eiαa Xa , pour a = 1, 2, · · · ,N2 − 1 (3)

I α: sont les paramètres du groupe (fonctions continues)
I Xa: sont les générateurs du groupe (matrices!)

Les générateurs vérifient la relation

[Xa,Xb] = ifabc Xc (4)

I fabc: sont les constantes de structure
I L’ensemble des générateurs {Xa} forme une algèbre, appelée Algèbre

de Lie (notée su(N)).



Représentations des groupe de Lie
Une représentation d’un groupe G est une application linéaire D des éléments de
G dans un ensemble d’opérateurs linéaires avec:

D(g1) · D(g2) = D(g1 · g2)
D(e) = 1 et D(g−1) = (D(g))−1, où g, g1 et g2 sont des éléments de G et e est
l’élément-identité.

Deux représentations (D et D′) sont identiques si:

D′(g) = SD(g)S−1 (5)
où S est une matrice constante.

Une représentation est réductible si elle est diagonalisable en bloc

D′(g) = SD(g)S−1 =

(
D′1(g) 0

0 D′2(g)

)
(6)

Une représentation est irréductible si elle n’est pas diagonalisable en bloc

Représentations intéressantes:

I Représentation fondamentale: la plus petite représentation irréductible. Pour
SU(N), on la note N.

I Représentation adjointe: générée par les constantes de structure. Les N2 − 1
générateurs pour SU(N) sont {(Ta)bc ≡ −ifabc}, on la note N2-1



Groupe SU(2), représentation fondamentale et adjointe
On peut choisir les matrices de Pauli divisées par 2 σ̂i (pour i = 1, 2, 3) comme
générateur du groupe SU(2) dans la représentation fondamentale.

I Générateurs de SU(2) dans la représentation 2:

[̂Ii, Îj] = iεijk Îk, Îi = σ̂i/2. (7)

où εijk est le symbole de Levi-Civita.
I Matrices de Pauli sont données par:

σ̂1 =

(
0 1
1 0

)
, σ̂2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂3 =

(
1 0
0 −1

)
. (8)

Les générateurs de la représentation adjoint, notée 3, sont générés par les
constantes de structure εijk (par exemple (X1)jk ∝ ε1jk)

I Générateurs de SU(2) dans la représentation 3:

X1 =
1√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 X2 =
1√
2

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 X3 =

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 (9)

I Les générateurs {Xi} vérifient: [Xi,Xj] = iεijkXk



Isospin et SU(2)

Un hadron est représenté par l’état |I, I3 > dans l’espace d’isospin, avec

Î2|I, I3 > = I(1 + I)|I, I3 > et Î3|I, I3 > = I3|I, I3 >

Î±|I, I3 > ∝ |I, I3 ± 1 > avec Î± = (̂I1 ± îI2)/
√

2 (10)

avec −I ≤ I3 ≤ +I.
Un vecteur d’état |I, I3 > est représenté par un vecteur d’une base d’un espace
vectoriel de dimension égale à la dimension de la représentation

|I, I > =


1
0
...
0

 |I, I − 1 > =


0
1
...
0

 · · · |I,−I > =


0
0
...
1

 (11)

Exemple 1: le nucléon N est un doublet de SU(2) N =

(
p
n

)
(représentation 2)

I Le proton et le neutron sont représentés par les vecteurs d’état:

p =

∣∣∣∣ 1

2
,+

1

2

〉
≡
(

1
0

)
n =

∣∣∣∣ 1

2
,−

1

2

〉
≡
(

0
1

)
I =

1

2
(12)

I La troisième composante de l’isospin

Î3p =
1

2

(
1 0
0 −1

)(
1
0

)
= +

1

2
p Î3n =

1

2

(
1 0
0 −1

)(
0
1

)
= −

1

2
n (13)



Exemple 2. Anti-nucléon (représentation 2):

I est un doublet SU(2) dans la représentation 2

N =

(
n̄
−p̄

)
(14)

I Les vecteurs d’état de l’anti-proton et l’anti-neutron

n̄ =

∣∣∣∣ 1

2
,+

1

2

〉
≡
(

1
0

)
−p̄ =

∣∣∣∣ 1

2
,−

1

2

〉
≡
(

0
1

)
(15)

Exemple 3. Pion (représentation adjointe =3):
I Le pion est triplet de SU(2)

π =

π+

π0

π−

 isospin I = 1 (16)

I Les vecteurs d’état des pions:

π
+

= |1,+1 >≡

1
0
0

 π
0

= |1, 0 >≡

0
1
0

 π
−

= |1,−1 >≡

0
0
1


I La troisième composante de l’isospin (̂Ii ≡ Xi, voir eq. (9)):

Î3π
+

=

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

1
0
0

 = +1π+ Î3π
0

=

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

0
1
0

 = 0π0 (17)



Produit tensoriels des représentations
Produit de deux représentation fondamentales:
1
2 ⊗

1
2 = 1⊕ 0 ⇐⇒ 2⊗ 2=3⊕1
I Exemple: cas général!

|1/2, I(1)
3 > ⊗|1/2, I(2)

3 > =


|1,+1 >
|1, 0 >
|1,−1 >

 ∈ 3(triplet)(
|0, 0 >

)
∈ 1(singlet)

Produit d’une représentation fondamentale avec son complexe conjugué:
1
2 ⊗

1
2 = 1⊕ 0 ⇐⇒ 2⊗ 2=3⊕1
I Exemple: pion!(

u
d

)
︷ ︸︸ ︷
|1/2, I(1)

3 >⊗

(
d̄
−ū

)
︷ ︸︸ ︷
|1/2, I(2)

3 > =


 |1,+1 >≡ π+ ≡ ud̄
|1, 0 >≡ π0 ≡ (uū− dd̄)/

√
2

|1,−1 >≡ π− ≡ −dū

 ∈ 3(triplet)(
|0, 0 >≡ η ≡ (uū + dd̄)/

√
2
)
∈ 1(singlet)

I Rappel:
|j1,m1 > |j2,m2 > =

j1+j2∑
j=|j1−j2|

Cjj1 j2
mm1m2

|j,m >, |j,m > =
∑

m1m2

Cjj1 j2
mm1m2

|j1,m1 > |j2,m2 >, m = m1 + m2

Produit de trois représentation fondamentales:
1
2 ⊗

1
2 ⊗

1
2 = 3

2 ⊕
1
2 ⊕

1
2 ⇐⇒ 2⊗ 2⊗ 2=4⊕2⊕2

Produit des représentations en SU(N)
N⊗ N = N2 − 1⊕ 1 (18)

N⊗ N⊗ N =
1

6
N(N + 1)(N + 2)⊕

1

3
N(N + 1)(N− 1)⊕

1

3
N(N + 1)(N− 1)⊕

1

6
N(N− 1)(N− 2) (19)



Groupe SU(3): représentations fondamentales et adjointe
On peut choisir les matrices de Gell-Mann matrices divisé par 2, λa (for
a = 1, · · · 8), comme générateurs de SU(3):

[T̂a, T̂b] = ifabcT̂c, T̂a = λa/2. (20)
où fabc est totalement anti-symétrique par l’échange des indices a, b and c. Les
matrice de Gell-Mann sont:

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

1 0 0
1 −1 0
0 0 0

 ,
λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,
λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8
1
√

3
=

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 . (21)

SU(3) possède deux représentations fondamentales, notés 3 et 3̄(3̄ est générée
par {−T̂†a }).
Représentation adjointe, notée 8, est générée par les matrice 8× 8 (Xa)bc = −ifabc

Xa = −i


fa11 fa12 · · · fa18
fa21 fa22 · · · fa28

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

fa81 fa82 · · · fa88

 (22)



Diagramme de poids dans SU(3)

SU(3) est de rang 2 car elle possède deux générateurs de Cartan:

[T̂3, T̂8] = 0 (23)

I T̂3 ≡ Î3 est l’isospin, et Ŷ = 2T̂8/
√

3 est hypercharge ([T̂3, Ŷ] = 0)
I Dans une représentation D, un état est représenté par le vecteur poids:

|T3, T8,D >

T̂3|T3, T8,D > = T3|T3, T8,D >, T̂8|T3, T8,D > = T8|T3, T8,D >
(24)

où D=3, 3̄, 8, · · · etc. Les poids sont donnés par (T3, T8).
Diagramme de poids pour les représentations 1, 3 et 3̄:



Opérateur de création et annihilation

Opérateurs de création et annihilation de SU(3)

T̂± = T̂1 ± iT̂2, V̂± = T̂4 ± iT̂5, Û± = T̂6 ± iT̂7 (25)

SU(2) comme sous-groupe de SU(3)

T̂-spin: [T̂3,T̂±] = ±T̂±, [T̂+, T̂−] = 2T̂3.

Û-spin: [T̂3,Û±] = ∓Û±/2, [Û+, Û−] = 2Û3.

V̂-spin: [T̂3,V̂±] = ±V̂±/2, [V̂+, V̂−] = 2V̂3. (26)

avec

2Û3 = 3Ŷ/2− T̂3, 2V̂3 = 3Ŷ/2 + T̂3. (27)

et

[Ŷ, T̂±] = 0, [Ŷ, Û±] = ±Û±, [Ŷ, V̂±] = ±V̂±. (28)



(3) Modèle des Quarks



Saveurs de quarks et SU(3)

Il est plus pratique de choisir l’isospin I3 = T8 et l’hypercharge Ŷ = 2T8/
√

3 pour
désigner les vecteurs poids (I3, Y), alors

|T3, Y,D >

T̂3|T3, Y,D > = T3|T3, Y,D >, Ŷ|T3, Y,D > = Y|T3, Y,D >

Î3 =

1/2 0 0
0 −1/2 0
0 0 0

 Ŷ =

1/3 0 0
0 1/3 0
0 0 −2/3


Dans le modèle des quarks basé sur les groupe SU(3), les constituants
fondamentaux des hadrons sont les quarks u, d et s

Ces quarks sont représentés par des vecteurs poids dans la représentation
fondamentale 3

u = | + 1/2,+1/3, 3 >=

1
0
0

 d = | − 1/2,+1/3, 3 >=

0
1
0

 s = |0,−2/3, 3 >=

0
0
1

 (29)

Isospin et hypercharge des quarks u, d et s:
I3 Y

u +1/2 +1/3
d −1/2 +1/3
s 0 −2/3



Diagrammes de poids des quarks et anti-quarks
Les quarks sont membre de représentation fondamentale 3 (les anti-quarks
de 3̄)

I3

Y

••

•

(1/2, 1/3)(−1/2, 1/3)

(0,−2/3)

ud

s

[3]

I3

Y

• •

•

(−1/2,−1/3) (1/2,−1/3)

(0, 2/3)

ū d̄

s̄

[3]

Nombre quantique des quarks: appliquant la relation de Gell-Mann Nishijima

Q̂ = Î3 +
B̂ + Ŝ

2
, Ŷ = B̂ + Ŝ (30)

on déduit

B̂ =

1/3 0 0
0 1/3 0
0 0 1/3

 Ŝ =

0 0 0
0 0 0
0 0 −1

 Q̂ =

+2/3 0 0
0 −1/3 0
0 0 −1/3

 (31)



Mésons et SU(3)

Les mésons (qq̄) sont des membres des représentations irréductibles construites
par le produit tensoriel des représentation 3 et 3̄:

q︷︸︸︷
3 ⊗

q̄︷︸︸︷
3 = 8⊕ 1 (32)

I Octet 8:

I Singlet 1:



Baryons et SU(3)
Les baryons (qqq) sont des membres des représentations irréductibles construites par
du produit tensoriel de trois représentations fondamentales 3:

q︷︸︸︷
3 ⊗

q︷︸︸︷
3 ⊗

q︷︸︸︷
3 = 1⊕ 8⊕ 8′ ⊕ 10 (33)

Decuplet 10: Octet 8:



Extension du modèle pour les autres quarks
Inclusion du quark charm: pour inclure les hadrons charmé, nous devons
considérer un modèle de quark basé sur le groupe SU(4)

I Quadriplet de quark: q ≡


u
d
s
c

 ∈ 4 de SU(4)

I Baryons: 4⊗ 4⊗ 4⊗ = 20⊕ 20⊕ 20⊕ 4
I Mésons: 4⊗ 4 = 15⊕ 1

Inclusion du quark bottom: pour inclure les hadrons avec quarks charm et
bottom, nous devons considérer un modèle de quark basé sur le groupe SU(5)

I fiveplet de quark: q ≡


u
d
s
c
b

 ∈ 5 de SU(5)

I Baryons: 5⊗ 5⊗ 5⊗ =!!!
I Mésons: 5⊗ 5 =!!!

Il est indésirable de considérer un modèle des quarks contenant un top quark, car
ce dernier a une vie moyenne très courte.



Spin & saveur et le groupe SU(6)

Pour les baryons ordinaires (constitué de quarks u, d et s), on peut combiner la
symétrie approximative de saveur-spin dans SU(6)

6 ≡


u �
u �
d �
d �
s �
s �

 (34)

Les baryons appartiennent aux multiplets suivants:

6⊗ 6⊗ 6 = 56⊕ 70⊕ 70⊕ 20 (35)

Les multiplets de SU(6) se décomposent en multiplets de saveurs SU(3) (2s+1m)

56 =4 10⊕2 8

70 =2 10⊕4 8⊕2 8⊕2 1

20 =2 8⊕4 1



Couleur et SU(3)

Un quark est vu comme un triplet de 3 dans l’espace des couleurs:

q =

r
b
g


|r > =

1
0
0

 |b > =

0
1
0

 |g > =

0
0
1

 (36)

Le gluon est un octet 8 dans l’espace des couleurs
I Vertex q− q− g: I Produit tensoriel:

q︷︸︸︷
3 ⊗

q̄︷︸︸︷
3 = 8⊕ 1

Couleurs possibles des gluons:

g1 =
1
√

2
(rb̄ + b̄r) g2 =

1
√

2
(bḡ + gb̄)

g3 =
1
√

2
(ḡr + rḡ) g4 =

1
√

2
(rb̄− b̄r)

g5 =
1
√

2
(bḡ− gb̄) g6 =

1
√

2
(ḡr − rḡ)

g7 =
1
√

2
(r̄r − bb̄) g8 =

1
√

6
(r̄r + bb̄− 2gḡ)


