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Introduction

Les équations aux dérivées partielles (E.D.P.) apparaissent extremement fréquement en sciences
appliquées pour modéliser de maniere continue des phénomenes physiques.
Une équation aux dérivées partielles relie une fonction inconnue a ses dérivées. La fonc-
tion inconnue dépend de plusieurs variables (variables d’espace et de temps).
Quand sont apparues les E.D.P. 7 Elle ont été probablement formulées pour la premiere fois lors
de la naissance de la mécanique rationnelle au cours du 17 éme siecle (Newton, Leibniz...). Ensuite le
catalogue des E.D.P. s’est enrichi au fur et & mesure du développement des sciences et en particulier de
la physique. S’il ne faut retenir que quelques noms, on se doit de citer celui d’Euler, puis ceux de Navier
et Stokes pour les équations de la mécanique des fluides, ceux de Fourier pour 1’équation de la chaleur,
de Maxwell pour celles de I’électromagnetisme, de Schrodinger et Heisenberg pour les équations de la
mécanique quantique, de Black-Scholes pour les équations des mathématiques financieres et bien str
de Einstein pour les E.D.P. de la théorie de la relativité.
Cependant 1’étude systématique des E.D.P. est bien plus récente, et c’est seulement au cours du 20
eme siecle que les mathématiciens ont commencé a développer I'arsenal nécessaire. Un pas de géant
a été accompli par L. Schwartz lorsqu’il a fait naitre la théorie des distributions (autour des années
1950), et un progres au moins comparable est di a L. Hormander pour la mise au point du calcul
pseudodifférentiel (au début des années 1970). Il est certainement bon d’avoir a l'esprit que ’étude

des E.D.P. reste un domaine de recherche tres actif en ce début de 21 eme siécle.
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Voici quelques exemples, tres simples a priori d’E.D.P. a deux variables. Certaines de ces E.D.P.
modélisent 1’évolution au cours du temps de certains systemes, et il est d’usage de garder la notation

t pour la variable temps.

ou(t, ) N C(?u(t, x)

L ot or 0 (une équation de transport) ;
Oul(t Oult
2. M u(t’x)m — 0 (une équation d’onde de choc) ;
ot ox
@2
: Fulz,y) = 0 (variante de ’équation des ondes) ;
0xdy
0? o2
4. 13(52, y) + 1;;27 y) — 0 (l’équation de Laplace) :
O%ul(t
> 82151(;@ - g( 2,33) (I’équation des ondes ou des cordes vibrantes).
b

Comme pour les E.D.O., on parle d’E.D.P. linéaires ou non linéaires. Dans la liste ci-dessus, seule

I’équation 2. est non linéaire. Pour mieux comprendre de quoi il s’agit, il est commode de parler de

lopérateur aux dérivées partielles associé a une E.D.P. Par exemple 'opérateur associé a I’équation
U

l.est P, :u+— 88—7; + cg—g, celui associé a I’équation 2. est : P : u — %7; + u%. On dit que ’E.D.P. est

linéaire lorsque 'opérateur P qui lui est associé 'est, c’est a dire, pour toutes fonctions u, v et
Va, B € R, P(au + pv) = aP(u) + BP(v).

C’est bien le cas pour P, et il est tres simple de vérifier que Py(au) # aPy(u) en général.
D’autre part, on parle également d’E.D.P. linéaire homogeéne lorsque la fonction nulle v = 0 est
solution. En d’autres termes, tous les termes de ’équation contiennent la fonction inconnue ou I'une

de ses dérivées partielles. Toutes les équations linéaires ci-dessus sont homogenes, alors que I'E.D.P.

u(zx,y) N O*u(z,y)
Ox? oy?

= f(xvy)a

ne l'est pas.
Premiere E.D.P. : voici un exemple a priori tes simple d’E.D.P. On veut trouver les fonctions

u: R? — R telles que

ox2
L’équation ci-dessus signifie que la dérivée partielle par rapport a la premiére variable, de la dérivée
ou
partielle de u par rapport a la premiere variable est nulle : —(8—) = 0. Commencons donc par poser
x " Ox
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v(z,y) = %. On doit avoir, pour tout (z,y) € R?
0
v(z,y) _
ox

Pour tout y fixé, 'application partielle v(x,y) doit donc étre constante.

Bien stir cette constante peut dépendre de y. On voit donc que nécessairement

v(z,y) = C(y),

pour une certaine fonction C. On est ramené au probleme suivant : trouver u telle que

du(z,y)

o =C(y).

En raisonnant de la méme maniere, on voit que nécessairement,
u(z,y) = C(y)z + D(y),

ou D est encore une certaine fonction. Il est immédiat de vérifier que n’importe quelle fonction de
ce type vérifie 'E.D.P. considérée, pourvu que cette fonction admette des dérivées partielles. Notons
des a présent qu’il y a énormément de solutions pour cette équation, puisque aucune condition sur les
fonctions C' et D n’est apparue dans la démonstration.

Ce cours est destiné aux étudiants de la 3eme année LMD, il est sensé fournir les outils mathématiques
utilisés dans les sciences techniques, il se compose de cing chapitres, commencant par les E.D.P.
linéaires du premier ordre, puis les E.D.P. non linéaires du premier ordre, le troixieme chapitre est
consacré aux E.D.P. linéaires et quasi-linéaires du second ordre : classification et forme standard. Dans
le quatrieme chapitre, nous présentons la méthode de séparation des variables et on termine par un
chapitre comportant 1’étude de quelques exemples classiques d’E.D.P. : équation d’onde, de la chaleur
et de Laplace. A la fin de chaque chapitre se trouve une série d’exercices.

Ce cours a été inspiré en grande partie de [9].



CHAPITRE 1

E.D.P. linéaires du premier ordre

Beaucoup de probléemes de physique font intervenir la résolution d’équations aux dérivées partielles.
Une E.D.P. est une relation entre les variables et les dérivées partielles de la fonction de plusieurs
variables u : (1, xa, ..., x,) — u(x1, x2, ..., x,). L'ordre d’une telle équation est 'ordre de dérivation le
plus élevé avec lequel figure la fonction inconnue dans I’équation. Ainsi I’équation

Pulry,2)  ulx,y,)
oy0z S

u(x,y, z) + vy =0,

est une E.D.P. du second ordre & trois variables, ou en dimension 3. Une E.D.O. n’est qu’une E.D.P.

a une seule variable.

1.1 E.D.P. linéaires du premier ordre

Définition 1.1.1. On appelle une E.D.P. linéaire du premier ordre a n variables réelles une équation

fonctionnelle de la forme :

n

Zfi(xl,xg,...,xn,u)

i=1

ou ( )
— =g(x1, 22, ..., Tn, u),

ou les f; (1 <i<mn), et g sont des fonctions de x1,x2, ..., Tp.

Dans le cas particulier de deux variables, une E.D.P. linéaire d’ordre 1 dont linconnue est la fonction
z(x,y) s’écrit

0z 0z
f(wvyvz)a_'_g(mayvz)aiy_h(x7y7z)7 (E)

ot f,g et h de classe C*.
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Remarque 1.1.1. Une telle équation n’est pas en général linéaire au sens des opérations linéaires
(elle est quasilinéaire). Elle ne serait linéaire que si les fonctions f; ne dépendait pas de u et si g était

fonction linéaire de u.

Exemple|1.1.1. 1. z% =122

X

0z 0z
(2% = 1) + 22y~ + 4wz = 0.
2. (x )8x+ myay—l— xz =0

1.2 Systemes différentiels-Intégrales premieres

La résolution de ’équation aux dérivées partielles (E) fait en général appel aux systeémes différentiels.

Définition 1.2.1. Le systeme différentiel

dx
7 = f(mv Y, Z),
it/ = g(z,y, 2), (1.1)
7 = hiww.2),
qui s’écrit plus symétriquement
dx dy dz

f@y.2)  g(@y.2)  h(zyz2) (S)

s’appelle systéme caractéristique de (E).

Définition 1.2.2. 1. On appelle solution du systéme (S) une courbe v dont la tangente en tout
point (x,y, z) ou ‘_/ n’est pas nul est portée par 17 (1_/> un vecteur variable de R de composantes

(f(z,y,2),9(2,y,2), h(z,y, 2)).

La recherche d’une solution est donc la recherche de trois fonctions ¢,1,n telles qu’il existe une

fonction k(t) telle que % =k(t)flo(t),v(t),n(t)], % = k(t)glo(t),¥(t),n(t)],
06%7 =k(t)h[p(t),¥(t),n(t)], t € [a,b], a,b € R, ((¢,9,n) est un paramétrage de ).

2. On appelle intégrale premiére du systéme (S) une fonction u de classe C' des trois variables
x,y, z non constante, et telle que pour toute solution (¢,1,n) de (S) la fonction u(p(t), ¥ (t),n(t))
est constante.

Si on considére un systéme dans R2, une intégrale premiére est une fonction de deux variables

telle que u[p(t),(t)] sont constantes.

Théoreme 1.2.1. Deux fonctions u et v sont fonctionnellement indépendantes dans un ouvert G de

R3 si et seulement si :
ou Ou Ou

Le rang du déterminant A = gfg g% gi est 2 dans G.
or dy 0z
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Théoréme 1.2.2. 1. Soit u et v deuz intégrales premiéres indépendantes du systéeme (S). Toute
intégrale premiere w de ce systeme s’exprime alors en fonction de u et v, c-a-d qu’il existe F' de
classe C! telles que w = F(u,v).

: .y - , drdy , - \
2. Soit u une intégrale premiére du systeme — = —=, toute untégrale premicre V de ce systéeme

s’exprime en fonction de u : il existe une fonction H telle que v = H(u).

Théoreme 1.2.3. 1. Soient u et v deuz intégrales premiéres indépendantes du systéme (S), alors
pour tous les réels a et b les courbes vy, intersection des surfaces u(x,y,z) =a et v(x,y,z) =b
sont les solutions de (.5).

2. Pour un systeme dans R? les solutions sont u(x,y) = a ot a varie dans R.

dx dy

Théoréeme 1.2.4. 1. Pour trouver une intégrale premiére u de = , on utilise [’égalité
flz,y) g,y
dx dy o .
= pour trouver A et B telle que : il existe u vérifiant :
flz,y)  glz,y)
du = A(z,y)dz + B(z,y)dy et 0 = A(z,y)f(z,y) + B(z,y)g(z, y).
dx d dz
2. On procede de facon analogue pour résoudre : = Y = on cherche u

. fx,y,2)  g(x,y,2)  h(z,y,2)’ ,
et v indépendantes telles que : du = A(x,y, z)dzr + B(x,y,z)dy + C(z,y, z)dz (respectivement
Y

pour dv) et 0 = A(z,y, 2) f(z,y,2) + B(z,y,2)9(z,y, 2) + C(z,y, 2) (2,9, 2).

v aca+ by

[Résultat élémentaire] . Si % = % et si af + bd # 0, alors % =35 aB+ 00

Si af + bd =0, alors ac + by = 0.

d d
Exemple‘ 1.2.1. Résoudre le systéeme (S) : Y
Y x
Solution
dr  d dr —ydy  di(a? —y?
@ _ 4y _rTer T yay 3 v) donc 22 — y? est une intégrale premiere. Les solutions de (S)
Y x Ty — Y 0
sont donc les courbes z? — y? = a ol a varie dans R.
d d d
Exemple‘ 1.2.2. Résoudre le systéme (S) : L (A —
x(y—z) ylz—xz) z2z-y)
Solution
d d d dx +dy +d d
T y__ ¢ _drtaytdz (x+y+z),u(x,y,z):a:+y+zestdonc
wy—2) ylz—z) z2(z-y) 0 0

une intégrale premiere.
yzdx xzdy xydz yzdxr + zvzdy + xydz  d(zyz) )
= = = = , v(z,y,z) = xyz est aussi
xyz(y —z)  zyz(z—x) zyz(z —vy) 0 0
une intégrale premiere.
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u et v sont indépendantes. En effet

1 1 1
A= ,

Yz Tz TY

Les solutions de (S) sont les intersections des surfaces z +y + 2z = a et zyz = b.

1.3 Solution générale d’une E.D.P. linéaire du premier ordre

Soit I'E.D.P.

0z 0z
f($,y,2)% +g(‘rayvz)aiy_h(‘r7y’z)' (E)

Le théoreme suivant établit un lien entre le systeme (5) et les E.D.P. linéaires du premier ordre.

Théoréme 1.3.1. Une fonction de classe C' est une intégrale premiére de (S) si et seulement si dans

tout domaine ou les solutions de (S) sont définies, elle vérifie :

du ou ou
f(fE,y,Z)% +g($7y72)87y+h(l‘ayaz)$—0 (E)

Théoréme 1.3.2. Pour résoudre l’équation (E) (ot h est non identiquement nulle) :
1. On examine si h(z,y,z) = 0 définit une solution.

2. Dans le domaine h(x,y,z) # 0, on cherche 2 intégrales premiéres u et v du systéme ca-

ractéristique
de dy dz
LB _& (s)
oy

Toute solution est alors définie par Flu(x,y,z),v(z,y,z)] =0, F étant une fonction arbitraire.

Ou encore v(z,y, z) = p(u(x,y, z)), ¢ étant une fonction arbitraire.

Remarque 1.3.1. 1l faut qu’au moins une des fonctions u et v dépende de z.

Exemple | 1.3.1. Soit (E) : 0= _ V1-—22

“or
Solution

1. V1 — 22 = (0 définit 2 solutions z =1 et z = —1.

10
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2. Soit |z] < 1 : le systeme caractéristique est :

dr d dz
@Y =Y est une intégrale premieére, en notant que dr = zdzv'1 — 22, on constate
z

) V11—

que = + v/1 — 22 est également une intégrale premiere. Toute solution est définie implicitement
par F(y,z++v1 — 22) = 0, ou aussi bien par p(y) = z+V1 — 22, c’est A dire 22 = 1 —[z—¢(y)]?,

¢ étant une fonction de classe C! telle que |z — ¢(y)| < 1.

0z 0z
Cas particulier |: (F) : f(z,y)— z,y)— =0
(Cas p ) (B): floy) o+ Ok
d
C’est ’équation des intégrales premieres de @ _ Y Une solution est donc de la forme z = H(z,y)
g
. o . der.  dy . , L . .
ou H est une intégrale premiere de 7 = —. Soit u I'une de ces intégrales premieres, on sait que
g

toutes les autres sont de la forme z = F(u) ot F est de classe C!.

0 0
[Méthode pratique :J Soit (E) : f(x, y)a—z +9(z, y)a—z = 0 et (S) son systéme caractéristique. Pour
Z Y

résoudre (F) on cherche une intégrale premiere u de (S). Toute solution de (E) est alors de la forme

z = F[u] ott F est de classe C'.

Remarque 1.3.2. z = k est solution de (E) pour toute constante k, qu’on aurait obtenue par la
dx dy dz

méthode générale en cherchant des intégrales premiéres de — = =0 on retrouve que toute

g
solution est de la forme G(z,H(x,y)) =0 ot z = F(H(x,y)).
0z 0z
Exemple‘ 1.3.2. (E): Yow a:a—y = 0.
) di: 7@ _ zdx + ydy

Solution Le systeme caractéristique est (5) : = .
) €z Ty — Y

22 + 2 est une intégrale premiere de (S) et toutes les solutions sont de la forme z = F(z? + y?).

1.4 Probleme de Cauchy
On appelle courbe caractéristique de ’équation :

0z 0z
f(mayaz)% —f—g(ZE,y,Z)afy—h(.’E,y,Z), (E)

les solutions de son systeme caractéristique

de dy  dz
f(m,y,z) B g(x7y72) B h(flf,y, Z) (S)

Théoreme 1.4.1. Par chaque courbe caractéristique il passe une infinité de surfaces solutions.

Démonstration. Soit u(x,y,z) = a, v(z,y,z) = b une caractéristique de v et F' une fonction quel-

conque telle que b = F'(a) : 7y se trouve sur la surface solution v(x,y, z) = Flu(x,y, z)]. O

11
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Théoreme 1.4.2. Par toute courbe v caractéristique en aucun point passe une solution unique de

(E), on Uappelle la solution au probléme de Cauchy relatif a ~y.

Pour étudier le probleme de Cauchy, nous utiliserons la définition suivante :

Définition 1.4.1. On dit qu’une courbe v n’est caractéristique en aucun point pour l’'équation

0z 0z
f('rvyvz)% + g(xayv 2)87y - h(l’,y, Z)7

s’il n’existe aucun point de v ou la tangente est paralléle au vecteur

—

Théoréme 1.4.3. (Résolution du probléme de Cauchy) :

Soit
0z 0z

f(m.vyaz)%_‘_g(xay?zj)aiy:h(x7y7z)7 (E)

et

dx B dy B dz
f(z,y,2) B g9(x,y,2) N h(z,y, z) (S)

son systéme caractéristique. Pour trouver la solution de (E) qui contient une courbe -~y non ca-

ractéristique d’équation x = ¢(t), y = 1(t), z =n(t), on élimine t entre les équations
u(o(t), ¥(t),n(t)) = a et v(p(t),¥(t),n(t)) = b obtenues au moyen de deux intégrales premiéres u et v
de (S). Ceci définit une fonction H(a,b) = 0.

L’équation de la solution est H[u(x,y,z),v(z,y,2)] = 0. Si h = 0, on n'oubliera pas que z est une

0z 0z

intégrale premiere.
— x— = 0 qui passent par [ellipse ~

Exemple ‘ 1.4.1. Cherchons les solutions de (E) : y——
Oz oy
d’équations z = my, 2> + (y — 1) = R%, ou m, R € R.

Solution
Nous savons que si m = 0, v est un cercle horizontal qui est une caractéristique de (F) et que toute
surface de révolution contenant  est une solution.
Supposons donc m # 0. On sait que u(z,y, 2) = z, et v(z, y, z) = 22+7? sont deux intégrales premieres
du systeme caractéristique.

En posant y = t, les équations de ~ sont :

12
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ulip(£), 0(8), n(B)] = mt, vl(t), B(E), n()]) = B> + £ — (¢ — 1)2.
2
Soit donc mt = a et R2+tQ—(t—1)2:balorsb:RQ—i-%—(%—l)2 0ub—R2—fn—a+1:O, la
fonction H(u,v) est 2 v+ R?—1.
m

2
L’équation Hu(z,y, z),v(z,y, z)] = 0 est = (2 +y?) + R? — 1 = 0, la surface cherchée est
m
-m
2

de I'axe oz la parabole z =

z [22 +y? — R?+1]. C’est Iéquation de la surface de révolution obtenue en faisant tourner autour

T[a@ — R? + 1] placée dans le plan y = 0. Pour m = 2, R = 1, cette
surface est le paraboloide de révolution z = 22 4+ y? qui contient v dont les équations sont : z = 2y,

2?2+ (y—1)2=1.

13
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1.5 Exercices I

Exercice 1 Résoudre les systemes différentiels :

1°)
nd.’E n: ndy n: ndZ n’n:CteGR*—{—l}.
Yyt —z " —x " —y
2°)
dr dy B dz
z(z+y) —ylt+y) (r—-y)2r+2y+2)
3°)

Exercice 2 Montrer quune fonction U de classe C' est une intégrale premiere du systéme

dx B dy B dz
f(z,y,2) B g(w,y,z) N h(x,y,z) ()

si et seulement si dans tout domaine ou les solutions de (S) sont définies, elle vérifie
oU(z,y, 2) oU(z,y,2) oU(z,y,2)

f(z,y, Z)T +9(z,y, Z)T + h(z,y, Z)T =0.

Exercice 3 Donner la solution générale de 1’équation aux dérivées partielles :

0z 0z

Exercice 4 Déterminer la solution z(z,y) de I'’équation aux dérivées partielles du premier ordre :

0z 5 0z

o oy ="

qui satisfait la condition : z(x,z) = 22.
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Nora Fetouci 1.4. Probléme de Cauchy

Exercice 5 Soit I’équation aux dérivées partielles linéaire du premier ordre :

%_i_%—l
o oy

1°) En donner la solution générale.

2°) Déterminer la surface intégrale de cette équation qui contient la parabole (P) d’équations :

(P): {z=0, y*=2x}.

15



CHAPITRE 2

E.D.P. non linéaires du premier ordre

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode de résolution pour les équations aux dérivées
partielles non linéaires du premier ordre. Nous allons voir qu’une famille de surfaces a deux parametres
et ses enveloppes (& un ou deux parametres) constituent ’ensemble des solutions de I’équation associée

a la famille.

2.1 Enveloppe de surfaces

Définition 2.1.1. (Enveloppe & un paramétre) : Soit (Sy) une famille de surfaces dépendant d’un
O*F

paramétre X d’équations F(x,y,z,\) = 0. On suppose que F est de classe C?et Bl # 0.

On appelle courbe caractéristique de la surface (Sy) la courbe (T'y) si elle existe, située sur (S))

d’équations : (I'y)

F(‘Tvyaz7)\> :Oa ( )
OF 2.1
a(‘r?y’zv)‘) _0’

la surface ¥ engendrée par les courbes (I'y) s’appelle ’enveloppe de la famille (Sy), ¥ et (Sy) sont

tangentes le long de (I'y). L’équation de ¥ s’obtient en éliminant A\ entre les équations de (I'y).

Définition 2.1.2. Famille a deux paramétres : Soit (Sy ) une famille de surfaces dépendant de
deux parameétrers \ et p d’équations F(z,y,2,\, 1) = 0, on suppose que F est de classe C* et qu’une

des dérivées d’ordre 2 en A et u est non nulle.

16



Nora Fetouci 2.2. E.D.P. associée a une famille a 2 paramétres

1. On appelle point caractéristique de (Sy ) un point (x,y, z) tel que :

F(‘xayaz’)\au) :07

oF
7(‘T7y,27)‘nu) = Oa (22)

@('r7y7zv)‘7,u’) =0.

l’ensemble des points caractéristiques, s’il n’est pas vide, forme une surface ¥ appelée enve-
loppe de la famille a deux parametres (Sy ). Son équation s’obtient en éliminant X et p entre
les trois équations précédentes. Toutes les surfaces (Sy,) sont tangentes a ¥ en leurs points

caractéristiques.

2. Soit ¢ une fonction de classe C?, si la famille F(x,y,z,\, ¢(\)) admet une enveloppe S, celle

ci s’appelle enveloppe a un parametre de la famille (S ;). Les surfaces X4 sont tangentes a X.

2.2 E.D.P. associée a une famille a 2 parametres

0: o
8x’q_6y'

Définition 2.2.1. L’E.D.P. associée a la famile (Sy ) est la relation qu’on obtient en éliminant X\ et

Notation : Soit z = ¢(z,y), on notera p =

u entre les équations :

F=0,

oOF OF

5z T ozP = 0, (2.3)
oF oF , __

oy T 9.4 0,

les surfaces (S ,) sont solutions de cette E.D.P.

Définition 2.2.2. Soit (E) : G(z,y,2,p,q) =0 une E.D.P. non linéaire du premier ordre et
G(z,y,z,\, ;) = 0 une famille ¢ deux paramétres de solutions de (E). Cette famille s’appelle une
intégrale compléte de (E). Toute enveloppe a un paramétre s’appelle intégrale générale de (E),

s’il existe une enveloppe a deux paramétres, on la nomme intégrale singuliére.

Exemple‘ 2.2.1. Les spheres (x — N\)? + (y — u)? + 22 = 1 sont solutions de I’E.D.P. obtenue en

éliminant X\ et p entre les équations suivantes :
(=X +(y—p?+22=1,
2(x — ) +2zp =0, (2.4)
2(y — p) + 229 = 0.
En reportant dans la premiere équation les expressions de A et u, on obtient I’E.D.P.

22(1 4+ p? + ¢%) = 1, les enveloppes a un parameétre de ces sphéres forment les intégrales générales, les

plans z = —1 et z = 1 sont les intégrales singulieres.

17



Nora Fetouci 2.3. Résolution de I’équation G(x,y,z,p,q) =0

2.3 Résolution de I’équation G(z,y, z,p,q) =0

oG oG oG 0G
Notation : Nous utiliserons les notations suivantes : G, = —, Gy = —, G, = —, G, = —,
Oz oy 0z Op
oG
Gy, =—.
q aq
Théoréme 2.3.1. Recherche d’une intégrale compléte :
oy | \ , D(G,H)
1. On cherche une intégrale premiére H du systéme (S) suivant telle que

—= #0
D(p,q) 7
dr dy dz —dp —dq

Gy Gy Gup+Geq GatpG. Gy+4qG.

2. Pour chaque valeur de X\, on calcule p et q solutions du systeme

G(z,y,2,p,q) =0,

(2.5)
H(x,y,z,p,q) =\,

p et q fonctions de x,y,z et \.

3. z étant fixé, on résout pour chaque A (et chaque z) l’équation pdzx + qdy = 0, les solutions sont

définies implicitement par une relation ®(\, z,z,y) = ¢(2), (¢(z) est une constante en x et y).

) =
4. On choisit xg, celui ci étant fizé, on détermine ¢(z) en imposant que ®(\, z,zo,y) + ¢(z) soit
solution de : q(xo,y, z)dy—dz = 0. Alors F(z,y,z, A\, ) = ®(\, z,x,y)+¢(2)+u est une intégrale
compléte de G(z,y,z,p,q) = 0.
5. On peut également procéder en fizant y = yo et chercher une fonction ¥ de sorte que
D(\, z,2,y0) + ¥ (2) soit solution de pdx —dz = 0. Alors F(x,y,z,\, 1n) = P\, z,2,y) +¢(2) + p
est une intégrale compléte de G(x,y, z,p,q) = 0.

Exemple ‘ 2.3.1. Trouver une intégrale compléte de : zpqg —p — q = 0.

Solution

dv  dy dz _dp _ dgq
2g—1  2p—1 2zpq—p—q plq pg®
dp _dg _ —qdp+pdg _4(g) p

1. Le systeme (.5) est

§S]
~—

Comme — = — 0 =0 ' est une intégrale premiere. On vérifie immédiatement
q
(G H)
que # 0.
D(p,q)
2. On résout
. A+1
zpqg —p—q=0, ce quidonne q= ,
Az (2.6)
p A+1
- = )\7 P = .
q z

18



Nora Fetouci 2.4. Probleme de Cauchy

3. pdx + qdy = % (Mdz + dy), X\ et z étant fixés. pdx 4+ gdy = 0 équivaut a d(Ax + y) = 0, les

solutions sont définies par Ax + y = k donc ®(\, z,x,y) = Az + y.

4. Soit y =0, ®(\, z,z,0)+¢(2) = Ax+1(2) ; soit W(z, z) = Ax+1(z). Cette fonction est solution
ow

de pdr — dz = 0 si e a(z, z)p et 5 = —a(x,2)p (a(z,z) est un facteur intégrant),
, < .. oy A+1 w ., B L Az
c’est & dire S A = oz, 2) . et 5, = V(z) = —a(x, z), ainsi az, z) = N1 et

2

A
Y (z) = —y % une solution est : ¥(z) = —mz :

Une intégrale complete est alors

F(xvyvz7)\aﬂ):)‘x+y_ 22+/,L:O.

2\ + 1)

) 20+1)

3 (Az +y + p).

Les surfaces correspondantes ont pour équation z

Remarque 2.3.1. Dans le cas particulier ot x et y n’intervient pas explicitement dans l’équation, on

a donc : G(z,p,q) = 0. On cherche une solution particuliére du type z = f(z + \y).

2.4 Probleme de Cauchy

Soit F'(z,y, z, A\, u) une intégrale compléte de 1’équation (E), on appelle courbe caractéristique,

toute courbe C définie par les relations :

F(;U,y,z,)\,,u) = 07 >‘7:u = ctes,
(2.7)
%(xaya Z,)\,,U) + U%(xayvza)‘vﬂ) = 07 v = cte.

Soit () une courbe qui n’est pas caractéristique en aucun point, et définie paramétriquement par :

Pour trouver les enveloppes & un parametre qui contiennent (), on opere de la fagon suivante :

On résout le systeme en \ et pu :

F[f(t)vg(t)’ h(t)’ Av“] =0,

S0, 9(6),h(0), A, ] =0,

(2.8)

on en déduit par exemple u = 1(\), Uenveloppe de la famille & un parametre F(x,y, z, A\, ¥ (u)) = 0

est une surface contenant (7).
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Nora Fetouci 2.4. Probleme de Cauchy

Exemple ‘ 2.4.1. On sait que (x—\)?+(y—N)2+22—1 = 0 est une intégrale compléte de ’équation :
2P’ +¢*+1)=0.

Cherchons les solutions de (E) passant par la droite : z =0, y = 1.

Solution En posant z = ¢, on obtient

2 21—
t—=N*+(1—-p*—-1=0, (2.9)

2t —\) =0,

on en déduit que (1 — u)? = 1. Soit =0 ou p = 2.

(x — A2 +y?+ 22 — 1 = 0 est la famille des sphéres centrées sur 'axe (ox), son enveloppe est le
cylindre y? + 22 — 1 = 0.
L’autre surface, enveloppe de (z — \)? + (y — 2)? 4+ 22 — 1 = 0 est le cylindre (y —2)2 + 22 —1=0.

La droite n’est sur aucune sphere, et n’est pas dans le plan z = +1.

2.5 Exercices I

Exercice 1
1°) Vérifier que la forme différentielle :

1
w= arctan(g)dl‘ + 5 In(z? + y*)dy,
x

est une différentielle totale exacte.

2°) Donner la solution de I’équation : w = 0.

Exercice 2 Soit la forme différentielle :
w = (2% +y* + 1)dz — 2zydy.
1°) Ecrire I'équation aux dérivées partielles permettant de déterminer les facteurs intégrants de

I’équation : w = 0. Donner un facteur intégrant de cette équation.

20



Nora Fetouci 2.4. Probleme de Cauchy

2°) En utilisant le facteur intégrant obtenue au 1°), écrire la solution de I’équation w = 0.

3°)Préciser I'expression de tous les facteurs intégrants de cette équation.

Exercice 3 Déterminer la solution de I’équation aux dérivées partielles non linéaire :

0z

0z
5z

2 —_— =

qui contient la droite (D) d’équations :

Exercice 4 Donner la solution de I’équation :

0z, 0z
xy(%)(afy) =1,

qui contient la courbe définie par :

2

{y=1, z=¢€"}.

Exercice 5 Déterminer la solution de 1’équation :

aZ 2+ 82

(87;) (@)2 =x+Yy,

qui contient le cercle d’équations :
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CHAPITRE 3

Equations aux dérivées partielles quasi-linéaires

du second ordre

Nous considérons dans ce chapitre des E.D.P. du second ordre dont l'inconnue est une fonction
réelle u de deux variables réelles définie sur un ouvert € de R?. Nous allons voir comment classifier
toutes les E.D.P. linéaires d’ordre 2. Nous aurons trois types d’E.D.P. : hyperboliques, paraboliques
et elliptiques. Ensuite nous décrirons la forme canonique (standard) obtenue aprés un changement de

coordonnées pour chacun de ces types d’E.D.P.

3.1 Caractéristiques

Définition 3.1.1. Une E.D.P. quasi-linéaire du second ordre est une E.D.P. de la forme :
2., 2 92

u u
a2 T 2@ Y) 5t elwy)5s = Fla,y,up.q). (E)

u
L’inconnue est la fonction u(xz,y), p désigne — et q désigne . a,b,c et F sont trois fonctions

Ox 87/

données dans un domaine ).
Définition 3.1.2. ( Equations linéaires a coefficients constants)

Une équation linéaire a coefficients constants du second ordre est une équation de la forme suivante :

0%u 0%u 0%u ou ou

a,b,c,d, e, f sont des constantes.
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Nora Fetouci 3.2. Classification des équations

Définition 3.1.3. 1. Les courbes caractéristiques sont les courbes v qui annulent la quantité :

A(t) = c(p(t), v ()¢’ (O] = 2b(p(t), v ()" ()Y ()] + alp(t), v ()W (1) t € R,
ot (p,1)) est un paramétrage de .

2. On dit que v n'est caractéristique en aucun point si ¥Vt A(t) # 0.

Théoreme 3.1.1. 1. Sia # 0, les courbes caractéristiques sont les solutions de l’équation différentielle
dy

(e, ) () — 200, 1) L+ el y) = 0.

2. Sic#0, ce sont les solutions de l’équation différentielle

dzx d£

C(.T, y)(@)Q - 2b($,y) Cly + CL(LL’,y) =0.

3. Sia=c=0, ce sont les droites x =constante et y = constante.

Démonstration. Soit : v : . = ¢(t),y = 1¥(t) une courbe caractéristique.
Supposons alp(t),1(t)] # 0 au voisinage de tg, si ¢'(t) = 0 alors ¢/(¢) doit aussi étre nul et donc au
voisinage de ¢ cela ne peut définir une courbe, donc dans un domaine ot a(z,y) # 0, ¢'(t) # 0 la

tangente & -y n’est pas verticale, v est définie par une fonction y = f(z) c’est a dire x = =, y = f(x)
/

t

N0

©'(t)

= f'(z), A =0 est alors équivalente &

dy

) (G2 = 2b(a ) L+ el ).

On raisonne de fagon analogue au voisinage d’un point ou ¢ # 0. Dans un domaine ot ¢ = ¢ =
0, A = 0 devient : b[p(t), ¥ (t)]¢'(t)Y'(t) = 0. Comme il s’agit d’une équation du second ordre b # 0,

et donc soit ¢, soit ¢’ est nul. O

3.2 Classification des équations

Définition 3.2.1. 1. Une équation (E) telle que b*(z,y)—a(x,y)c(z,y) > 0 dans un domaine D est
dite hyperbolique dans ce domaine. Elle admet alors deuzx familles de courbes caractéristiques

dans D.

2. Une équation (E) telle que b*(x,y) —a(z,y)c(z,y) = 0 dans un domaine D est dite parabolique

dans D. Elle n’admet dans D qu’une famille de courbes caractéristiques.

3. Une équation (E) telle que b*(z,y) — a(x,y)c(z,y) < 0 dans un domaine D est dite elliptique

dans D. Elle n’admet pas de courbes caractéristiques réels.

Dans ce qui suit £’ désigne une fonction quelconque de x,y,u,p et q.
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Nora Fetouci 3.3. Réduction a la forme standard

3.3 Reéduction a la forme standard
3.3.1 Changement de variables

Soit x1 = &(x,y) et y1 = n(x,y) deux nouvelles variables. On suppose que

¢ 0¢

D) | 9r Oy
J(x,y)—D(x’y)— {ﬁ 8% £0,

dx 9y

pour tous z,y dans un ouvert Q. Si £ et 7 sont de classe C', on sait qu’il existe dans un ouvert G,

deux fonctions f et g de classe C! également telles que z = f(z1,y1) et y = g(z1,y1) Vo1, 11 € G.

Nous allons chercher la nouvelle forme de (E) dans le systeme x1,y;.

Ou  Ou Oxy Ou Oy
8z~ 011 0z Oy Ox
ou  Ou Oxy ou Oy
dy Oz dy Oy Oy’
9%u 0 , Ou Oz ou 0y

0% = B5\om 0 Oy 0c

9 oudn 0 oudy,

Oz "0z, Ox Ox "0y Ox

_ 2 u(axl 2,9 O*u_ 0wy Oy @(%)2 %%4_%%
0x3" Oz 010y 0z dx Oy} Oz Ox1 022 Oy 022

On obtient de fagon analogue :

d%u 9%u ,0x1\ 2 0%u Oz 0y1  0%u ,Oyi2 Ou 0%x1  Ou 0%y

oy 0x? (3y) T ooy oy 8y+6y1(3y) 9z1 O | Oy O

d%u 82u Ox1 0z v O0r 0y1  Ox1 Oy 0%u dyy Oy ou 0% ou 0%y
Oxdy B ax% Oz Oy + Ox10y, 5, oy O + %aiy] @%?y + 8z1 Oxdy * Ayy 0x0y’

En reportant dans I’équation (E), on trouve :

0%u 0%u 0%u ou Ou
(E) = A(xl)yl)a ) +2B(l‘17yl)axlay1 +C($17y1)37y% - G(*/L‘hyl?aixl)aiyl)u
avec :
. 8(171 a.’E]_ (9331 axl 2
A = G+ Byt )
_ GOm0y Om Oy On Oy
B = 8:c 8x+b(8y 8x+8x 8y) By Oy’

0 0y 0 0
C = )+ Mg+ el
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3.4. Formes standards

Remarque 3.3.1. 1. Il est facile de vérifier que B?> — AC = J*(b*> — ac), ce qui montre que le type

de ’équation est conservé par le changement de variables.

2. On peut choisir x1 et y1 de fagon a annuler l'un au moins des termes A, B et C.

Soit o(x,y) = k équation d’une courbe caractéristique. Si on pose x1 = ¢(x,y), l’équation
2

obtenue par ce changement de variables aura un coefficient nul pour — ; s’il existe deux familles

2 )
Oxy

de courbes caractéristiques, si Y (x,y) = k est I’équation d’une carctéristique de la seconde famille

et si on pose y1 = YP(x,y), l'équation obtenue aura un coefficient nul pour

3.4 Formes standards

3.4.1 Equation hyperbolique

9%u . 0%u
— et —.
ozt~ Oyi

Théoréme 3.4.1. Soient @1(x,y) = k1 et p2(x,y) = ko les deuz familles de courbes d’une équation

hyperbolique. En posant : x1 = 1(x,y) et xa = po(x,y), l'équation hyperbolique deviendra :

9%u ou Ou

69518372 871'17 871?
En posant y1 = x1 + x2, yo = x1 — X2, elle deviendra :

?u 0% o ou Ou

= ,U,l’l,.’I]Q).

77“’7 y17y2)'

a2 o~ oy oy,

précédente.

Ou  Ou Ou Ou  Ou

et
Pu  Du 9%u 0% 9%u

[ —— -+ _ —_—
Ox10xe  Oyi  Oy10ya  Oyi0ya  Oy3

ce qui établit le résultat.

Exemple‘ 3.4.1. Cherchons la forme standard de I’équation (E)

Démonstration. La premiere partie de 1’énoncé résulte de la deuxieme assertion de la remarque

Etablissons la seconde : Soit u(x1,z2) = u(yi(x1,x2), y2(z1,z2)). Alors

ou

— = — = —
Oxy Oy1r  Oya Oxa  Oy1 Oy

Pu

BT

d%u 9 d%u

Ca27 - =
.y&c2 xf)yQ 0,

Solution : On sait que les caractéristiques sont y? — 22 = ki et y? + 22 = ky. Soit 21 = y? — 22 et

x2:y2+x2

w(z,y) = u(z1(z,y), z2(2,y)) = u(y® — 22,y* + 2?).
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% = g;( 2x) + 5;2(2:0)

gZ = %(211) + 5{;‘2(23,)

g:; - 222(496 >+25)2ng2( 42%) + g;(ﬁlx ) —25;1 + 68;2’

22;; B gi‘l (4y%) + 259?1237;2 (49%) + 226(493 )+ 2;: +2§;2
(E) devient

- axalzgwg (=8ay" = —82%") QgiZ(OUQ +9°) + 25;;(92 —2?),
or 23 — & = da%y? ainsi (E) devient :
Pu x1 ou 9 ou

dx10xy  2(a3 —22) Ory  2(x% —22)2 dxy

Soit maintenant y; = x1 + x9, Y2 = r1 — T9

ou  Ou ou
dr1 O * dya’

ou  Ou ou
Oy Oyi  Oyp’

0%u B Pu  O%u
8:6181‘2 - aT;f B 874%

(E) devient
Pu  O%u B 1 ou ou ou ou

W R R Y RN — T — To— — Ta=—|,
83/% 3y% 2@%_531)[ 83!1 1392 2(93/1 28y2]

or : ¥3 — 22 = —y1y2 et (E) devient

@ d%u 1 ou 1 ou

5 58 " mom

2]

3.4.2 Equation parabolique

Théoréeme 3.4.2. Soit p(x,y) = ¢ la famille de courbes caractéristiques d’une équation parabolique.

D
Soit x1 = @(x,y) et xo une fonction indépendante de 1‘1( lg:(m, :U;) #* ()) Avec ces nouvelles variables,
(E) devient :
@ (o ou OJu 0,71, 3).
Ox? Oz, Oz b2
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0%u
Démonstration. On sait qu’en choisissant 21 comme nouvelle variable, on annulle le terme en —.
7
2

Montrons que B coefficient de est aussi nul.

T10T2
L’équation différentielle des caractéristiques est :

dy o
0=a(-2)%-2p-2
(dx)

dy _ 2
da: B a(d;v a) ’
puisque b? = ac.

Soit alors ¢1(z,y) = k I’équation d’une caractéristique qui définit implicitement y comme fonction

dy b 84,01 dy 3@1 B ) B _ Omp | bOx
de z : da:_aet or T dr 0y = 0. Si on pose z1 = ¢1(z,y), T=T oo +g—8y 0, or
8([31 81‘2 8x1 61’2 al’l 8:1:2 81‘1 83:2 8951 b al’l 81'2 b 61'2
B=[a221072

e ox T ar oy Toy o) oy oyl Loz aayllar Taay )

qui vaut donc 0. 0

2 2
Bremple .42, () #1552y =0

Solution : Les caractéristiques ont pour équation J_ ¢, soit x1 = L To = 1.
T x

=

D(x1,22) _ | ~3 _ Y 4
D(z,y) x?

8

Par dérivation par rapport aux nouvelles variables,

ou ou, y
or = 8751(_?)’
Ou  Oul Ou
dy  Orx P Oy’
0%u B Puy® 2y Ou
92 = 928 T 0
0%u B 1 Ou y 0%u y O%u
oydx _?Tm_ﬁﬁiﬁ_ﬁaxlam’
0%u 1 0%u 1 0%u 10%u  0%u
% ~ 70z Bndn | zod | omd
(E) devient
2.,
%g = 0.

On en déduit la forme générale des solutions u = f(xz1)z2 + g(x1) ot u(z,y) = yf( ) + g( ), et f et

g sont deux fonctions arbitraires.
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3.4.3 Equation elliptique

Théoréme 3.4.3. Soit p1(x,y) = k1, p2(x,y) = ka les solutions complezes de

d b —b?
d—y =—+ —Z\/ﬁ; on pose y1 +iy2 = ©1(,Y),y1 — iy2 = p2(x,y), alors (E) devient
T a a
9%u n 9%u ( ou Ou )
a9 a4 WY, .
8y% ay% 6y1 8:1/2 Y1,Y2

2

2
Exemple] 345 () 2+ 2% o
€T Yy

d d
Solution : Les caractéristiques complexes sont solutions de (d—y)2 + 22 = 0, soit d—y = iz et
x x
d
aTy = —ix dont les solutions sont : 2y — iz? = ki et 2y + ix? = ko, ki,ks € R. On pose donc
x

2y —ix? = y1 + iy et 2y + ix? = y; — iyo, c'est a dire y; = 2y et yp = —22.

Les dérivées dans le nouveau systéeme de coordonnées s’écrivent

ou . 0u
oxr 0o
ou _ ou
dy oy
P
o* oy
0%u ou 0%u
= 2 4P
e o T o2
Ceci réduit (F) a I’équation
ou 0*u  0%u
22— + 42 (5 + =) =0,
dys o o

ou

0w 0%u 1 Ou

o7 " o3 2wy
Remarque 3.4.1. Pour trouver la solution générale d’une équation elliptique, on peut utiliser le
changement de variables suivant :

x1 = p1(x,y), xe = pao(x,y) tels que w1, 2 sont les courbes caractéristiques de I’équation sur C.

2 2
Exemple| 5.44. (5) 0%+ 00—
Y

Solution : I’équation (E) est elliptique, elle admet deux familles de courbes caractéristiques sur

C. En effet
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Nora Fetouci 3.4. Formes standards

dy .o dy dy
hal 1= s < _ )=
(d:c) + 0 — (derZ)(dx i)=0
dy . dy .
= %——Hou@_ ?

<< yYy=1r+couy=—1ixr+Cco

<<= y—ix=clouy+ir=cy

On pose :
Ty =y — iz,
T2 =y +iT.

Dans le nouveau systeme de coordonnées, on a

ou _ oudn  ouon
Oz Oxr1 Ox  Ozo Ox
B ou . Ou
= —Zaixl +Z(97.’L‘2
0%y 0, .Ou . Ou
92 = %(—za—xl + Za—@)

—z’g(%) 4 iﬂ(%)
ox 8:751 ox 8.732

0 PP 0w dryy 0 Ou dn 0 O oy
N Ox1 Ox1” Ox  Oxzy Oxz1’ Ox 0x1 Oxy’ Ox  Oxg Oxo’ Ox 7
9%u 9%u d%u 0%u
= ———+ + -—
axl 8$18$2 83318562 8332
Pu _ Pu, Pu P
or2 Ox? Ox10zy O3

De la méme facon, on trouve :

Pu_ou , Fu
oy?  Ox? Ox10zy O3’

L’équation (F) devient alors :
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Pu 0 e Pu
Or10xe Ox101y
0o
8901 8:(}2
= 2 )
(91'2 N 2
— U= /f(.CCQ)dJIQ + h(:l:l)
< u=h(z1)+ g(x2)
= u(z,y) = hly —iz) + g(y + ix),

ou f et g sont deux fonctions arbitraires.
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3.5 Exercices I

Exercice 1 Déterminer les régions du plan ou I’équation :

0%u 0%u 2 0%u
(2z + )\)@ + Qxyaxay 2

=0, A=cteeR, y#0,
est du type hyperbolique, parabolique ou elliptique.

Exercice 2 1°) Déterminer le type et la forme standard de I’équation :

0%u 282 1 0u
@_4 Oy? - z 0z =0

2°) En donner la solution générale.

Exercice 3 Donner la solution générale de 1’équation :

Exercice 4 Donner le type et la forme standard de 1’équation :

0%u 0%u 0%u ou ou
bt — +4 4 A[(x —y)* + 2% + 1Ju = 0.
ax2+2aa+282+ xa+ya+[(x Yy +a*+1u=0

Exercice 5 On considere ’équation aux dérivées partielles du second ordre a coefficients constants

0%u 9%u 9%u

— +b— — =0 b R E
a8$2+ 83}8y+03y2 ,  Q, 766 ) ( )

avec a # 0 et u € C2(R?,R). On suppose cette équation de type hyperbolique et on note

P(z,y) = az® + bxy + cy’.

1°) Calculer 71,72 € R tels que P(z,y) = a(z — my)(xz — ray).

2°) En déduire un changement de variables v(x1,y1) = u(x,y) tel que (E) s’écrive

0% B
Or10y

3°) Donner les solutions générales des équations (F) et (E).
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CHAPITRE 4

Méthode de séparation des variables

Nous allons indiquer une méthode qu’on peut souvent utiliser pour chercher les solutions d’une
E.D.P. vérifiant certaines conditions initiales et certaines conditions frontieres. D’une maniere générale,
la résolution d’une E.D.P. par la méthode de séparation des variables nous amene a résoudre des
problemes aux valeurs propres : équation différentielle du 2 eme ordre avec des conditions aux frontieres

a respecter, c’est ce qu’on appelle probleme de Sturm-Liouville ou probleme aux valeurs propres.

4.1 Probleme régulier de Sturm-Liouville

Définition 4.1.1. Soit sur un intervalle fermé borné |a,b] trois fonctions continues p, q et s vérifiant

p>0,s>0 etp de classe C*.

Soit
L 0@ D) + gfa) (@) + As(@) 1) = 0, (E)
et
aof(a) +aif'(a) =0, lag| +|a1] > 0, (F)

bof(b) +bif'(b) =0, |bo| + |b1| > 0.
La recherche des nombres X et des fonctions f non identiquement nulles solutions de (E) et vérifiant les

conditions (F) s’appelle un probléme régulier de Sturm-Liouville. C’est la recherche des valeurs

propres — A et des fonctions propres f de l'opérateur A défini par :

(A7) = 55 - 0@ + @) (@)
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sur lespace vectoriel des fonctions deuz fois dérivables et qui, en outre vérifient les conditions (F).

Théoreme 4.1.1. 1. 1l existe une famille dénombrable de valeurs propres réelles et simples de A :
Aol < [A1] < [A2] < oo < |An] < .. et nEr_{looMn] = 400, une fonction propre ¢ associée a Ay
vérifie :

%[p%} +qén — Ansdn = 0.

2. La suite ¢, n € N est une base de L2[a,b], a evactement n zéros sur]a,b[, ¢n—1 a un zéro entre

deuz zéros consécutifs de ¢n,.

3. Si ¢ satisfait (F') est continue et sa dérivée ¢’ est continue par mor¢eauz, alors
P

neo < ¢, Pn > 12[a,0] ¢n converge non seulement dans L?[a, b] mais aussi uniformément et

absolument sur [a,b] et on a
Vo € [a7 b]a ¢($) - Z < (ba ¢n >L§[a,b] ¢n
n=0

Exemple‘ 4.1.1. Résoudre le probleme de Sturm-Liouville suivant :

d? 0) =0,
xel0,m] (F) —‘];%—)\fzo (F) 1(0)
dx f(m) =0.
Solution : Equation caractéristique : 72 + X\ =0, A = —4)\.

On distingue trois cas :
®1 cas: A=0s0oit A=0
La solution s’écrit f(z) = ax + b.
f0)=0=0b=0. f(r)=0=ar=0=a=0.
ce qui implique que f(z) =0,
donc A = 0 n’est pas une valeur propre.
¢ 2°€ cas : A < 0 soit A > 0. On pose A = w?, w # 0 soit A = —4w? = r| = iw,ry = —iw
La solution s’écrit : f(z) = Acoswzx + Bsinwz
f(0)=0= A=0.
f(nr) = 0 = Bsin(rw) = 0 = sin(mw) =0 = 1w =nm, n # 0 = w =n, n # 0.,
donc A\, = n? sont les valeurs propres et les fonctions propres associées aux valeurs propres A,
s’écrivent

fn(z) = By sin(nz), B, € R.
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¢ 3°"¢ cas : A > 0 soit A < 0. On pose A = —2, v # 0, soit A =472 = r + 7.
La solution s’écrit : f(z) = Achyx + Bshyx
f0O)=0«<=A=0

f(n) =0 <= Bshyr =0 <= B =0, donc f(z) =0, A\ = 72 n’est pas une valeur propre.

4.2 Probleme périodique de Sturm-Liouville

Définition 4.2.1. Un probléeme de Sturm-Liouville sur [a,b] sera dit périodique si les coefficients de

(E) vérifient en plus des conditions frontiéres les conditions suivantes :

()

4.1
f'(a) = f'(b). -y

Remarque 4.2.1. Dans le probléme périodique, Ay est une valeur propre simple mais A, n > 0 peut

étre double.

Exemple‘ 4.2.1. Résoudre le probléme périodique de Sturm-Liouville suivant :

ceon @ im0 () [O=10)

dz? f1(0) = f'(1).
Solution :
Equation caractéristique : 72 + A =0 A = —4)\.
On distingue trois cas :
¢ 1° cas: A =0 soit A =0.
La solution s’écrit f(z) = ax + b.
f(0) = f(1) = b=a+b= a=0; lautre condition (f'(0) = f/(1) ne nous apprend rien sur b).
Par conséquent, A = 0 est une valeur propre simple f(z) = b (ol b est une constante arbitraire)
est une fonction propre simple.
¢ 2°¢ cas : A < 0 soit A > 0. On pose A = w?, w # 0 soit A = —4w? = 1| = iw,ry = —iw
La solution s’écrit : f(z) = Acoswx + Bsinwz

f(x) = —Awsinwx + Bw coswz

f(0) = f(1); A= Acosw + Bsinw;
=

11(0) = f(1). B = —Asinw+ Bcosw.
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A(1 — cosw) — Bsinw = 0;

=
Asinw + B(1 —cosw) =0
l—cosw —sinw ) )
= (1 —cosw)” +sinw” = 2(1 — cosw).
sinw 1—cosw

2(1-cosw) =0 < cosw =1 = w=2nm, n#0.

An = 4n?7? sont des valeurs propres et les fonctions propres associées sont
fn(x) = Ay cos2nmx + B, sin 2nme.

¢ 3°7° cas : A > 0 soit A < 0. On pose A = —2, v # 0, soit A =472 = r + 7.

La solution s’écrit : f(x) = Achyx + Bshyx
f(z) = Achyx + Bshyx

f'(z) = y(Ashyx + Bchyz).
f(0) = f(1); A = Achy + Bsh;
=

1(0) = f(1). B = Ashvy + Bchy.

A(chy — 1) + Bshy = 0;
=

Ashy 4+ B(chy —1) = 0.

chy—1 shy
A= = (chy—1)% —sh?y
shy  chy—1

= ch®y+1—2chy — sh®y

= (1—chy) = —4sh% # 0,7 # 0.

A=B=0= f=0,donc A <0 n’est pas valeur propre.

4.3 Principe de la méthode de séparation des variables

Soit L un opérateur différentiel linéaire et Au = 0 des conditions frontieres linéaires, on veut
résoudre I’équation (E) avec les conditions frontieres (F) et les contitions initiales (I) : (E) Lu = 0,

(F) Au=0, (I) u(z,0) = f(x).
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Théoréme 4.3.1. 1. On cherche d’abord les solutions de (E) vérifiant (F') qui sont de la forme
u(z,t) = X(x)T(t). Cela conduit a un probléme de Sturm-Liouville dont les solutions sont
constituées par une suite uny(x,t) = Xp(2)Ty(t), n € N de fonctions vérifiant (E) et (F). En

général X, est complétement déterminée mais pas T,.

2. Pour réaliser la condition initiale on utilise le fait que la suite X,, n € N est une base dans un
certain espace L2 convenable. On suppose que f appartient a cet espace et on la développe par
rapport a cette base : f(x) =) -ycaXn(x), Ty, est alors déterminée par la relation T, (0) = c,

et la solution est

u(a,t) =Y Xn(z)Tu(t)

neN

Exemple‘ 4.3.1. On veut résoudre le probléme suivant :

(E) 821(;;2, 2 = 8u(63;,t) pour 0 <z <I, t>0.,
(F) u(0,t) =u(l,t) =0
(1) u(z,0) = f(x),

ot f(0) =0, f € L%([0,1]).

Solution

On suppose que u(x,t) = X (z)T(t), 'équation (E) devient

X"(x) _ T'(1)

X"(2)T(t) = X (2)T'(t) <= =\

X (z) T(t)
On obtient
X"(x) = A X (z),
T'(t) = AT(t)
On a
u(0,t) =0 . X(0)T(t)=0 . X(0)=0 (T(t) £ 0)
u(l,t) =0 XO)Tt)=0 X({)=0

On va résoudre le probleme de Sturm-Liouville

X"(x) = A X (z),
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1. SiA=0, X"(z) =0= X(x) = ax + b,

X0)=0=10b=0,

Xl)=0=al=0=a=0,

ce qui entraine X = 0, donc A = 0 n’est pas une valeur propre.
2. SiA>0 A=w? w#0,

X (x) = achwz + bshwe,

X(0)=0=a=0,

X()=0=bwl=0=0b=0,

ce qui implique que X = 0, donc A > 0 n’est pas une valeur propre.
3.S5IA<0, A= —2 v #0,

X (x) = acosyx + bsinvyz,

X0)=0=a=0

X()=0=bsinyl=0= vyl =nm,n#0,

nm

= 7= T n#0,
2.2
donc, A, = 5z sont les valeurs propres et les fonctions propres : X, (z) = by, sin " 2.

(X,)n forme une base orthonormée de L?([0,1])

l
(X Xohpzon =1 & /0 (X (2))2dz = 1

l
& / b2 sin’ ?azdx =1
0

b2 [ 2nmw

& ?” ; 1-— cos(T)xdac =1
b2 . 2nm -y
= ?n[CC—%SlHTl’]O:l
62
& =1
2
2
S b, == 7
On trouve
)\n = _?227T7
X, (z) = /3 sin 22z,
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On résout le deuxiéme probleme : On a :

T'(t)=AT(t) <= T.(t) = \T0(t)

o) _ —nr?
= T B
2.2
e In|Th(t)| = T;” e
27\,2
= T,(t) = Tk = +eC.
On déduit que
2 ey
up(z,t) = jsin( l x)kpe 2
et
2 —n2n?
u(z,t) = an\/;sin(la:)e !
n>1
Reste a déterminer k,.
On utilise la condition initiale : u(z,0) = f(x), on obtient :
Zk \/>sm x) = f(x)
n>1
Zk:an(m) = f(z)
n>1
anXn(x)Xm(x) = flz)Xm(z)
n>1
! !
an/Xn(x)Xm(x)dw = /f(:c)Xm(x)da?
w1 Jo 0
D ke (Xn, X r2qoy = (> Xmdr2(o)
n>1
n=m: kn(Xn, Xm)r2qo)y = (f;Xn)r2(04))
et par suite ky, = (f, Xn)£2((0,1)),
par conséquent
\/7 nmw  =n’x?
t) = e ® ¢,
)= 3300 X apsin e
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CHAPITRE 5

Equation de Laplace - Equation des ondes -

Equation de la chaleur

5.1 Equation de Laplace

Considérons un ensemble de N boules de masse m reliées par des ressorts de raideur k. Chaque
boule est assujettie a se mouvoir sur une ligne verticale, et les lignes sont espacées d’une distance d.

L’énergie potentielle totale du systéme est par conséquent :

1
Ut ¥nsYns1) = Y 5k(Uns1 = vm)?,
n

ou y,, est 'ordonnée de la n-ieme boule (et x,=nd son abscisse). Pour quelle valeurs des y;, le potentiel
est minimum ? Comme U est une fonction de N variables, pour étre extremum, il faut que sa dérivée
par rapport a chaque variable soit nulle. Considérons la n-ieme boule. Dans I'expression de 1’énergie
sous la somme, il y a seulement deux termes qui contiennent la coordonnée de %, qui sont (3, —Yn_1)>

et (Yns1 — Yn)?. La minimisation de U par rapport & y, donne donc :

ou

— = k(2Un — Yn—1 — Un =0. 5.1
un (2y Yn—1 y+1) ( )

Cette derniere relation indique simplement que la force exercée sur la n-ieme boule doit étre nulle : en

effet, la force n’est que le gradient (& un signe pres) du potentiel. Lextremum du potentiel correspond
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Nora Fetouci 5.1. Equation de Laplace

a une position d’équilibre ou les forces exercées s’annulent. Faisant maintenant tendre d vers 0 et N
vers l'infini pour retrouver le continuum. La variable x = nd devient continue, de méme que la fonction

y(z). Comme y, = y(nd), nous avons, par un simple développement de Taylor,

dy 1 d?y 2
Yn+l = Yn + %‘mzwn iw‘x:zn )
et
_ dy 1d%y 2
o1 =Un = ol o A+ 505 s,

2

L’équation 1} se transforme donc en une équation différentielle d—z = 0. A plusieurs dimensions en
T

appliquant la méme démarche, on aboutit a I’équation
Ay =0, (5.2)

ou 'opérateur A désigne le laplacien. L’équation ([5.1)) est appelée justement 1’équation de Laplace.

Définition 5.1.1. L’équation de Laplace dans R™ est :

Pu u,  Pu_,
or?  ox3 T 022

On note Au le premier membre, ainsi ’équation de Laplace dans R? est

0*u  O%*u
A = — _— =
U 92 + 0,2 0,

et dans R?
Pu  0*u  O*u B

2 e o2

La quantité Au s’appelle "le laplacien” de u.

Au

Définition 5.1.2. Une fonction u qui vérifie Au = 0 dans un ouvert G de R", s’appelle une fonction

harmonique dans G.

Corollaire 5.1.1. L’équation de Laplace dans R™ s’écrit en coordonnées polaires (c-a-d, x = rcos 6, y =

rsinf) comme suit
u  10u 1 0%

AUZW—F;@T—FT‘?%’

r >0, 0 €[0,2n].
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Nora Fetouci 5.1. Equation de Laplace

5.1.1 Equation de Laplace sur un disque

Soit D le disque (z — z0)? + (y — y0)? < R% de centre My(xo, o) et de rayon Ry.

Soit f une fonction & valeurs réelles de période 27 de classe C? sur R, on cherche une fonction u

harmonique dans D telle que : u(Rp,0) = f(0)
On a:

_Ou 10w 10
o2 ror 2002
u(Ro,0) = f(0)
u(r,0) = u(r, 0 + 2m).

Au =0

(5.3)

En utilisant la méthode de séparation des variables, nous poserons d’abord : u(r,0) = R(r)0(0).

L’équation (5.3) devient alors

LR'(r)  R(r)  ©"(6)
"R TR T ew)

d’ou

R VTR0 T ew)

R R0)_6'0)

Ceci nous ramene au probleme de Sturm-Liouville :

0" (0) = —\O(0)
00 + 21) = ©(6),

(5.4)

ses solutions sont ©,(f) = A, cosnf + B,sinnd, A = n?, n € N, R(r) doit alors étre solution de

I’équation d’Euler :

r2R'(r) + 7R/ (r) = n*R(r) = 0.

Pour n = 0 les solutions sont : R(r) = ¢+ d, pour n # 0 ce sont R, (r) = cr™ + dr~". Comme u doit

étre continue dans le disque il faut d = 0. Ainsi
O,(0)R,,(r) = er (A, cosnb + By, sinnf),
posons alors

u(r,0) = Z " (a, cosn + By, sinnb).

n>0
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5.1. Equation de Laplace

Le développement en série de Fourier de f

f0)
avec
ao
an
bn
On a

équivaut a

Z(an cosnb + by, sinnb),
n>1

1 2T

— d

27 ), flp)de

1 27

- f(p) cos npdep,

™ Jo

1 27

— f(p) sinnpdep.

™ Jo

U(ROa 0) = f(9)7

Z Ry (ap, cosnb + By, sinnb) = ag + Z(an cos nf + by, sinnh),

n>0

on obtient par identification

c’est a dire

n>1

ap = Qy,

—_— mn
an = Rijap,

bn = Rgﬁny
Qo = aop,

an = R,
fn =
n = Rn

Revenons a (5.5)), grace a (5.7) et (5.6), u(r,d) s’écrit

1

(5.7)

2m 1 2
u(r,0) = — i flp)de + = Z(}go)”/o (cosnf cos ny + sinnd sin ny) f(p)de

2T
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Nora Fetouci 5.1. Equation de Laplace

1 o 1 o, 2w
= o5 ) Qe+ Z(Ro)/o (cosn(p — 0) f(p)dep

n>1

1 .
- (e(=0) | gmin(o=0)
o7 Jy f dp + — § Ro /0 +e f(@))dy

_ i 1+Z n'mg09+2 nfzngo 9))f(90)d80

0 n21 n>1
2m i(p—0 -0
- % 0 (1 + ROT_e Zi(gj—e)) + Ror_e r;:(;_g))f(SO)dSO
2 ) _ 9.2
o [ e
d’ol
2m 2 2
u(r,0) = 217r /0 R% + 72 Rﬁr?&?cos(gp —0) F(p)de,
ou encore

27 R(Q) _ (1‘2 4 y2)
U(T, 0) = 5= 2 - 3 3
27 Jo  R§+ 2Ro(xcos(p) +ysin(p) + 22 +y

fp)dep.

5.1.2 Noyau de Poisson

Définition 5.1.3. On appelle Noyau de Poisson relatif au disque D de centre O et de rayon R la

fonction harmonique dans D définie par.

P(x ) _ i RQ—($2+y2)
oy = 27T[R —2R(zcosf + ysind) + 22 + 7]
Re' + 2
N 27TR (Rele—z)

Remarque 5.1.1. Pour tout 0 et tout z,y tels que > +y*> < R?, on a : Py(x,y) > 0.

Théoréme 5.1.2. Soit f une fonction continue sur [0, 27| telle que f(0) = f(2m) et soit

D = {(z,y) € R? : 22 + 4% < R?} et T sa fronticre. Alors, il existe une fonction unique u qui satisfait
1. u est harmonique sur D.
2. Z_l}}giigu(z) = f(0).

Cette fonction est
2w
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Démonstration. 1. Soit p < R. Dans le disque z? + 32 < p? la fonction Py est de classe C?, et

donc on peut dériver sous le signe d’intégration 'expression (5.8)), et on trouve

Au

27 2 2
! / (20 Ty g)an.
0

T o Ox? Oy?

Comme Py est harmonique on obtient
Au =0,

d’ol u est harmonique sur D.

2. Pour montrer que lim wu(z) = f(#), on doit démontrer que

z— Ret?
2
lim  wu(z) = f(6p) et Py(x,y)do = 1.
|z|<R 0
z%ReiHO:fo
On a
1 Re" + 2
P, = —Re(l—5—
9(x7y) o e(Rele_Z)’
Re? + 2 _ Re" + 2
Re?? — 2 —  Re(1 — zR-1le~i)’
Re® + 1

Re®? 1 —zRle 0’
Comme |z| < R on trouve donc que |zR~e™¥| < 1 et par conséquent

1 z 22 z

1— 2R le—i0 — 1+ Reib + R2¢i20 + " Rngind’

n

d’ou
gzzfj = (1+]£i9)(1+]éi6+1%2i%+...)
= 14245+ QRQZ;Q + ..
= 1+ 2%5” + Q;e‘iQ(’ + ot Q%e—me,
(5.10)
on obtient
Re(w) =1+22 cos(0) + 22—2 cos(20) + ... + 22 cos(nb) + ...,
ReW — 2z R R2 R
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pour |z| < p < R.

Dans le disque D on peut intégrer cette série terme a terme et comme

2 1
/ cosnfdf = —sinnf|i" =0 Vn > 1,
0 n

on otient
2w
Py(x,y)dd = 1.
0
Montrons maintenant que ll}mR u(z) = f(6o).
z|<
z—>Rei60:§0

D’apres ce qui précede on sait que

2
u(z) = /O Pyl ) £(6)d6),
d’ou
21 21
u(z) — f(B) = /0 Pyl ) f(6)d6 — /0 Py, y) f (Bo)dd
27
- /0 Py(e, y)(f(6) — f(80))db.

Soient 7 €]0, 27| et

Oo+n
L o- / Py(a, y)(f(6) — £(60))d0

fo—n
Bo= [ Ray)() - 160
|0—00|>n
Comme f est continue, soit £ > 0 fixé, il existe 7 tel que V0 € [0y — n, Oy + 7]
€
76) — £(60)] < 5.

et par suite

Oo+n
| = /9 Py, 1)(£(0) — £(00))db

o—"n
0o+n
< / Pa(a,)I|(£(6) — [(60))|d6
6o—n
c 6o+n
< / |Py(, )| d6
6o—n
€ 21
< 2/ | Py(z,y)|do
0
L€
-

Retournons maintenant au second morgeau. On remarque que

lim  sup Py(z) =0, &= Re" & = Re',
z—Re|e_gp|>6
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En effet,
R2 2 1 R2 _ 2
sup Py(z) = — sup J < — sup —|Z|2, alors la limite du majorant a
6ol 2Me—gol>s € — 2 7 2mjego>610 — |60 — 2|

droite quand z — Re est R? — |2|2 — 0, d’on

lim sup Py(z) =0,
2R le—go| 26

et par suite il existe 0’ > 0 assez petit pour que

€
z—&|<d = sup Pp(2) < ———r.
| o |6—£o|>6 b(2) 2m(k + [ f(00)])

Alors pour |z — Re'| < §" on peut effectuer la majoration
= [ REU®) - £
[00—60|>n
2 2m
S 1@+ [ reas)

§k27r + 27| £(6))] =

IN

IN

d’ot lim wu(z) = f(6y).
z— Re'?0
Par coséquent

1
o 0) =~ [[ uta)dady

Corollaire 5.1.3. Sous les mémes conditions précédentes on a

[ / [ futa)Pdody]

|u(z0,y0)

1
~ V7R
Démonstration. D’apres 2 du théoreme précédent on a

1
)l = |z [[ o

1
< g || wleldsa,

d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz

lu(zo,y0)| = 7TR2/ |u(z, y)|dxdy
2 3 1
< TFRQ// u(a, y)|*dady)* ( // |dzdy)>
1
< YR uteaPasdy?
<

=[] wPaeiy)?
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I O

Théoréme 5.1.4. Si u est continue sur le disque de centre (xo,y0) et de rayon R et si de plus u est

harmonique sur ce disque alors,

T o .
1. u(xo,y0) = o 02 u(xo + Rcos p,yp + Rsin p)dyp,

1 ffD((:c,y),R) u(z,y)dzdy .
2m ffD((a:,y),R) dxdy 1z [ puw(x, y)dzdy.

2. u(zo,y0) =

Démonstration. 1. Le noyau de Poisson relatif au disque de centre (xg,yo) et de rayon R est :
RQ o 7.2

u(zo+Reos g, yo+ Rsing) o5 cos(io— )"

1
u(xo+ Rcosp,yo+ Rsinp) = Py 027r

T
Posons r = 0 on obtient

27
u(zo,yo) = 27r/ u(xo + Rcos p,yo + Rsin p)dep.
0

2. D’apres le premier point du théoréme, on a pour tout 0 <r < R

1

27
u(zo,yo) = 27r/0 u(xg + Rcosp,yo + Rsinp)dyp,

en multipliant les membres par rdr et en intégrant de 0 a R on trouve que :
R 1 [R o
u(zo, yo) / rdr = o / / u(zg + Rcos p,yo + Rsinp)rdrde
0 TJo Jo

R? 1
?u(xo,yg) = 271_//D|u(x,y)\d1:dy.

O
5.1.3 L’équation de Laplace dans un rectangle
On cherche une fonction u harmonique pour 0 < x < a et 0 <y < b telle que :
u(z,0) = f(x), Yz €]0,q]
u(z,b) = g(z), YV €]0,q|
(5.11)
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5.1. Equation de Laplace

On suppose que u(x,y) = ui(x,y) + ua(x,y) + uz(x,y) + ua(x, y) est solution du probleme initial.

On obtient quatre problémes, chacun de ces probleémes peut se résoudre par séparation des variables.

\

,

\

82u1 62u1
Ox? Oy?
u(z,0) = f(z),

ul(xa b) = u1(07y) = ul(aa y) =0,

=0,

82U2 82u2
—2 4
Ox2 Oy?

U2($’ b) = g(l‘),

:07

uz(z,0) = u2(0,y) = uz(a,y) =0,

0%us n D%us _
Ox2 Oy?

u3(0,y) = h(y),

us(x,0) = ug(x,b) = uz(a,y) =0,

0,

82 2
Uy + 8 ’u,4’
Ox? Oy?
ug(,0) = k(y),

ug(x,0) = ug(z,b) = ug(0,y) = 0.

Nous allons indiquer de quelle fagon on procede pour calculer u.

Soit uy(z,y) = X(2)Y (y), u1 est harmonique si

soit

X"(@)Y (y) + X (2)Y"(y) =0,

X"(x) _ =Y"(y)

X@) Y

Le probleme de Sturm-Liouville pour X est :

X"(x) = XX (x) et X(0) = X(a) =0 puisque Yy u1(0,y) =0 = uy(a,y).

Pour \ = 0, '"équation X" (x) = 0 implique que X (x) = az + b.

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

En tenant compte des conditions aux frontieres X (0) = X (a) = 0, on trouve a = b =0, d’ou X = 0.

Donc A = 0 n’est pas valeur propre.

Pour A >0 : On pose A = 2, v # 0.
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2 _ 42

X"(z) = v?X (z), l'équation caractéristique : 7
X(x) = Achyx + Bshyx

X0)=0=A=0

X(a) =0= Bshya=0= B =0, alors X =0

Pour A\ <0: A= —-w? w#0

X"(z) = —w?X(x): r? = (iw)?

X(z) = Acoswx + Bsinwz

X(0)=0=>A=0

X(a) =0= Bsinaw =0 = sinwa =0 = aw =nm,n # 0 —= w = L.

a
2,2

nem . onr
Ap = — 5— sont des valeurs propres et X, (z) = B, sin —x.
a a

La suite (X,,) forment une base de L?([a, b]). (Voir théoreme 4.1.1). De plus, on a
a
(X, Xn)p2(ap)) =1 = / B2 sin? M da =1
k) 0 a

a
. 9 NT
= BZ/ sin? —adr = 1
0

a
B2 [@ 2
= ”/ 1—cosﬂxdx:1
2 0 a
B2 a 2
= Sl sl =1
B
<— a—=1
2
2
<~ B, =+4/-,
a

ce qui rend la suite (X,,) orthonormée pour B,, = :l:\/g .

Les solutions de ce probléme sont

2
Xp(z) = \/;sin(nﬂax) n>1,

On résout le deuxieme probleme

2.2

Y (y) — 5V, (y) =0,

a

Y, (b) =0,
la solution est donnée par

Vo(y) =cea¥ +de” "o,
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en utilisant les conditions initiales, on obtient
VLT\'b 7l7l'b

Y,(b) =0 <= cea’+de «’ =0

_2nmy
<~ c=—de o,

il en résulte

2nm

Yoly) = —de” @ bW LY

= 2de~Tbsn (b — y),
a

ce qui impose :

nmw
Ya(y) = kns}l?(b —v)

on pose donc :

(z,y) Z\/781n mrx nsh%(l)—y).

n>1

On sait qu’on peut développer f en série de sinus sur [a, b] de la fagon suivante :

flx f(t) sin( )dt sm(ﬁx)
n>1 / ]

a

Pour que uq(z,0) = f(x) il faut donc

n: f t) sin mr) ;,VnZL
Sh(mrb)

on trouve donc

nmx

ui(z,y) = Z[ash mb / f(t) sin( )dt} (a )h—(b ).

Cette formule définit bien une solution si f € C! et f(0) = f(a) = 0.

5.2 Equation des ondes

Nous nous sommes préoccupé dans la précédente section de phénomenes statiques. Essayons main-

tenant de formuler la dynamique. Revenons a notre exemple précédent et supposons que chaque boule
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a une masse m. Nous pouvons maintenant écrire la relation fondamentale de la dynamique F' = ma

dyn

2 La force sur la n-iéme boule

pour chaque boule. L’accélération de la n-ieme boule est donnée par

étant égale au gradient du potentiel, i.e. F,, = _87’ nous avons, en suivant ce que nous avons dit
Yn
plus haut,
4>y
m
dt?

= —k(2yn — Yn+1 — Yn-1)- (5.16)
Comme m dépend de notre découpage, la réponse est plus simple cette fois. Si nous désignons par p

la densité (linéaire & une dimension), nous avons m = pd. Nous avons également, comme indiqué plus

K 0%y
haut, k = 4 et (2Yn — Ynt1 — Yn—1) & —(@)dz-
Quand d — 0, I’équation (5.16)) devient
Py aPyp
ot? pd Oz?
K 0%y

p 0%

C’est ce qu’on appelle I’équation d’onde. Elle se généralise de laméme maniére & plusieurs dimen-
sions.

Question : qu’est ce qui joue le role de la densité pour les phénomenes électriques ?

Nous pouvons maintenant aborder plusieurs généralisations. Si les boules baignent en plus dans un
liquide, il faut tenir compte de la force de dissipation visqueuse qui est proportionnelle et (opposée a

d
la vitesse), et donc a —%. L’équation d’onde devient alors, lors du passage a la limite d — 0,

0? 0 0?
p—y A g2
ot? ot 0x?

En électromagnétisme, A dénote le coefficient d’absorption d’un matériau (I'inverse de sa transparence).
Nous voyons que si la masse des boules (la force interielle) peut étre négligée par rapport aux autres
forces de frottement et appliquée par les voisins, nous pouvons négliger la dérivée d’ordre 2 par rapport
au temps et écrire

oy 0%y
ot 0x%’

qui n’est rien d’autre que ’équation de la chaleur.

Définition 5.2.1. L’équation des ondes est une équation aux dérivées partielles d’ordre deux hyper-

bolique s’écrivant sous la forme suivante :
0u 5 0%u

el =c 922 en dimension 1, (E1)
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9% Pu 0%

i CQ(@ + a—yz) en dimension 2, (E2)
0? 0? 02 0?
8—;; = cz(a—;; + BTJZ + a—;g) en dimension 3, (Es)

ou ¢ est une constante non nulle.

5.2.1 Equation des ondes dans R

Pu 0%
gr_2d
ot? Ox?

condition frontiere, mais des conditions initiales.

Il s’agit de résoudre I’équation (E) : =0pourz € Rett >0:iln’yapasde
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Formule de d’Alembert

0
Théoréme 5.2.1. La solution de (E) telle que u(z,0) = f(z), au

~E(2,0) = gla) est

x+ct
ule.t) = 5lf(e+ ct) + fa et + oo [ gl

cette formule s’appelle la formule de d’Alembert.

Démonstration. On va chercher la solution générale de (F) par la méthode des caractéristiques.

Les courbes caractéristiques sont les solutions de I’équation

dr .o o dx dx dx dx
(—dt) c O<:>(dt+c)(dt c) 0)<:>dt cou — ¢ < dr = cdt ou dx c
On obtient :

r—ct ==k et x4+ ct = ko,

ou ki et ko des constantes réelles. Posons

On a
1 —c
=2c#0.
1 ¢
o _ oo
ot oxy Oxa’
0%u 5 0%u , 0%u 5 0%u
5 = C 5 —2C +c'——,
6t2 8:6% 8([)101‘2 al‘%
o ou, 0w
or  Ox;  Oxo’
P _ P, Pu o
or? Ox? Ox10zy O3
En remplagant dans 1’équation (F), on obtient
82
U,
81‘181}2

En intégrant cette équation, on trouve la solution

u(z,t) = K(x — ct) + G(z + ct).
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Exprimons les conditions initiales :
u(z,0) = f(z) donne
K()+ G(2) = f(a), (5.17)

ou

a(:): 0) = g(x) donne

CK'(2) + C(x) = %g(w), (5.18)
En dérivant la relation , on obtient :
K'(z) + G'(z) = f'(x), (5.19)
en additionnant et on obtient
)= 4 L),

et par suite

Gla) = 35+ 5 [ oy + e
de on a
K(z) = f(z) - G(z)
K@) = 3f@) =5 [ swiy—e
on a alors,

T—ct x+ct
wat) = 38—ty =5 [ gy et grer e+ g [ oy a,

d’ol et
u(w,t) = 5fla = o)+ ot + o [ gy

—ct

5.2.2 Equation des ondes avec second membre dans R

Théoréme 5.2.2. Soit h une fonction continue de x ett. Pour x € R ett > 0, la solution du probléme

*u 0%

gz € ggz ~ ME ),

qui vérifie u(x,0) = f(z), Ve € R et Ou

ot (QT,O) = g(a:), VY € R, est

u(x,t)—;[f(x—ct)—I—f(a:—i-ct)]—l—;c/Hd dy+/ /H” 7 T)dydr.

—ct
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2 2
Exemple ‘ 5.2.1. La solution du probléeme g;; —02% = 22 telle que : u(z,0) = f(z) et gu

922 ¢ (‘7:7 0) =
g(z) est

z+ct z+c(t—T)
u(:c,t):;[f(:c—ct)+f(az+ct)]+1/ dy+/ / y*dydr,

CJr—ct c(t—T)

en calculant la derniére intégrale, on trouve

1 x+ct 242 5.4
u(e.t) = 5lfe = ct) + S+t + o [ gidy+ T+

—ct

5.2.3 Equation des ondes dans R?

Soit Py = (x0,¥0, 20) un point de R3.

Les coordonnées sphériques d’origine Py sont définies par ’angle polaire ¢, ’angle azimutal 6 et le
module p; 6 € [0, 7], p € [0,27] et p € RT.
Soit P = (z,y, z) alors :

T — xg = psinf cos

Yy — yo = psinfsin p

z— zg = pcosb.
On notera B(Py,7) la boule |PyP|? < r2 de centre Py et de rayon r et S(Py,r) la sphere |PyP|? = r2.
En coordonnées sphériques I’élément de volume est : dv = p? sin dfdpdy et 'élément de surface sur
S(Py,p) est : do = p?sin§dOde.

Définition 5.2.2. Soit ® une fonction continue dans une boule B(Py, R) de centre Py(xo,yo,20) et

de rayon R et soit r < R. On appelle moyenne de ® sur S(Py,r) la quantité

1
M‘P(P(J’r) = A2 //S(P )@(m,y,z)da
0,7

21
T A2 / / r? sin 0P (xo + rsinb cos p, yo + rsin @ sin p, zg + r cos 0)dfdy
mr 0 0

1 2
= — / / sin 0P (xg + rsinf cos p, yo + rsin b sin @, zg + r cos §)dfdp
o Jo
Théoréme 5.2.3. Si ® est continue dans un voisinage de Py alors,
©(20, Y0, 20) = MM (Fo, 7).

Démonstration. On sait que

(I)(xo, Yo, ZU) = be(xo,yo,ZO)(P07 7’)
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‘M¢(P07T) _é(w()vyOvZO” -

2m
— / / [®(z0 + rsinb cos ¢, yo + rsinsin g, 29 + 7 cos 8) — ®(xo, Yo, 20)] sin Odfdep|
0

2m
— / / | (2o + rsinb cosp,yo + rsinfsin g, zo + 7 cos ) — D(xo, yo, 20)|| sin 6|dOdep.
0
Comme @ est continue au voisinage de Py on obtient pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que 0 < r < 7
on a

2
|®(x0 + 7sinf cos p, yo + rsinfsin g, zg + 7 cosd) — D(xo, o, 20)| < —E
T’

alors

¢ 27
[ Ma(20,50,20) (F0, ) — ®(0, Y0, 20)| < 2/ / dfdy
an= Jo Jo

<

et par suite

q>(£07y07'20) :l%MCI)( POar)‘

70,%0,20) (

Nous aurons aussi besoin du théoréme suivant

2 s s s . ;.
Théoréme 5.2.4. Soit v = (v, v2,v3) un vecteur dont les coordonnées sont continument dérivables

a lintérieur de la boule B(Py,r) et soit v < R. Alors

/// (%1 % + %)dxdydz = // .U do
B(Po,r) 89 0z S(Po,r)

T 27
/ / (w1 + Bog + yuz)r? sin OdOdp,
o Jo

« = sinf cos ¢
—
n

=4 [ =sinfsinp
v = cosf
est le vecteur unitaire normal a la sphére au point P et dirigé vers 'extérieur de celle-ci.
v1, U2 et vs sont exprimées en fonction de x = xg+rsinfcosy, y = yg+rsinfsiny et z = zg+1rcosb,

cette formule est appelée formule de Cauchy.

Théoreme 5.2.5. Formule de Kirchoff
Soit
0%u B Pu  *u  0*u

FrEh (ax2 Tog T 0,22)

léquation des ondes dans R3.
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1. Pour toute fonction g de classe C* dans R3 il existe une solution unique u de (E) telle que

0
u('CL‘7 y’ Z?O) = O et %(x’ y? Z? O) = g(l‘7y7 Z)'

Cette solution est donnée par

1
w(zo, Yo, 20,t) = 47r02t//5(p r)g(x,y,z)da
0,

2m
= —5 / / g(zo + ctsin cos p, yo + ctsin O sin ¢, zp + ct cos 0) sin 0dOdp
4mest 0 0

ce qu’on peut aussi €crire

u(Py,t) = tMg(Po, ct).

Autrement dit, la valeur de uw en P a l'instant t est égale a t fois la moyenne de g sur la sphere
de centre Py et de rayon ct.
2. Pour toute fonction g de classe C? et toute fonction f de classe C? il existe une seule solution u

de (E) telle que u(x,y,2,0) = f(z,y,2) et

par la formule de Kirchoff suivante

t 0 4
t) = —= ; d = |—= ; d
U(Jjo, Yo, 205 ) 4242 //S(Pg’ct) g('Tv Y, Z) o+ ot [47T02t2 /\/k;'(Poyct) f('Ta Y, Z) O-}

1 of

= g //S(PO " (tg(z,y,2) — f(z,y,2) + ct(rsin6 cos go% + 7sinfsin gog—f + rcos@az )]do

%(az,y,z,O) = g(x,y, z). Cette solution est donnée

0
= th(Po,Ct) + =

P [tMf(Py, ct)].

Démonstration. Soit u une fonction de classe C2. Nous allons calculer

0%u
L = /// —(x,y, 2z, t)dxdydz
- 522 ( )

2u 82 82
I, = /// - @ 8 82)dxdydz

0%u
L = /// —(x,y, z,t)dxdydz
1 B(Fo.r) o2 )

2m
= / / / Wg(:po + psinf cos g, yo + psinfsin g, 2y + pcos f)p? sin Odpdf
T 62 T 27
= / p28t2 / / sin Qu(zo + psinf cos ¢, yo + psinfsin g, zg + pcos 0)doy)dp
o Jo :

r 82
= 477/ p° == (My(Po, p))dp,
Y

ou M, est la moyenne de u au point Fy.

Soit V le vecteur gZ’ gz, ?9: ( V= gradu)

2u 9%u —
I / / / —) = / / n.Vdo,
27 I seem NP ) 2S(Po.r)
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D’apres la formule de Cauchy

T 27
I, = / / (Singcos (p@ + sin @ sin (p% + cos 9@)7'2 sin 0dOd.
o Jo Ox dy 0z

D’autre part on a

ou _ udr  Oudy  Oud:
ar Ox dr Oyodr 0zO0r

in6cos o0 1 sinfsin o + cos g
= sinfcosp— +sinfsin p— + cosf—
e gD@y 0z’
alors
2 TR ou . . . .
I = r a—(xo + 7rsinf cos @, yo + rsinsin @, zg + r cos #) sin 0dOdyp
o Jo r
o T 2w
= T28/ / u(xo + rsinf cos p, yo + rsin @ sin ¢, zo + 1 cos 0) sin Odbdp.

rJo Jo

Si u est solution de I’équation (E) alors

[1 — 6212 = 0,

et donc

or2

en dérivant les deux membres de 1’égalité par rapport a r on trouve que

OM, T 92 M,
4M202W(T’t) :47T/O P (p, t)dp,

oM. 0% M, 0% M,
9 2 U 2.2 u 2 u.
ey (Mg () = 0

Posons N, (r,t) = rM,(r,t), alors si u est solution de (E), on a

9*N, 0°N
Pt =t 2
or? ot? (5:20)
De plus N, satisfait les conditions
Ny(r,0) = rM,(r,0), (1)
0 oM,
SN, 0)] = P2 (r,0) = My(r). (3)

Posons r < ct et on résout 1'équation ([5.20]) avec les conditions (F7). On sait que la solution générale

de I’équation des ondes s’écrit sous la forme
Ny(r,t) = F(r +ct) + G(r — ct).

D’apres (1) on trouve que

F(r)4+ G(r)=0,
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on dérive cette équation on obtient
F'(r)+G'(r)=0

De (3) on obtient
F'(r) = eG'(r) = rMy(r),

don
Fl(r) = G(r) = ~rM, (r),
C

en additionnant (5.21)) et (5.22) on trouve

2F(r) = M, (r),

donc
r
F/(r) = My (1)
en intégrant on obtient
1 T
F(r)= - / pMy(p)dp,
2c 0

alors

1 r4ct
Frte) = [ oMol

D’autre part, en utilisant (2)

Flct) + G(~ct) =0,

d’ou

et par suite pour tout & € R* on a

Gla) = —F(a),
ce qui montre que
G(r—ct) = —F(ct—r) (r<ct)
1 ct—r
= —— M,(p)d
5 pMqy(p)dp,
par conséquent
1 ct+r ct—r
Nu(r,t) = o] pMy(p)dp — / pMy(p)dp]
¢ Jo 0
ct+r 1
= —pM,(p)dp.
/ct_r 5P Mq(p)dp

Comme

i’LI}TéMu (T, t) = u(xO, Yo, <0, t)a
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on obtient donc

) 1
iziréMu(?”, t) = gjir(L);Nu(r, t)
= limNu(r’ t) = Nu(0,1)
r—0 r
_ ONu(0.1)
B or
D’autre part
Ny(r,t 1
aa(:) — %[(ct +r)Mg(ct 4+ rt) + (ct — r)Mg(ct — )],
d’ou
ON, (0,1 1
8(7n) = Q—C[ctMg(ct, )+ ctMg(ct,r)] = tMy(ct).
Alors

u(xo, Yo, 20,t) = tMy(ct,r), ce qui montre le premier résultat annoncé.

D’une fagon analogue on démontre le dernier résultat. Dans ce cas N, est la solution de ’équation

(5.20]) avec les conditions
Ny

(FQ) Nu(ovt) :O’
9
ot

La solution générale s’écrit sous la forme suivante

1
Ny(r,t) = 5[(075 +r)Ms(r+ct) — (ct —r)Mys(ct —r), pour ct > r.

82\%@ = %[Mf(ct + 1)+ Ms(ct —r)]] + %[(ct + r)M}(ct +7)+ (ct — T)M}(ct —r)],
et u(xo, Yo, 20, ) = My(ct) + ctMy(ct) = %[th(ct)}.

La solution qui vérifie a la fois

u(z,y,2,0) = f(z,y,2)

d
—(2.9,2,0) = g(a.y,2),
. d
ne peut étre que tMgy(ct) + &ﬁMf(Ct)]' O
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Nora Fetouci 5.3. Equation de la chaleur

5.2.4 Equation des ondes dans R?

On considere une fonction indépendante de z et

2
u(zo, Yo, t) = I / / g(xo + ctsinf cos , yo + ctsin 6 cos ¢) sin dOdy

5 2m
— / / g(xo + ctsinf cos @, yo + ctsin O cos ) sin Odfdy
o Jo

la solution de I'équation dans R? telle que u(z,y,0) = 0 et g (,9,0) = g(z,y).

Pour 4 € [0, ] on pose p = ctsinf, alors dp = ctcos6df, p € [0,ct] et

cosf = /1 —sin?6 =4/1 02t2 \/02252 — p?, de sorte que :

ct 2 0
u(zo,yo,t) = 5= / g(@o + peos g, yo + psin p)————dpde
I 27 Jo Jo ’ ct cos 6
ct 2T ﬁ
= / g(wo + peosp, yo +psm<p)1c—tdpd<p
27TC CQtQ — p2

ct
p

ct 2
= 27rc / g(xo + pcosp, yo + psin @)\/Ti_pgdpdﬁﬂ

ct 27
_ 2 / g(xo + pcos p,yo + psingp) odpdo.
e

Ny
Alors sur le disque D(xq,yo;ct) : |z — 20]? + |y — vo|? < (ct)?, on a la formule suivante

Théoréme 5.2.6. Formule de Poisson

La solution de
d%u Pu 0%
oz (81:2 + 8y2)

telle que
u(z,y,0) = f(z,y)
du
E(l‘ﬂ% 0) - g($7y),
est
u(zo,yo.t) = 50 ff — dedy + &[5 ff ) dedy).

VAR [(@—20)*+(y—y0)?] Ve —l(@=20)*+(y—y0)?]

D(z0,y0;ct) D(z0,yo;ct)

5.3 Equation de la chaleur

Définition 5.3.1. Dans un espace de dimension 1, [’équation aux dérivées partielles d’ordre 2 :

ot
ot 0x?’
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Nora Fetouci 5.3. Equation de la chaleur

s’appelle équation de la chaleur, ou équation de diffusion. La variable t représente alors le temps,
les autres variables, les variables d’espace.

Soit 2,
ow B 28

La fonction u(x,t) = w(kx,t) est solution de

ou_ o
ot Ox?
Remarque 5.3.1. Nous supposerons désormais k> =1 et t > 0.
2.,
Théoréme 5.3.1. Une solution de ?;: g 5 telle que : tﬁ@u(x,t) = g(x) est
(e
u(z, t) 2\F/ exp [ = ——==]g(y)dy.
Démonstration. On a :
0%u 1 © 0 1 —(x —1y)?
o2 72\/% _m@(%exp [7475 ])g(y)dy,
ou 1 © 0,1 —(x —y)?
el i Gl d
o 2\/%/00 at(\/iexp[ o D9w)dy,
O*u  Ou 0., 1 —(x —1y)?
— - = — — = = )(— _— dy.
o = o) aa a e D
2
Pour démonter que a—u - % =0, il suffit de démontrer que :
or? Ot

Pu  Ou_, 1 —(z—y)?,
(@ - E)(ﬁ eXP[T]) = 0.

On a d’une part

0 —(x —1y)? -1 —(r—y)? (r—y)?1 —(z — y)?
at(\[eXp [(4153/)D — o3 P (4t L 4t2y) Nl (475 SIS
—(z—y)? (z—y?® 1
= o U o)
De l'autre part
0 —(x —1y)? —2(z — —(z — y)?
(‘?yc(\iieXp [(475‘11)]) = \22(4ty)exp [(#y)] (5.24)
-1 (z —y)?
= 2t3/2(:c—y)exp— T
a 1 —(z —y)? g, —1 r —y)?
a2 o gD = gt - wew— )
-1 r—1y)? 2(x — T —1y)?
B 2t3/2[eXp_( 4ty) -y - (4t y)eXp_( 4ty)]
-1 (@—y?  —(r—y)

Gar + gpr )P4
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Nora Fetouci 5.3. Equation de la chaleur

Il résulte de et (| -

O*u  Ou, 1 —(z — y)?
o~ oAy D=0
ce qui donne le résultat du théoreme. ]

Théoreme 5.3.2. 1. Si |g(y)| < Me®¥l, alors |u(x,t)| < Me* el

2. Si g est une fonction continue en xq et |g(y)| < Me¥ alors la fonction

_ 1 +o00 (z—y)? . X B
u(z,t) = Ve foo 17— 9(y)dy est continue en (x9,0) et xlgrwlou(a:,t) = g(=p).
t—0
Démonstration.
(z —y)
| = WY 0(y)d
(e, 1) Qf |- g

<

(z — )2
= [ e gty

x_y)Q aly|
< ) yealylyg
< 2f/ exp(— m )e¥dy,

or [yl =y —z+z| < |y — x|+ |z don

lu(z, 1) < 2% /;mexp(_(x;ﬁ)exmy_mmmy
s | ol @f P
En utilisant le changement de variable : £ = \[ d€ = \/f
ot < M7 [ eaplg? 4 2avilac

mais comme la fonction & — exp(—&2 + 2a/t|¢|) est paire, alors :

+00 +oo
/ exp(—€% + 2a/4|¢])de = 2 / exp(—€2 + 2aV/ilE))de,
0

— 00

ce qui implique

o) < 2D " explg? 4 2avig]
< 2M;;'x /O " el (€ — 20Vl€] + 0t — o)t
< 2Mj;'x [ expl- (¢ — aviyerjie
< 2R ™ exp (el - e
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Nora Fetouci 5.3. Equation de la chaleur

On pose u = £ — av/t, alors

+o0 +o0 2
[ et - avirag = [ etau= v

ce qui donne que
lu(z, t)] < Meo‘mea%,

ce qui acheve la démonstration.

2-On a: N )
1 o0 -
uwt) = 5 7= [ ent- T gy
N ki _ Ay
On pose : £ = 2\/%,domcdﬁ—z\/%et
+oo
ue ) == [ €

et

+oo
lim u(z,t) = \F/ € lim g(2VtE + x)dé

J?:f)() a:—wo
“+oo
= )d§
o
= — &4
ol / et
= g(xo).
O
La résolution analytique : On cherche une fonction u telle que :
2
g;b—g;;:()pour0<:c<lett>0, (E)
avec
U(O,t) =0, U(l,t) =0, (F)
et
u(z,0) = f(z). (1)

Soit u(z,t) = X (x)T(t), (E) sécrit X(2)T'(t) = X"(z)T(t), (F)..X(0)T(t) = 0, X()T(t) = 0, et

nous savons que X et 7" sont solutions des problémes suivants X" (x) = AX (z), X(0) =0, X(I) =0
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Nora Fetouci 5.3. Equation de la chaleur

et T'(t) = AT'(¢).
Le premier probleme :

1. A=0: X(z) =azx+b,
X(0)=0=0b=0,
X()=0=al=0=a=0,
alors X = 0 n’est pas une fonction propre.

2. A>0: )\ =w? w #0 I'équation caractéristique r? = w?.

X (x) = Achwz + Bshwz,
X(0)=0=A=0,
X(l)=0= Bshwl=0= B =0, donc X =0 et A > 0 n’est pas valeur propre.

2:

3. A< 0, A =—92,7 > 0: I'dquation caractéristique r? = —y2 = (i7)?.

X (x) = Acosyz + Bsin~yz,
X(0)=0= A=0,

X(l)=0= Bsinyl =0 =yl =nm = v = "F.
22
12
2

X (x) = \/#sin 2Tz, n > 1 forment une base orthonormée de L*[0,1].

Les valeurs propres sont A, = , n>1 et les fonctions propres sont

2.2

Le deuxiéme probleme : T/,(t) = A, Ty, (1) < Ty (t) = kpe*t = kpe™ 2 '

2 _71,27r2
up(z,t) = k:n\/;sinnlﬂxe 2t

2 _n?x?
u(z,t) = Zkzn\/;sinnlﬂxe Ea

n>1
2 . nmw
u(z,0) = n%:lk’n\/;smlx:f(a:)
Zk‘an(x)Xm(x) = f(@)Xm(2),
n>1
l l
Sk /0 Xo(2) X (2)de = /0 F(2) Xon () de,

ce qui entraine
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Nora Fetouci 5.3. Equation de la chaleur

kn:/f( d:c—/ \/>s1n
u(x,t) = an\/?smxe nlﬂ t/ \/751nlyf )dy)

n>1

on obtient

par conséquent

2.2

= an?sm—xe 7 t(/o sm—yf() y)-
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Nora Fetouci 5.3. Equation de la chaleur

5.4 Exercices I

Exercice 1 Résoudre les problemes de Sturm-Liouville

1°)
d? d
- d—;;(m)+/\f(:x):(), avec : f(0) =0 et %( ) =0.
— Donner une base orthonormée de L?[0, 7].
2
2°) Zj;( )+ Af(x) =0, avec : f(0) =0et f(1) =

Exercice 2 Résoudre le probleme périodique de Sturm-Liouville :

& f

dz?

(x) + Af(x) =0, avec : f(0) = f(2m) et —(0) = —(2m).

Exercice 3 Résoudre par séparation des variables le probléeme suivant :

ou 9%u

(E) a(wvt) ox 9.2

(z,t) pour 0 <z <1let0<t.
ou
(F) wu(0,t) =0et E(l’t) + u(1,t) =0.

(I) u(x,0) = f(z), f est de classe C1, f(0) =0et f'(1)+ f(1) =0, f #0.

Exercice 4

t

1. En effectuant le changement de variable x = e*, résoudre le probleme de Sturm-Liouville :

d2X dX
2 —_— pu—

A=c avec: X(1) =0et X(e) =0.
2. Donner une base orthonormée de L2[1,¢].

3. Résoudre par la méthode de séparation des variables I’équation aux dérivées partielles :

Fu_ 0%, o
o2~ " 92 oz’
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Nora Fetouci 5.3. Equation de la chaleur

1 <x<e, t>0 avec les conditions aux limites :

u(1,t) =0, u(e,t) =0, t > 0, et les conditions initiales :
ou

u(z,0) =0, E(az,O) = f(x), f étant continue, 1 < z < e.
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Annexe

A1l : Fonctions de classe C*

Définition 5.4.1. Soit k € N, et soit Q un domaine de R™. Une fonction f : Q — R est dite :
1. de classe C* si f est k fois continiiment différentiable sur 2,

2. de class C*® si f est indéfiniment différentiable sur €.

A2 : Séries de fonctions

Définition 5.4.2. On appelle série de fonctions et on note Y f,, une série dont les termes sont des
fonctions (fn)nen toutes définies sur une partie A de R a valeurs dans R.

On définit pour tout n € N et pour tout x € A, la suite de fonctions (Sp)n € N par

Sn(z) =D fulx).
k=0

(Convergence simple]

Définition 5.4.3. On dit que la série Y f, converge simplement sur A vers la fonction S si

Vte A, lim > fil(t) = S(t).
k=0

[Convergence uniforme]

Définition 5.4.4. On dit que la série Y f, converge uniformément sur A vers f si

n

lim sup(y  fe(t) = S(t)) =0
0
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[Convergence normalej

Définition 5.4.5. Soit (f,)n € N une suite de fonctions définies sur A. La série de fonctions > fn

converge normalement s’il existe une série numérique »  u, convergente telle que
Vn e NVt € A |fun(t)] < up.

Théoréme 5.4.1. Si " f,, converge uniformément alors Y f, converge simplement.

Si > fn converge normalement alors Y, f, converge uniformément.

A3 : Espace L?[a,b] - Espace L%[a,b] : Soit [a,b] un intervalle (borné ou non) de R.

Définition 5.4.6. On note L?[a,b] I’espace vectoriel des classes d’équivalence pour 1’égalité presque

/b|f(:v)\2da; < 00.

La quantité (f.g) L2[ap] = f f(z)g(z)dz est un produit scalaire sur cet espace qui est complet pour la

partout des fonctions telles que :

norme associée et est ainsi un espace de Hilbert.
On définit la convergence en moyenne quadratique par rapport ¢ S ainsi f, — f dans L?[a,b] si

| fn — fHQLQ[%b] = fab |fn(z) — f(z)|?dx tend vers zéro.

Définition 5.4.7. Soit S une fonction strictement positive sur [a,b]. On note L%[a, b] l’espace vectoriel

des classes d’équivalence pour l’égalité presque partout des fonctions telles que :
b
/ |f(2)]?S(z)dx < oco.
a

La quantité (f.g) [2[ab] = f f(x )S(z)dx est un produit scalaire sur cet espace qui est complet
pour la norme associée et est ainsi un espace de Hilbert.

On définit la convergence en moyenne quadratique par rapport a S ainsi fn, — f dans L%[a, b] si

| fr — fHL2 (ab] fab |fn(z) — f(2)]2S(x)dz tend vers zéro.
A4 : Séries de Fourier :

1. La suite de fonctions Ry = ﬁ, S1 = \/gsm Q;t vy S = \/%sin %, v O = \/gcos Q;t v
_ 2 27rnt 2
Cn = y/ # cos <72 .. est une base de L*[0,T].

2. Soit g € L?(0,T) et ap = Tfo w)du, ap, = Tfo ) cos 2% du, by, = %fOTg(u) sin 22 dy.
Les nombres ag, ay, ..., by... s’appellent coefficients de Fourier de g.

gp(t) = ap+ >.P_, ancos % + by sin % est la meilleure approximation au sens des moindres

carrés de g par une fonction linéaire des sinus et cosinus jusqu’a I'indice p inclus.
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3. lim [lg — gpll2 = 0 c’est & dire g = lim g, dans L?[0, 7] ce qu’on note
p—00 p—0o

p
2mnt .
g(t) = ap + z:lan coS 7 + by, sin ——.
n=

Remarque 5.4.1. On sait qu’a toute fonction définie sur [0,T] on peut faire correspondre une fonction
périodique de période T sur R et qu’on peut appliquer le développement précédent dit développement

en série de Fourier.

A5 : Valeurs propres des opérateurs linéaires

1. Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace vectoriel de fonctions F, on appelle valeur
propre de A un nombre p tel qu’il existe une fonction f de E, non identiquement nulle, vérifiant

Af = pf. On dit que f est une fonction propre associée a la valeur propre pu.

2. On dit que p est valeur propre simple si toutes les fonctions propres associées a p sont propor-
tionnelles.
On dit que c’est une valeur propre de multiplicité k si les fonctions propres associées forment un
espace vectoriel de dimension k.
On dit que p est de multiplicité infinie si I’espace vectoriel des fonctions propres est de dimension

infinie.
A6 : Résolution de I’équation A(z,y)dx + B(z,y)dy = 0 - Facteur intégrant

Définition 5.4.8. Soient A et B deuz fonctions de classe C' dans un ouvert Q de R%. On appelle

facteur intégrant de ’équation

Az, y)dz + B(z,y)dy =0, (E)

, 0 0

une fonction p telle que : 8—y(,uA) = %(MB).
A B

(Cas particulier :J gy(:v, y) = %(m,y)

0A B o
— Lorsque 8—(35, y) = 8—(36, y) toutes les constantes sont des facteurs intégrants.
Y T

- H(z,y) = [ Au,y)du + fy‘% B(zg,v)dv, H(z,y) = 0 définit une solution de I’équation (E)

passant par le point de 2 de coordonnées (zg, yo)-

- 0A OB
[Cas général :J 8—y(m,y) # %(m,y).

A B
Si a—(x, y) # %(m, y) il faut trouver un facteur intégrant.
x

Jy
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Théoréme 5.4.2. Soient A et B deux fonctions de classe C' dans un ouvert Q0 de R2.

0 0
1. Toute solution p de I’équation linéaire —(nA) = —(uB) qui s’écrit aussi

oy ox
o ou 0A OB )
Bla,y) 22 — Az, )2 = i sgrant.
(z,9) o (z,y) 2y w(x, y)( oy 8:1:) est un facteur intégrant

2. Si po est un facteur intégrant, a tout autre facteur intégrant p est associée une fonction H qui

définit implicitement une solution de l’équation (E) telle que

IU,(CC,Z/) = MO(mvy)H($7y)'

Soit . un facteur intégrant, alors

He) = [ wtap)Alwg)du+ [ pteo,0)Ban.o)de,

0 Yo

définit la solution de (E) qui passe par le point (xo,yo).

, ou ou B _ . .
Soit B(x,y)— — A(z,y)=— = p(x,y)(=— — =) ’équation des facteurs intégrants, soit u une
(,9)5, — Al y)ay u y)(ay 5, ) e f g

intégrale premiére dépendant de p du systéme caractéristique
de  —dy dp
— = = . S)

0A 0B (

B A H(a*y - %)

u(z,y, 1u) = k définit pour chaque valeur de la constante k un facteur intégrant.

5.4.1. Résoudre (x + y)dx + dy = 0.

. 0B , _ .
Solution On remarque que i 1# 9 0, il faut chercher un facteur intégrant p solution
Yy x
0 0 0

de 6—y(,u(:c +y) =p+(z+ y)af/yjj = 8—/; le systéme caractéristique est

dx dx du dln|pl dx — dln || ey .

—_— = = — = = donc x — In|pu| est une intégrale premiere :

1 z+y u 1 0

x — In || = 0 définit donc un facteur intégrant soit p = e*.

Il faut alors résoudre e*(x + y)dx 4+ e*dy = 0 ; la solution qui passe par xo =0, yo =0 est
T y
/ e“(u+y)du+/ dv=(z+y—1)e" +1.
0 0

Les solutions sont définies par (x +y—1)e* =k ouy=1—x + ke *.
On vérifie immédiatement que dy = —dx — ke™*dx = (y + z)dz.
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