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1 Rappel de cours

1.1 Groupe SU(3) et couleur

SU(3) est le groupe des matrices unitaires 3 x 3 de déterminant égal & 1. On peut montrer que les éléments de
ce groupe s’écrivent sous la forme suivante:

U(Oél,ag, ) = eia“T". (1)

Les générateurs (T'*) de ce groupe sont les matrices de Gell-Mann (divisées par 2!), elles sont données par:

010 0 —i 0 1 0 0O 0 0 1
Aa=11 0 0], =17 0 0], A3=1[10 -1 0], M=1[1 0 0
0 00 0 0 O 0 0 O 100
0 0 —i 0 0 0 0 0 0 1 (L 0 O
=10 0 0], =0 0 1], A=1[0 0 —i], d=—7=10 1 0 (2)
i 00 010 0 i 0 3\o 0 -2
Traditionnellement, on définit les générateurs de SU(3) comme suit
1
T, = §>\a’ a=1,..8. (3)
avec
Tr(T,Ty) = bap/2. (4)
L’algebre de Lie de SU(3) est définie par le commutateur:
[Tav Tb] = ifabcTc- (5)

(1) Montrer que I’ensemble des éléments U(ay, aa, ...), défini dans 1'éq. (1), forme le groupe SU(3).
(2) On considére la densité lagrangienne suivante:

(8
1 _
L= i F 49 P —m)y, o= (6)
Yy
Montrer que L est invariant sous les transformations de jauge globale et locale du groupe SU(3).
1.2 Propriétés des matrices de Gell-Mann
[T, 7% = if*eT, (7)
a 1 aoc C
{T°, 1%} = I +d bee, (8)
(9)
fab¢ est une constante antisymétrique (f°¢ = — fbac), d**¢ est une constante symétrique (d?*¢ = de°).
arpb i1 abc - rabe\rpc
7T = 5 N(SabI(N) + (d + ’Lf )T (10)



Tr[T% =0

1
Tr[T°T] = 5 0ab

1
Tr [TaTch] Z (dabc ifabc)
1 1
g T[TaTbTCTd] v 5ab60d g (dabe Z-fabe) (dcde Z-fcde)

1
Tr[T*T’T*T?) = R

Identités de Jacobi:

fabEfecd + fcbefaed + fdbeface =0
fabedecd + fcbedaed + fdbedace =0

On peut montrer que

fabb _ O7 dabb — 0’ facddbcd =0
N2 4
N

facdfbcd — N(saba dacddbcd _ 5ab

Relation de Fierz:

a a 1
Tl = [6il5jk - N5ij5kl]

DN | =

2 Questions de cours
(1) Quels sont les termes invariants sous la transformation de jauge non-abélienne locale:

DAL — 0, AL
O AL — 0, A% + gf " AL A

(0" A%)2.
(2) Montrer la relation suivante:
[D.,D,) = —igT“Fp,, avec F, = 0,A% — 0,A% + gf**c AL AS.
(3) Comparer la QED et la QCD.

(4) Algébre de Grassman:

O°F __O°F or_,

0,0 0;0;” 02 ’

/ dip; = 0, / dipith; = 0ij.
{d;,;} =0, {d;,dyp;} = 0.

(5) Intégrale fonctionnelle de Feynman:
(a) Montrer que

J1dg]p(x1) - - $(an) expli [ d'xL]
Jld¢] expli [ d*zL] '

ol ¢ est un champ scalaire neutre et la densité lagrangienne £ est donnée par

L= 5(0"60,6 — m*6?) ~ V().

(28)



() ezl
Z[0] 8J(x1) -0 (zn)

L on 2= / (do] expli / oL+ 0T).  (29)

J=0

Z1 _

Z[0] ;Z/dxl...dxnan(xh... ) (1) T (2n). (30)

(d) Montrer que la fonctionnelle génératrice pour le champ Aj, n'est pas invariant sous la transformation de
jauge locale:

ZlJ) = / [dA] expli / d*z (L + A5 T, L= —%FSVF“W. (31)

()

IR (=i)*  *Z[J,n.7)
< 0o (x)ps(y)|0 > = —~ . 32
@10 > = 7 G S o o
(f) La fonction de Green connexe:
_ "W IJ] ,
GC(x1,- - ,xp) = (—1)"! , Z1J] = W, 33
b m) = () s ] (3)
Calculer les fonctions de Green:
Gi(x)v Gg(xl,ih); G§($1;x27x3)7 GZ(LC17£E2,$3,$4), Gg($1;$27x37$4,$5)~ (34)
3 Exercices
3.1 Exercice 1: QCD
Considérons la densité lagrangienne d’'un quark
_ qr
L= p(i0uy" —m)ip, V= (35)
Qv
(1) Montrer que £ est invariant sous la transformation globale
U(al, a2, ) = ¢'9s@ala (36)

3) Calculer le courant de Noether correspondant.
(4) Montrer que pour que la densité lagrangienne suivante soit invariante sous la transformation de jauge locale

(@ =a(x)) N
L=yED, A" —m)ip. (37)
il faut que
Dy, = Oy +ig5Gy, G, = U@GU ™ () + (O (@)U (z). (38)
(5) Utiliser la transformation infinitésimale pour montrer que
GY =G4+ 9y (x) — g f* (2) G,
1
2
(6) Montrer que la densité lagrangienne des champs de jauge est invariante sous la transformation de jauge
locale

Lo
ot G, = 5T -G, = ;1°C,, (39)

1o =, 1 »
‘Cjauge = _EG}LVGH = _iTT[GﬂuGH ] (40)
ou
1= S
G/LV == iG#V N T = iG/LVT . (41)
G, = 0,Go — 0,GS + g f*°GhGS,. (42)



Exercice 2: Théorie ¢*

La densité lagrangienne de la théorie ¢? est donné par

L= 5(0"00,0 ~ m*6?) + 567, (13)

Les fonctionnelles génératrices Z et Zo sont données par
217] = / (] expli / da(Lo+ 560+ 6J). (44)
Zol) = [ldeexsli [ da(co+ 6, (15)

(1) Montrer que

ZlJ) = exp{i/d4xV(W(s(gc)) }ZO[J},

g 5 5 1/g)\2 s 3\ 2
Z[J]=31—-= [ d* (= d* 0 Zold 47
0= {5 e () +2(8) (Joe(mm) )+t o
(2) Montrer que la fonctionnelle génératrice libre s’écrit
) .
zal) = [ldolexpl— [ ate [atyota K@ p)ow) +i [ dtoota) e,
0
K =6z —y)=—r. 4
(@) = e — ) (18)
(3) Montrer qu’on peut écrire la fonctionnelle génératrice (voir Muta p.73)
i [ d*k e h(@y)
2ol = exo{ 5 [ atadtur@)a )} o) = [ i 9
ot A(z,y) est le propagateur de Feynman du champ.
(4) Montrer que le propagateur A(z,y) est lié & la fonction de Green & deux points par
TRy (—i)?  9%Z[J]
Ga(z,y) =< 0|T[¢(z 0>= . 50
(5) Montrer qu’on peut écrire
Z[J) = Zo[J{1 — gz1[J] + g°2[J] + O(g%) }. (51)

trouver z;1[J] et z2[J]. (6) On peut montrer que la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green connexes

s’écrit:

WI[J] = —iln Z[0] + % /dxdyJ(m)A

(@ 9)J(y) = i{=gz1 7] + g*2[J] + O(g*)}- (52)

Calculer les fonctions de Green connexes G5, G5, G§ et G§.
Ecrire les transformés de Fourrier des ces fonctions.
Dériver les regles de Feynman de cette théorie dans ’espace des impulsions

Exercice 3: Processus de base en QCD

Considérons les processus de base de la chromodynamique quantique:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(9)

q7 — q7
9§ —q'q
qq — qq
qq — qq
a7 — g9
99 = qq
99 = 99



(1) Tracer les diagrammes de de Feynman de chaque réactions.

(2) Ecrire I’amplitude correspondante de chaque diagramme de Feynman.
(3) Ecrire le complexe conjugué de chaque amplitude.

(4) Calculer les sections efficaces différentielles

do do do
dQ d cos(0) dt

Exercice 4: la réaction e +et — g+ ¢

Considérons la réaction suivante:

e”(p1) + e" (p2) = q(p3)d(pa).

(1) Tracer les diagrammes de Feynman correspondants.

(2) Ecrire lamplitude de chaque diagramme.

(3) Ecrire le complexe conjugué de chaque amplitude.

(4) Ecrire cette amplitude en terme des variables de Mandelstam.
(5) Calculer la section efficace totale et différentielles.

Exercice 5: la réaction e” +p — e — +p

Considérons la réaction suivante:
e (p)+pk) = e (p)) +pk)

(1) On suppose que le proton p est constitué que de quarks de valence u et d. Donner tous les sous-processus
possibles (au niveau partonique).

(1) Tracer les diagrammes de Feynman correspondants.

(2) Ecrire Pamplitude de chaque diagramme.

(3) Ecrire le complexe conjugué de chaque amplitude.

(4) Ecrire cette amplitude en terme des variables de Mandelstam.

(5) Calculer la section efficace différentielle.

Exercice 6 : Diffusion gluon-gluon

Considérons la réaction:

g(p1) + 9(p2) — q(p3)q(pa)-

(1) Tracer les diagrammes de Feynman correspondants.

(2) Ecrire lamplitude de chaque diagramme.

(3) Ecrire le complexe conjugué de chaque amplitude.

(4) Choisir un seul diagramme de Feynman et calculer le carré de son amplitude.
(5) Ecrire cette amplitude en terme des variables de Mandelstam.

(6) Calculer la section efficace différentielle.

Exercice 7: Réaction en QED et QCD

Calculer le carre de 'amplitude et les section efficaces différentielles des réactions suivantes:

q(p1) + ¢’ (p2) = a(p3) + ¢’ (pa) (54)
q(p1) +q(p2) — q(ps) + q(pa) (55)
q(p1) + @(p2) — q(p3) + q(pa)- (56)

q et ¢’ sont des quarks differents de masses nulles. si les médiateurs de réactions sont & la fois le photon ~ et le
gluon G.



