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CHAPITRE III

REPRESENTATION D’ETATS DES SYSTEMES LINEAIRES MONOVARIABLES

ITII.1. INTRODUCTION

La théorie et les méthodes de commande classiques sont basées sur une simple description d'entrée-sortie
du systéme, généralement exprimée comme une fonction de transfert; ces méthodes n'utilisent aucune
connaissance de la structure interne du systéme, de plus cette représentation est obtenue en supposant les
conditions initiales nulles (systéme initialement au repos) qui n’est pas toujours vrai et ces conditions
initiales jouent souvent un rdle trés important dans I’étude des systémes dans le domaine temporel ou la
réponse dépend du passé du systéme, de plus cette représentation s’adapte mal aux systémes multivariables
(MIMO : Multiple-Input Multiple-Output) et se limite généralement aux systemes monovariables (SISO:
Single-Input Single-Output), et ne permettent qu'un contréle limité du comportement en boucle fermée.

Les techniques de commande moderne des systemes font appel un type de modélisation beaucoup plus
«riche » dite représentation d’état (ou représentation interne) qui permet de pallier aux difficultés de la
fonction de transfert. Il s’agit d’un modéle qui prend en compte la dynamique interne (état) du systéme et ne
se limite pas a la description d’un comportement de type boite noire (entrée/ sortie) et il tient en compte des
conditions initiales. De plus, bien que ce cours soit consacré a 1’étude des systémes lin€aires invariants,
signalons que le formalisme d'état est universel ; il s’adapte bien aux systemes SISO qu’aux systémes
MIMO, aux systémes variants et invariants, aux systémes linéaires et non linéaires, ....

II1.2. REPRESENTATION D’ETAT

L’état d’un systéme a I’instant t; représente I’ensemble des informations que 1’on doit posséder sur le
systtme a cet instant pour pouvoir déterminer son évolution ultérieur (t > ty), a partir de la seule
connaissance de ’entrée ultérieure (pour t > t,).
La représentation d'état modélise la dynamique du systéme par un ensemble d'équations différentielles de
premier ordre couplées avec les variables d'état, et un ensemble d'équations algébriques combinant les
variables d'état pour donner les variables physiques de la sortie. Les systémes dynamiques rencontrés en
automatique peuvent étre décrit par la représentation d’état suivante :
{J'C(t) = f(x(@®),u(®),t)
y(&) = g(x(®),u(®),t)
Si les fonctions f et g sont linéaires vis-a-vis x(t) et u(t) et ne dépendent pas explicitement du temps t,
alors le systéme est linéaire et invariant, et sa représentation d’état prend la forme :
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
{y(t) = Cx(t) + Du(t)
n est 1”’ordre du systéme
x(t) € R™ vecteur d’état,
u(t) € R™ vecteur d’entrée,
y(t) € R? Vecteur de sortie
A € R™™matrice d’état ou matrice dynamique,
Be R™™matrice d’entrée ou de commande,
C € RP*™matrice de sortie ou d’observation,
D € RP*™ matrice de couplage ou matrice de liaison entrée-sortie.

Le schéma analogique de cette représentation est le suivant :

u(®) y(®)

Figure 3.1 Schéma analogique d‘un mode¢le d’état.
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II1.3. RESOLUTION DE L’EQUATION D’ETAT

Considérons un systeme d’ordre # représenté par le modéle d’état suivant :
x(t) = Ax(t) + Bu(t) 31
y(6) = Cx(t) + Du(®) 3D
Il s’agit de trouver 1’expression le vecteur d’état x(t) est la sortie y(t) en réponse a une entrée u(t).

I11.3.1. Réponse libre (u(t) = 0)
Il s’agit ici de voir comment le systéme réagit librement a la seule condition initiale et en absence de I’entrée.

= Cas d’un systéme du 1° ordre : forme scalaire:

Soit le systétme du 1ordre (n = 1) et a une seule variable d’état x(t) donné par 1’équation d’état
suivante :

x(t) = ax(t) + bu(t) (32)
y(t) = cx(t) + du(t) ’
ou a, b, c et d sont des scalaires constants.
le systéme autonome (u(t) = 0) est donc :
x(t) = ax(t)
d(e%*x (1))
—==0
dt

=0=[e % x(1)]5=0 = e %tx(t) —x(0) = 0 = e~ *x(t) = x(0)

= x(t)—ax(t) =0 =@ e % x%(t)—e *tax(t) =0 =

td(e™*"x(z
0 dt
Finalement, la réponse libre est:

x(t) = e*tx(0) (3.3)
= Cas d’un systéeme d’un systéme d’ordre élevé : forme matricielle
X = Ax (3.4)
Par analogie au cas scalaire, on définit I’exponentielle d’une matrice carrée A d’ordre n de la fagon suivante
AZ
= D= 0k|—1+A+;+--~ Zkok,
Donc :
i kik ~ | A2¢2 Ak ¢k ~ 2 Ak ¢k
¢ —Z o TA Tt = L
k=0 k=0

On peut monter que la solution de I’ED (2.4) est : x(t) = e“¢x(0)
Effectivement, on a :

i(t) == (e"x(0)) = = <(I+At+—+ At ---)x(O))

A3t Ak+1tk+1

2 kik
=(A+A2t2+T+--~—+---)x(O)= (1+At+“ 4t

oA .--)x(o) = Ax(t)

k!
x (1)

La matrice ®(t) = e4t est dite matrice de transition d’état.
x(t) = ©(t)x(0) (3.9
II1.3.2. Réponse forcée (u(t) # 0):
11 s’agit ici de voir comment le systéme réagit en présence de 1’entrée.
= Cas d’un systéme du 1° ordre : forme scalaire:
Ona:
x(t) = ax(t) + bu(t)

= x(t) —ax(t) = bu(t) = e *x(t) — e *ax(t) = e *bu(t)

Zat t at t
=>d(€ th(t)) e~ atphy (t) :f M J;)e_arbu(‘[)d‘f

t
= e @l =

0

t
e~ ¥pu(r)dtr = e *tx(t) — x(0) = J e~ %bu(r)dr
0
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t t

= e %x(t) = x(0) + f e~ bu(r)dt = x(t) = e*x(0) + eatj e bu(r)dr

0 0
Alors,on a:
x(t) = e*x(0) + fote“(t_r)bu(r)dr (3.6)
en remplacant dans I’équation de la sortie, on obtient la réponse totale du systéme :
y(t) = cx(0)e? + ¢ ftt e®t=Dp y(t)dt + du(t) (3.7)
h{,—/ 0
Rel?;:ese Réponse forcée

= Cas d’un systéeme d’un systéme d’ordre élevé : forme matricielle
Dans le cas ot le systéme est d’ordre n > 1, donc il posséde n variables d’état x;(t).
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
La solution d’un tel systéme matriciel est analogue a celle obtenue dans le cas scalaire, donc, en remplacgant
les scalaires a, b, cet d dans (3.6) et (2.7) par les matrices 4, B, C et D respectivement, il vient :

x(t)= e4tx(0) + fti eAt=DBy(1)dr (3.7)
y(t) = Ce4tx(0) + C ftto eADBy(1)dt + Du(t) (3.8)
Ré?onse Réponse
libre forcée
Remplagons (3.5) dans (3.7) et (3.8), il vient :
x(O= dO)x, + ffo ®(t — 7)Bu(r)dr (3.9)
y(t) = CO()x(0) + C ffo ®(t — 1)Bu(r)dt + Du(t) (3.10)

Le probleme de la résolution des équations d’état se ramene au probléme de calcul de la matrice de
transition. Avant de décrire différentes méthodes pour 1’obtention de la matrice de transition, nous montrons
quelques propriétés de cette matrice.

II1.3.3. Réponse du systéme a des entrées typiques

On donne la réponse générale d’un systéme donné sous forme de représentation d’état
y(t) = Cx(t) + Du(t) =C [eAtx(O) + ftto eA(t‘T)Bu(T)dT] + Du(t)
Pour des raisons de simplicité on considére le cas ou D = 0, donc la réponse sera :
y() =Cx(t) =C [eAtx(O) + ftto eA(t‘T)Bu(T)dT]

= Réponse impulsionnelle
Pour calculer la réponse a une entrée de type impulsion de Dirac u(t) = &(t), on utilise la propriété
suivante :
f:: f()&(t)dt = f(0) ou fest une fonction continue a 1’origine
Alors :

t
y(t) = C [e4tx(0) + et f e B §(1)dr| = C[e?*x(0) + e“B]
to

y(t) = Ce4t[x(0) + B] (3.11)
= Réponse indicielle

L’entrée est I’échelon unitaire également appelée fonction de Heavyside u(t) = ['(t) définie par :
1 pourt =0

, I = {O ailleurs

y(t) = C [e4tx(0) + eAtf e 4'Bdr|=C [eAtx(O) + [—eA(t‘T)A‘lB]Z]
0
= Cle'x(0) — A" 1B+ e4*A™'B] = Ce?*[x(0) + A"'B]—CA™'B
Donc :
y(t) = Cet[x(0) + A"1B]—CA™'B (3.12)
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I11.3.4. Propriétés de la matrice de transition d’état

» P(0) =e*0=1.

= d) =ef =[] =D ,07() = ¢(-0).
Dt +ty) = eAlith) = edtigdl = O(£))D(L,) = P(t,)D(t).
=[] = d(nt).

= Dt —t))P(ty — tp) = P(t; — to) = P(t; — to)P(E; — £1)

II1.3.5. Calcul de la matrice de transition d’état

1 existe plusieurs méthodes pour le calul de la matrice de transition @ (t) = e4::
a) Meéthode du développement en série

Si la matrice A est nilpotente d’ordre k (c.-a-d. il existe k > 1tel que pour >k A" = 0), alors,
on peut calculer la matrice de transition par la somme de la série :

o Alt A?t? Alt! A?t? ATtr?
edt = At b e S AL —

=0

Exemple :

Soit : A=[8 (1)]

2=[0 1 [0 é]=[8 8], donc A™? = 0 alors :

All
S S [ M
=

b) Meéthode de transformée de Laplace
Soit I’équation d’état :  x(t) = Ax(t) + Bu(t)
En posant u(t) = 0.
x(t) = Ax(t) = TL [x(t)] = TL[Ax(t)] = sX(s) — x(0) = AX(s)
= X(s) = (sI — A)71x(0) = TL X (s)] = x(t) = TL™Y[(sI — A)~1]x(0)

Finalement :
x(t) = TL™Y[(sI — A)~1]x(0) (3.13)
D’autre part, la réponse libre de ’équation d’état est: x(t)= e4¢x(0)
Donc :
et = TL7Y(sI — A)~1]) (3.14)

Exemple : Soit un systéme d’ordre deux :

X1 (t)] 0 [xl (t)] 0
[xz(t) - —3] 2, (6) 1 |u@®
Calculer la matrice de transition e4.

s+3 1 a a, as a,
(SI—A)_l _ adj(sI-A) _ [S_+23 ;] | G+D(s+2)  (s+1)(s+2)| _ ((s+1)+(s+2)) ((s+1)+(s+2))

det(sI-4) ~ (s+1)(s+2) —2 s - ( asz ay ) ( as Qs )
(s+1)(s+2)  (s+1)(s+2) | \(s+1) ' (s+2) (s+1) = (s+2)
1 s+3 _ 1 s+3
a; = 11m (s +1) —(S+1)(s+2)) =2,0, = 11m (s +2) (—(S+1)(s+2)) -1
2 2
asz = 11m (S+1)(m) 20(4— llm(s+2)(m)—2
as = 11m (s +1) (—(S+1)(s+2)) —1,a, = llm (s +2) (—(s+1)(s+2)) =2
( 2 _ 1 ) ( 1 _ 1 )
(sl —A)_l _ (s+1) (s+2) (s+1) (s+2)

—2 ((511) - (512)) ((s_+11) + (siz))
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((s-zkl) - (siz)) ((511) B (s-ll-Z)) [ 2e7t—e72t e~t_ g2t ]

(—2 2 ) (—1 2 ) - —2e t 2072t _p—t 4 pp—2t
(s+1)  (s+2) (s+1)  (s+2)

At = TL (s — A)~ '] =TL ™!

¢) Méthode de diagonalisation de la matrice A
Si la matrice d’état A est diagonale, on montre facilement que :

Al O e O ellt 0 0
. . 2 .
A= 0 {2 : ﬁeAtz 0 e.Zt : O (315)
0 .. 0 A4 0 w0 eMnt

d’ou I’idée de passer par un changement de variables judicieux, de la représentation d’¢état initiale vers une
autre représentation faisant intervenir une matrice d’état diagonale.

Si A est une matrice carrée (n X n) a n valeurs propres distincts A; (1,...,n), qui sont associées aux n
vecteurs propres V; par :

d’ou
AVl = A]_V]_
AVZ = /12V2
AV, = 1, V,
Sous forme matricielle :
4 0 0
0 2 0
A[Vl V2 ‘/TL] = [Vl Vz VTl] . :2 (3.17)
0 0 - A
En multipliant & gauche les deux membres de (2.35) par [V Vo .. V,]71:
A0 .0
Vi Vo o VAW V, . u]=|0 A o O (3.18)
p-1 P oL
0 0 .. 4,
D
P~'AP=D= A =pPDP? (3.19)
Finalement :
eMt 0 . 0
At = pePtp~1 = p ? efzt - 0 |p (3.20)
0 0 .. et
Exemple: Calculer la matrice de transition e avec : A = [_02 _13]

Valeurs propres :

det(Al — A) = 0
A’ — J—
; ,1+13|00=>’11‘ 1,1, =2
D:[o —2]

Soit z=1[21 Z]Tet v=[V1 V2]T les deux vecteurs propres associés au valeurs propres A; et A,
respectivement, alors :

a) Az = Az

K O S
b) Av = A,v

[_2 _3” ] = [E:] = —2v; = v,,onpose v, =2 = v, =—-1, v=[-1 2|7
Donc: P = [z w] 11 _21] — p-1_ i i

Vérification : A = PDP~1 = [_11 _21] _01 _02] i 1 — [_02 _13]

At:PeDtP—1=[11 —1] [e_t 0 [2 1] [ 2e7t—e72t e t—e 2t ]

21l o0 e72tll1 1 2e 4 2e7%t —e7t 4272
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¢) Méthode de CAYLEY-HAMILTON
Cette méthode est basée sur le fait qu’une matrice est toujours solution de son équation caractéristique.
L’équation caractéristique de la matrice A de dimensions (n X n) est :
det(Ml —A) ="+ ap_ A" 1+ +ad+ay,=0 (3.21)

On a toujours :

A+ a, A"+t aA+agl =02 A" = —a, AV — i —aqyA—ayl =0 (3.22)
Donc, pour toutes matrice carrée possédant n valeurs propres distinctes, toutes puissance de A supérieure ou
¢gale a n peut s’exprimer en fonction d’une combinaison des puissances de A inferieures a n. Donc :

A = | + At + + -t
2! n!
et = fu 1AM+ fo (DA + -+ fL(OA+ fo (D] (3.23)
Notons que tous les valeurs propres 4; de la matrice A vérifient également cette équation, c-a-d :
eM = fu (D" + fua (O A" ok 10 A+ fo (O] (3.24)
En résumé cette méthode consiste a calculer e4¢ de la facon suivante :
=yl A(t)A (3.25)
ou les fonctions f;(t) sont a calculer en résolvant le systerne d’équations suivant :
et = ¥120 (0] (3.26)

.. .10 1
Exemple : soit : A = [_2 _3]
Calculer la matrice de transition ®(t) = e4?

Les valeurs propresde Asont : A; = =1, A1, = -2
Ona:

At _v1 £ i _ et =0+ (O = f) - i)
Al TR OA = RO RO " { T = fo(OI + f1()A2 = fo(6) — 2£1(1)
ors :

{fo(t) =2et—eg™2
fi() = et — e

II1.4. PASSAGE DE LA REPRESENTATION D’ETAT A FONCTION DE TRANSFERT

-2t -t _

2e t—e e e ™
et et =fo(O) + fr()A = [—Ze_t +2e7% —e7t + ze_Zt]

Le passage de la représentation d’état vers la fonction de transfert n’offre aucune difficulté. Soit la
représentation d’état :
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
(6) = Cx(t) + Du(®) (3.27)
Posons les conditions initiales nulles (x(0) = 0) et prenons la transformée de Laplace des deux équations
(4.1), on obtient :
sX(s) = AX(s) + BU(s) = (sI — A)X(s) = BU(s) = X(s) = (s — A)"1BU(s)
Y(s) = CX(s) + DU(s) = (C(SI — A)~1B + D)U(s)
Dans le cas monovariable on obtient la fonction de transfert :

G(s) = ZES; = C(sI—A)"'B+D (3.28)
Donc le cas d’un systéme multivaribale a m entrées et p sorties, on obtient la matrice de transfert :
G11(s) - Gim(9)
G(s)=C(sl—A)™B+D= : : (3.29)
pl(s) pm (S)
9] e - 6] [ 1 65)
Avec : 2= : Z, (3.30)
Yp (S) Gpl(s) e pm(s) (s)
Remarque : on a
1 C X adj(sI —A) X B+ D x det(s] — A)
G(s)=C(sI—A)"B+D=G(s) =
det(sl — A)

Donc 1’équation caractéristique du systéme est: det(s] — A) = 0, alors , les poles du systéme sont les
valeurs propres de la matrice A.

6
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II1.5. PASSAGE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE A LA REPRESENTATION D’ETAT

Soit le systéme décrit par I’équation différentielle linéaire a coefficients constants de la forme :
ay(t) anly(®)

g T -1 gma t Tt aoyz(t) =u(t) 1 (3.31)
. . . o _dy _d%y _datly
Soit le changement de variable suivant : x; = y, x, = X3 T g e = et
Alors
( X1 = X2
| xz = x3
X3 =x
{ o (3.32)
. an a" 1y(t)
lxn = F: =U—dpq dtnj_/l — = aey(t) = =Xy — Xy — U= Ap_gXp T U
Yy =X
Soit sous forme matricielle :
0 1 0o .. 0 0
[ 0 0 1 . 0 | |r0]|
x=| i ; P A P (3.33)
0 0 0 1 {%
l—ao -a; —ap . —an_lj 1
[*1]
7|
y=[10 - O]IS|+bnu (3.34)
L, |
Nous allons maintenant étendre ce résultat au cas général défini par :
d™y(t) d" 1y (t) d™u(t) d™"tu(t)
th/n n-1 Tn}:l + ot agy(t) = bnduT + bpy Tnlfl + -+ bou(t) (3.35)

Que I’on écrira en abrégé L(y) = M(u), avec L et M des opérateurs adéquats.
Pour cela, formons tout d’abord une équation auxiliaire :
d™z(t) d™1z(t)

W+ an_lw + -+ agz(t) = L(z) = u(t)

. . dz d?z "1z
Et effectuons le changement de variable suivant : x; = z, x, = X3 = gz X = e
Du fait de la linéarité de I’opérateur Lona: L (d:t(it)) = d:t(it)
Donc: L(y) =M)=M(L(z)) =LM(z)) =y =M(2)
Soit

d"z(t) d™1z(t) d™z(t)
y = bnw + bn—lw +t bOZ(t) = an + bp_1Xp + -+ boxq
Or
d"z(t) d™1z(t)
1 u(t) - An-1~gmm-1 T apz(t) = u(t) — ap—1%n, — =+ — AoXy

Ainsi

y(t) = (bo — agbp)xy + (by — aybyp)x; + -+ + (bp—1 — n_1bp)xn + bpu
La représentation d’état s’écrit donc

0 1 0 0 0
0 0 1 0 ] 0

x=| : o lx 4] |u (3.36)
lo 0 0 1 0
—-ag —a; —Qay . —0u_1 1

y = [(bg — aghy,) (by —a1by) +++ (by_1 — an_1by) | +byu (3.37)

r
|
|
|

Si b, = 0alors: y(t) =[by by =+ bn_q1] (3.38)
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II1.6. PASSAGE DE LA FONCTION DE TRANSFERT A LA REPRESENTATION D’ETAT

Soit la fonction de transfert d’un systéme SISO donné par :
_Y(S) _ bps"+by_ys" .. 4bys+by _ N(s)
G(s) = U(s)  sM+ap_qs™l.+a;s+ag  st+ap_qstl..+ags+ag + by (3-39)
avec : deg(N(s)) <n

II1.6.1. Formes modales

a) Forme diagonale
Dans le cas ou les poles A; (i = 1...n) sont distincts, il est facile de réaliser la décomposition en éléments
simples de G (s).

Y(s) N(s) _ N(s) _yn %
G(s) = U(s)  sM+ap_qstl.+ags+ag +by = ML, (s—1) + by = =lg_; + by (3.40)
avec: a; = liral (s—=2)G(s)
S—A;
On pose X;(s) = 53 U(s) on aura :
sXi(s) = a;U(s) + 2;X;(s) (3.41)
A partir de (30.40) et (3.41), il vient
Y(s) = =t U(s) +b,U(s) =X.(8) + Xo(8) + -+ X,,(s) + by, (3.42)
En utilisant la transformée inverse de Laplace, on obtient :
.')'Cl' (t) = aiu(t) + Al-xl- (t) (343)
y(©) =2, (8) + x2(t) + - + x,(6) (3.44)
Ce qui donne la forme suivante :
e 07701x1 aq
I ‘ IO G | R el (3.45)
n_ xn an
X
y=[1 1 .. 1] 52 (3.46)
le_

Une telle forme est dite diagonale car la matrice d’évolution A est diagonale.

b) Forme de Jordan
Dans ce cas, on obtient la forme quasi diagonale dite forme de Jordan. Dans un premier temps, pour
comprendre ce qui peut étre envisagé dans cette situation, 1’on peut tout simplement considérer une fonction
de transfert G (s) ne possédant qu’un seul pdle A de multiplicité n. on a alors :

Y _ N6 _ vn B
G( ) U(s) (S—l)n - i=1 (S—A)i (347)
Avec: B; = 11 “n 5t | s [(s — DG (s)]
Alors
B

Y(s) =G(s)U(s) = Y- 1(5 A)l U(s) = U(s) + (S_]Z/)Z G A)n —2_[(s) (3.48)

On pose :
U
XTL(S) = (stj)
U(s)

1
Xn—l(s) = (S—A)Z = (S—A) Xn(s)

Ul 1
Xl(s) - (S—A)n - (S—A) XZ(S)

En utilisant la TL inverse, il vient :

%1 (8) = Ax1 (6) + x,(8)
xz (&) = Ax,(t) + x3(t)

o1 (£) = Dy () + Xnes ()
xn (t) = Axn(t) + xn—l(t)

y(@) = Brxn(@®) + Boxp_1 () +-+ Prx()
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Ce qui donne la forme quasi diagonale suivante :

.x]_ [A 1 0 0]'3('1] 0
[562] |0 4 1 0] le 0
HEEE ey
lJ [o 0 0 1J xn—lJ 0
Xn 0 AL Xn 1

X1

X2
y—[Bn ﬁn—l ﬁl] : +bnu

Xn

(3.49)

(3.50)

Remarque : Dans le cas ou la fonction de transfert posséde p poles simples 4; (i = 1, ...,p) et un pdle y de

multiplicité ¢, la décomposition en éléments simples donne :

¥ N(s) _ 4 q _bi
) =56 = ity — Zimt5a L= Gy
Avec :
a; = lim(s —4;)G(s)
s—A;
1 da-J
B; = lim ——=7 L[5 =IG(s)]

I11.6.2. Formes compagnes

a) Forme compagne de commandabilité
Ona

Y(s)  bps™ +bpy8" .+ bis+by  Y(s)V(s)
U(s) st4a,s" .. +as+ay  V(s)U(s)
ou V(s) correspond a une variable interne au systéme, telle que :

®=bsn+b s" .. +bs+b
V(S) n n-1 e 1 0

V(s) 1
U(s) s™+ap_1s"1..+a;s+a

G(s) =

A partir de (3.5), il vient :

S'W(s) =U(s) — ap_1 STV (s) — - —ay sV(s) —ay V(s)
Xn(s) X5 (s) X1(s)
On peut choisir les variables d’état de la fagon suivante :

X1 (t) = x,(8)

X1(s) =V(s) x1(£) = x,(t)

le(s) =sV(s) = sX;(s) N

Xn.(s) = sV (s) = sX,_1(5) lxn—1(t) = x,(t)

Xp (1) = u(t) — a1 X, () — - — a1 x(£) — agx, (¢)

A partir de (3.52), on obtient :
Y(s) =V(s) (b,s™ + b,_15"" ...+ bys + by)
= b,s"V(S) + bpy_1 SV (S) ... + bysV(s) + bV (s)

= bn(U(S) — Ap_1Xp(s) — - — a1 X,(s) — a0X1(5)) + by 1Xn(S) ... + b1 X5(s) + boX1(s)
= (bg — aghp)X1(s) + (b1 — a1bp) X5 (s) + -+ + (bp—1 — An_1b,) X5 (s) + b U(s)
= y(t) = (bO - aObn)xl (S) + (bl - albn)xz (S) + ot (bn—l - an—lbn)xn(s) + bnu(t)

Ceci conduit a la forme compagne commandable:
0 1 0o .. 0

0
0o 0 1 . 0 o]
x=| : P N P R )
o 0 0 .. 1 IlOJl
I__ao —a1 _az _an_l 1
X1
X2
y = [(bg — agh,) (by —ayby) =+ (bp_y — an_1by) 1| :
%

Si b, = 0 alors :

‘+bnu

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)
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[*1]
X2

Y(©) = [bo by bn_l]! ; !

L,

Exemple : Trouver la forme compagne de commande du systéme défini par la fonction de transfert suivante :
Y(s) 2s+4s+1
U(s) s3+2s2+s

(3.59)

La forme compagne commandable:

X1 [0 1 071[*] [0
=10 o 1[[x]|+]ofu
il lo -1 —2flxs] 11

X1
y(@©) =[14 2] [le

X3

b) Forme compagne d’observabilité
Si le systéme est observable, on peut le mettre sous une forme d’état dite forme compagne d’observabilité.
_Y(S) _ bps™+by_1s" " +bys+by
G(S) T UGs) | sTtap_qs™l.otais+ag (3.60)
On divise le numérateur et le dénominateur de la fonction de transfert par s™.
Y(S) _ bp+by_q1s t.4bis M l4pysT"

G(s) = Y& (3.61)

U(s)  1+ap_15l.ta;s "ltaps™

Ona:
Y1+ ap_1s™ o+ a;s™™r+ags™] = [by + by_15™ ...+ bys ™1 + bys ™ U(s)
=Y(s) = —[ap_1s ot a;s T+ agsTY(S) + [by + bp_1S L ..+ bysTV 4 bosTMU(s)

— -1 - -1 ... —
= ¥(s) = (boU XaOY)s ++bU—a,Y |s ++by,_qU—a,_1Y 514 b, U(s)
1(s)
X2 (s)
A;(n(s)
On pose :
[ Y(s) = X, + byU
Xl(s) = (boU - a()Y)S_l = ((bo - aobn)U - aoXn)S_1
Xz(s) = (X]_ + blU - a]_Y)S_l = (X]_ - aan + (bl - albn)U)S_l (362)

tXn(s) = [Xpn_1 — an—IY]S_1 = (Xpo1 — a X + (b1 — an—lbn)U)S_1
En appliquant la TL inverse, on obtient :

() = x5 (t) + bypu(t)

| %1(6) = —aoxn(£) + (bo — agbn)u(t)
X; () = x1(t) — ax, (t) + (by — agbp)u(t) (3.63)

Xn (£) = Xp—1(t) — an_1x,(t) + (bp_1 — an_1by)u(t)
Ceci conduit a la forme compagne observable:

X1 [O 0 .. 0 —ao 1 %1 [ by — agby, 1
J'CZ Il 0 0 _al I[ x2 l bl_albn
r3‘=lo 0 —ap || x3 |+| b,—ayh, |u (3.64)
) lo o o 1 —an_lJLcn_lJ lb,_, —a,_,b,]
X1
Y@ =10 0 0 11| 2|+ byu (3.65)
xn

Sib, =0ona:
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|
=
[N
]
o
[« es]
o o

x1
| + | b, ‘ (3.66)

E :
l¢,] 0001—an1lxn1 b, ]

Il
O R
-
o

Exemple: Trouver la forme compagne d’observabilité du systéme défini par la fonction de transfert

suivante :
Y(s) 2s*+4s+1
U(s) s3+2s2+s

La RE sous forme observable est :

07[* 1
H [ _1] o]+ [a] weo
—211x3 2
X1
y(@) =00 1] [le
X3




