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CHAPITRE III 
 

REPRESENTATION D’ETATS DES SYSTEMES LINEAIRES MONOVARIABLES 
 

III.1. INTRODUCTION 

La théorie et les méthodes de commande classiques sont basées sur une simple description d'entrée-sortie 
du système, généralement exprimée comme une fonction de transfert ; ces méthodes n'utilisent aucune 
connaissance de la structure interne du système, de plus cette représentation est obtenue en supposant les 
conditions initiales nulles (système initialement au repos) qui n’est pas toujours vrai et ces conditions 
initiales jouent souvent un rôle très important dans l’étude des systèmes dans le domaine temporel où la 
réponse dépend du passé du système, de plus cette représentation s’adapte mal aux systèmes multivariables 
(MIMO : Multiple-Input Multiple-Output) et se limite généralement aux systèmes monovariables (SISO: 
Single-Input Single-Output), et ne permettent qu'un contrôle limité du comportement en boucle fermée. 

Les techniques de commande moderne des systèmes font appel un type de modélisation beaucoup plus 
« riche » dite représentation d’état (ou représentation interne) qui permet de pallier aux difficultés de la 
fonction de transfert. Il s’agit d’un modèle qui prend en compte la dynamique interne (état) du système et ne 
se limite pas à la description d’un comportement de type boite noire (entrée/ sortie) et il tient en compte des 
conditions initiales. De plus, bien que ce cours soit consacré à l’étude des systèmes linéaires invariants, 
signalons que le formalisme d'état est universel ; il  s’adapte bien aux systèmes SISO qu’aux systèmes 
MIMO, aux systèmes variants et invariants, aux systèmes linéaires et non linéaires, ….  

III.2. REPRESENTATION D’ETAT 

L’état d’un système à l’instant 𝑡଴ représente l’ensemble des informations que l’on doit posséder sur le 
système à cet instant pour pouvoir déterminer son évolution ultérieur (𝑡 > 𝑡଴), à partir de la seule 
connaissance de l’entrée ultérieure (pour 𝑡 > 𝑡଴). 
La représentation d'état modélise la dynamique du système par un ensemble d'équations différentielles de 
premier ordre couplées avec les variables d'état, et un ensemble d'équations algébriques combinant les 
variables d'état pour donner les variables physiques de la sortie. Les systèmes dynamiques rencontrés en 
automatique peuvent être décrit par la représentation d’état suivante : 

൜
𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)
 

Si les fonctions 𝑓 et 𝑔 sont linéaires vis-à-vis 𝑥(𝑡) et 𝑢(𝑡) et ne dépendent pas explicitement du temps 𝑡, 
alors le système est linéaire et invariant, et sa représentation d’état prend la forme : 

൜
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡)
 

𝑛 est l’’ordre du système 
𝑥(𝑡) ∈ ℝ௡ vecteur d’état, 
 𝑢(𝑡) ∈ ℝ௠ vecteur d’entrée, 
 𝑦(𝑡) ∈ ℝ௣ Vecteur de sortie 
𝐴 ∈ ℝ௡×௡matrice d’état ou matrice dynamique,  
B∈ ℝ௡×௠matrice d’entrée ou de commande, 
 𝐶 ∈ ℝ௣×௡matrice de sortie ou d’observation, 
 𝐷 ∈ ℝ௣×௠ matrice de couplage ou matrice de liaison entrée-sortie. 

Le schéma analogique de cette représentation est le suivant : 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figure 3.1 Schéma analogique d‘un modèle d’état. 
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III.3. RESOLUTION DE L’EQUATION D’ETAT 

Considérons un système d’ordre n représenté par le modèle d’état suivant : 
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡)
                                                               (3.1) 

Il s’agit de trouver l’expression le vecteur d’état 𝑥(𝑡)  est la sortie 𝑦(𝑡) en réponse à une entrée  𝑢(𝑡).  

III.3.1. Réponse libre (𝐮(𝐭) = 𝟎) 

Il s’agit ici de voir comment le système réagit librement à la seule condition initiale et en absence de l’entrée. 

 Cas d’un système du 1er ordre : forme scalaire:  
Soit le système du 1erordre ( 𝑛 = 1) et a une seule variable d’état 𝑥(𝑡) donné par l’équation d’état 

suivante : 
𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝑐𝑥(𝑡) + 𝑑𝑢(𝑡)
                                                           (3.2) 

                                 
où 𝑎, 𝑏, 𝑐 et 𝑑 sont des scalaires constants. 
le système autonome (𝑢(𝑡) = 0) est donc : 

𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡) 

⟹   𝑥̇(𝑡) − 𝑎𝑥(𝑡) = 0 ⟹ 𝑒ି௔ ௧𝑥̇(𝑡) − 𝑒ି௔ ௧𝑎𝑥(𝑡) = 0 ⟹
𝑑൫𝑒ି௔ ௧𝑥(𝑡)൯

𝑑𝑡
= 0  

⟹ න
𝑑൫𝑒ି௔ ఛ𝑥(𝜏)൯

𝑑𝜏

௧

଴

𝑑𝜏 = 0 ⟹ [𝑒ି௔ ఛ𝑥(𝜏)]଴
௧ = 0 ⟹ 𝑒ି௔ ௧𝑥(𝑡) − 𝑥(0) = 0 ⟹ 𝑒ି௔ ௧𝑥(𝑡) = 𝑥(0) 

Finalement, la réponse libre est: 
𝑥(𝑡) = 𝑒௔ ௧𝑥(0)                                                            (3.3) 

 Cas d’un système d’un système d’ordre élevé : forme matricielle 
 𝑥̇ = 𝐴𝑥                                                                        (3.4) 

Par analogie au cas scalaire, on définit l’exponentielle d’une matrice carrée 𝐴  d’ordre 𝑛 de la façon suivante 
 

𝑒஺ = ∑
஺ೖ

௞!
ஶ
௞ୀ଴ = 𝐼 + 𝐴 +

஺మ

ଶ!
+ ⋯

஺ೖ

௞!
+ ⋯ = ∑

஺ೖ

௞!
ஶ
௞ୀ଴   

Donc :  

𝑒஺ ௧ = ෍
𝐴௞𝑡௞

𝑘!

ஶ

௞ୀ଴

= 𝐼 + 𝐴𝑡 +
𝐴ଶ𝑡ଶ

2!
+ ⋯

𝐴௞𝑡௞

𝑘!
+ ⋯ = ෍

𝐴௞𝑡௞

𝑘!

ஶ

௞ୀ଴

 

On peut monter que la solution de l’ED (2.4) est : 𝑥(𝑡) = 𝑒஺ ௧𝑥(0)  
Effectivement, on a : 

𝑥̇(𝑡) =
ௗ

ௗ௧
൫𝑒஺ ௧𝑥(0)൯ =

ௗ

ௗ௧
ቆቀ𝐼 + 𝐴𝑡 +

஺మ௧మ

ଶ!
+ ⋯

஺ೖ௧ೖ

௞!
+ ⋯ ቁ 𝑥(0)ቇ  

= ቀ𝐴 + 𝐴ଶ𝑡ଶ +
஺య௧య

ଶ!
+ ⋯

஺ೖశభ௧ೖశభ

௞!
+ ⋯ ቁ 𝑥(0) = 𝐴 ቀ𝐼 + 𝐴𝑡 +

஺మ௧మ

ଶ!
+ ⋯

஺ೖ௧ೖ

௞!
+ ⋯ ቁ 𝑥(0)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

௫ (௧)

= 𝐴𝑥(𝑡)   

La matrice Φ(𝑡) = 𝑒஺௧  est dite matrice de transition d’état.            
𝑥(𝑡) = Φ(𝑡)𝑥(0)                                                                           (3.5) 

III.3.2. Réponse forcée (𝐮(𝐭) ≠ 𝟎): 

 Il s’agit ici de voir comment le système réagit en présence de l’entrée.  

 Cas d’un système du 1er ordre : forme scalaire: 
On a : 

 
𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡)   

 
⟹   𝑥̇(𝑡) − 𝑎𝑥(𝑡) = 𝑏𝑢(𝑡) ⟹ 𝑒ି௔௧𝑥̇(𝑡) − 𝑒ି௔௧𝑎𝑥(𝑡) = 𝑒ି௔௧𝑏𝑢(𝑡) 

⟹
𝑑൫𝑒ି௔௧𝑥(𝑡)൯

𝑑𝑡
= 𝑒ି௔௧𝑏𝑢(𝑡) ⟹ න

𝑑൫𝑒ି௔ఛ𝑥(𝜏)൯

𝑑𝜏

௧

଴

𝑑𝜏 = න 𝑒ି௔ఛ𝑏𝑢(𝜏)𝑑𝜏
௧

଴

 

⟹ [𝑒ି௔ ఛ𝑥(𝜏)]଴
௧ = න 𝑒ି௔ఛ𝑏𝑢(𝜏)𝑑𝜏

௧

଴

 ⟹ 𝑒ି௔ ௧𝑥(𝑡) − 𝑥(0) = න 𝑒ି௔ఛ𝑏𝑢(𝜏)𝑑𝜏
௧

଴
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⟹ 𝑒ି௔ ௧𝑥(𝑡) = 𝑥(0) + න 𝑒ି௔ 𝑏𝑢(𝜏)𝑑𝜏
௧

଴

⟹ 𝑥(𝑡) = 𝑒௔௧𝑥(0) + 𝑒௔௧ න 𝑒ି௔ఛ𝑏𝑢(𝜏)𝑑𝜏
௧

଴

 

Alors, on a : 

𝑥(𝑡) =  𝑒௔௧𝑥(0) + ∫ 𝑒௔(௧ିఛ)𝑏𝑢(𝜏)𝑑𝜏
௧

଴
                                                  (3.6) 

en remplaçant  dans l’équation de la  sortie, on obtient la réponse totale du système : 
 

𝑦(𝑡) = 𝑐𝑥(0)𝑒௔௧ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ோé௣௢௡௦௘

௟௜௕௥௘

+ 𝑐 ∫ 𝑒௔(௧ିఛ)𝑏 𝑢(𝜏)𝑑𝜏
௧

௧బ
+ 𝑑𝑢(𝑡)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

ோé௣௢௡௦௘ ௙௢௥௖é௘

                                      (3.7) 

 Cas d’un système d’un système d’ordre élevé : forme matricielle 
Dans le cas où le système est d’ordre 𝑛 > 1 , donc il possède 𝑛 variables d’état 𝑥௜(𝑡). 

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡)
 

La solution d’un tel système matriciel est analogue à celle obtenue dans le cas scalaire, donc, en remplaçant 
les scalaires 𝑎, 𝑏, 𝑐et 𝑑 dans (3.6) et (2.7) par les matrices 𝐴, 𝐵, 𝐶 et 𝐷 respectivement, il vient : 

𝑥(𝑡)=   𝑒஺௧𝑥(0) + ∫ 𝑒஺(௧ିఛ)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏
௧

௧బ
                                                             (3.7) 

 

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑒஺௧𝑥(0)ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
ோé௣௢௡௦௘

௟௜௕௥௘

+ 𝐶 ∫ 𝑒஺(௧ିఛ)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏
௧

௧బ
+ 𝐷𝑢(𝑡)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

ோé௣௢௡௦௘
௙௢௥௖é௘

                                          (3.8) 

Remplaçons (3.5) dans (3.7) et (3.8), il vient : 

𝑥(𝑡)=   Φ(𝑡)𝑥଴ + ∫ Φ(𝑡 − 𝜏)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏
௧

௧బ
                                               (3.9) 

𝑦(𝑡) = 𝐶Φ(𝑡)𝑥(0) + 𝐶 ∫ Φ(𝑡 − 𝜏)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏
௧

௧బ
+ 𝐷𝑢(𝑡)                            (3.10) 

Le problème de la résolution des équations d’état se ramène au problème de calcul de la matrice de 
transition. Avant de décrire différentes méthodes pour l’obtention de la matrice de transition, nous montrons 
quelques propriétés de cette matrice. 

III.3.3. Réponse du système à des entrées typiques 

On donne la réponse générale d’un système donné sous forme de représentation d’état  

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡) = 𝐶 ቂ𝑒஺௧𝑥(0) + ∫ 𝑒஺(௧ିఛ)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏
௧

௧బ
ቃ + 𝐷𝑢(𝑡)  

Pour des raisons de simplicité on considère le cas ou 𝐷 = 0, donc la réponse sera : 

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) = 𝐶 ቂ𝑒஺௧𝑥(0) + ∫ 𝑒஺(௧ିఛ)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏
௧

௧బ
ቃ  

 Réponse impulsionnelle  

Pour calculer la réponse à une entrée de type impulsion de Dirac 𝑢(𝑡) = 𝛿(𝑡), on utilise la propriété 
suivante : 

∫ 𝑓(𝑡)𝛿(𝑡)𝑑𝑡
ାஶ

ିஶ
= 𝑓(0) où f est une fonction continue à l’origine 

Alors : 

𝑦(𝑡) = 𝐶 ቎𝑒஺௧𝑥(0) + 𝑒 ஺௧ න 𝑒ି஺ఛ𝐵 𝛿(𝜏)𝑑𝜏

௧

௧బ

቏ = 𝐶[𝑒஺௧𝑥(0) + 𝑒 ஺௧𝐵] 

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑒஺௧[𝑥(0)  + 𝐵]                                               (3.11) 

 Réponse indicielle 

L’entrée est l’échelon unitaire également appelée fonction de Heavyside 𝑢(𝑡) = Γ(𝑡) définie par : 

Γ(𝑡) = ቄ
1        pour 𝑡 ≥ 0
0       ailleurs       

 

𝑦(𝑡) = 𝐶 ቎𝑒஺௧𝑥(0) + 𝑒஺௧ න 𝑒ି஺ఛ𝐵 𝑑𝜏

௧

଴

቏ = 𝐶 ቂ𝑒஺௧𝑥(0) + ൣ−𝑒஺(௧ିఛ)𝐴ିଵ𝐵൧
଴

௧
ቃ 

= 𝐶[𝑒஺௧𝑥(0)  − 𝐴ିଵ𝐵 + 𝑒஺௧𝐴ିଵ𝐵 ] = 𝐶𝑒஺௧[𝑥(0)  + 𝐴ିଵ𝐵 ] − 𝐶𝐴ିଵ𝐵 
Donc : 

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑒஺௧[𝑥(0)  + 𝐴ିଵ𝐵 ] − 𝐶𝐴ିଵ𝐵                                                     (3.12) 
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III.3.4. Propriétés de la matrice de transition d’état 

 Φ(0) = 𝑒஺×଴ = 𝐼. 
 Φ(𝑡) = 𝑒஺௧ = [𝑒ି஺௧]ିଵ = [Φ(−𝑡)]ିଵ      , Φିଵ(𝑡) = Φ(−𝑡). 
 Φ(𝑡ଵ + 𝑡ଶ) = 𝑒஺(௧భା௧మ) = 𝑒஺௧భ𝑒஺௧మ = Φ(𝑡ଵ)Φ(𝑡ଶ) = Φ(𝑡ଶ)Φ(𝑡ଵ). 
 [Φ(𝑡)]௡ = Φ(𝑛𝑡). 
 Φ(𝑡ଶ − 𝑡ଵ)Φ(𝑡ଵ − 𝑡଴) = Φ(𝑡ଶ − 𝑡଴) = Φ(𝑡ଵ − 𝑡଴)Φ(𝑡ଶ − 𝑡ଵ) 

 

III.3.5. Calcul de la matrice de transition d’état  
Il existe plusieurs méthodes pour le calul de la matrice de transition 𝛷(𝑡) = 𝑒஺௧:: 

a) Méthode du développement en série 

Si la matrice 𝐴 est nilpotente d’ordre 𝑘 (c.-à-d. il existe  𝑘 ≥ 1 tel que  pour > 𝑘 𝐴௥ = 0),  alors , 
on peut calculer la matrice de transition par la somme de la série : 

𝑒஺ ௧ = ෍
𝐴௜𝑡௜

𝑖!

ஶ

௜ୀ଴

= 𝐼 + 𝐴𝑡 +
𝐴ଶ𝑡ଶ

2!
+ ⋯ . +

𝐴௜𝑡௜

𝑖!
+ ⋯ = 𝐼 + 𝐴𝑡 +

𝐴ଶ𝑡ଶ

2!
+ ⋯

𝐴௥𝑡𝑟ଶ

𝑟!
 

Exemple : 

Soit :    𝐴 = ቂ
0 1
0 0

ቃ 

𝐴ଶ = ቂ
0 1
0 0

ቃ ቂ
0 1
0 0

ቃ = ቂ
0 0
0 0

ቃ,  donc 𝐴௥ஹଶ = 0 alors : 

𝑒஺ ௧ = ෍
𝐴௜𝑡௜

𝑖!

ஶ

௜ୀ଴

= 𝐼 + 𝐴𝑡 = ቂ
1 0
0 1

ቃ + ቂ
0 1
0 0

ቃ 𝑡 = ቂ
1 0
0 1

ቃ + ቂ
0 𝑡
0 0

ቃ = ቂ
1 𝑡
0 1

ቃ 

 

b) Méthode de transformée de Laplace 
Soit l’équation d’état :   𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) 
En posant   𝑢(𝑡) = 0. 
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) ⟹ 𝑇𝐿 [𝑥̇(𝑡)] = 𝑇𝐿[𝐴𝑥(𝑡)] ⟹ 𝑠𝑋(𝑠) − 𝑥(0) = 𝐴𝑋(𝑠) 
⟹ 𝑋(𝑠) = (𝑠𝐼 − 𝐴)ିଵ𝑥(0) ⟹ 𝑇𝐿ିଵ[𝑋(𝑠)] = 𝑥(𝑡) = 𝑇𝐿ିଵ[(𝑠𝐼 − 𝐴)ିଵ]𝑥(0) 
Finalement : 

𝑥(𝑡) = 𝑇𝐿ିଵ[(𝑠𝐼 − 𝐴)ିଵ]𝑥(0)                                                                   (3.13) 
D’autre part, la réponse libre de l’équation d’état est:   𝑥(𝑡)= 𝑒஺௧𝑥(0) 
Donc :  

𝑒஺௧ = 𝑇𝐿ିଵ[(𝑠𝐼 − 𝐴)ିଵ])                                                      (3.14) 
 

Exemple : Soit un système d’ordre deux : 

൤
𝑥̇ଵ(𝑡)

𝑥̇ଶ(𝑡)
൨ = ቂ

0 1
−2 −3

ቃ ൤
𝑥ଵ(𝑡)

𝑥ଶ(𝑡)
൨ + ቂ

0
1

ቃ 𝑢(𝑡)  

Calculer  la matrice de transition 𝑒஺. 

(𝑠𝐼 − 𝐴)ିଵ =
௔ௗ௝(௦ூି஺)

ௗ௘௧(௦ூି஺)
=

ቂ
௦ାଷ ଵ
ିଶ ௌ

ቃ

(௦ାଵ)(௦ାଶ)
= ቎

௦ାଷ

(௦ାଵ)(௦ାଶ)

ଵ

(௦ାଵ)(௦ାଶ)

ିଶ

(௦ାଵ)(௦ାଶ)

௦

(௦ାଵ)(௦ାଶ)

቏ = ቎
ቀ

ఈభ

(௦ାଵ)
+

ఈమ

(௦ାଶ)
ቁ ቀ

ఈయ

(௦ାଵ)
+

ఈర

(௦ାଶ)
ቁ

ቀ
ఈయ

(௦ାଵ)
+

ఈర

(௦ାଶ)
ቁ ቀ

ఈఱ

(௦ାଵ)
+

ఈల

(௦ାଶ)
ቁ

቏  

𝛼ଵ =  lim
௦⟶ିଵ

( 𝑠 + 1) ቀ
௦ାଷ

(௦ାଵ)(௦ାଶ)
ቁ = 2, 𝛼ଶ =  lim

௦⟶ିଶ
( 𝑠 + 2) ቀ

௦ାଷ

(௦ାଵ)(௦ାଶ)
ቁ = −1  

𝛼ଷ =  lim
௦⟶ିଵ

( 𝑠 + 1) ቀ
ିଶ

(௦ାଵ)(௦ାଶ)
ቁ = −2, 𝛼ସ =  lim

௦⟶ିଶ
( 𝑠 + 2) ቀ

ିଶ

(௦ାଵ)(௦ାଶ)
ቁ = 2  

𝛼ହ =  lim
௦⟶ିଵ

( 𝑠 + 1) ቀ
௦

(௦ାଵ)(௦ାଶ)
ቁ = −1, 𝛼ସ =  lim

௦⟶ିଶ
( 𝑠 + 2) ቀ

௦

(௦ାଵ)(௦ାଶ)
ቁ = 2  

(𝑠𝐼 − 𝐴)ିଵ = ቎
ቀ

ଶ

(௦ାଵ)
−

ଵ

(௦ାଶ)
ቁ ቀ

ଵ

(௦ାଵ)
−

ଵ

(௦ାଶ)
ቁ

−2 ቀ
ଵ

(௦ାଵ)
−

ଵ

(ௌାଶ)
ቁ ቀ

ିଵ

(௦ାଵ)
+

ଶ

(௦ାଶ)
ቁ

቏  
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𝑒஺௧ = 𝑇𝐿ିଵ[(𝑠𝐼 − 𝐴)ିଵ] = 𝑇𝐿ିଵ ቎
ቀ

ଶ

(௦ାଵ)
−

ଵ

(௦ାଶ)
ቁ ቀ

ଵ

(௦ାଵ)
−

ଵ

(௦ାଶ)
ቁ

ቀ
ିଶ

(௦ାଵ)
+

ଶ

(௦ାଶ)
ቁ ቀ

ିଵ

(௦ାଵ)
+

ଶ

(௦ାଶ)
ቁ

቏ = ൤ 2𝑒ି௧ − 𝑒ିଶ௧ 𝑒ି௧ − 𝑒ିଶ௧

−2𝑒ି௧ + 2𝑒ିଶ௧ −𝑒ି௧ + 2𝑒ିଶ௧൨  

c) Méthode de diagonalisation de la matrice A 
Si la matrice d’état  𝐴 est diagonale, on montre facilement que : 

𝐴 = ൦

𝜆ଵ 0 … 0
0 𝜆ଶ ⋱ ⋮
⋮
0

⋱
…

⋱ 0
0 𝜆௡

൪ ⟹ 𝑒஺௧= ൦

𝑒ఒభ௧ 0 … 0
0 𝑒ఒమ௧ ⋱ ⋮
⋮
0

⋱ 
…

⋱ 0

0 𝑒ఒ೙௧

൪                               (3.15) 

d’où l’idée de passer par un changement de variables judicieux, de la représentation d’état initiale vers une 
autre représentation faisant intervenir une matrice d’état diagonale. 
Si 𝐴 est une matrice carrée  (𝑛 × 𝑛) à n valeurs propres distincts  𝜆௜ (1, … , 𝑛), qui sont associées aux n 
vecteurs propres 𝑉௜ par : 

𝐴𝑉௜ = 𝜆௜𝑉௜             𝑖 = 1 … 𝑛                                       (3.16) 
d’où 

൞

𝐴𝑉ଵ = 𝜆ଵ𝑉ଵ

𝐴𝑉ଶ = 𝜆ଶ𝑉ଶ

⋮
𝐴𝑉௡ = 𝜆௡𝑉௡

 

Sous forme matricielle : 

𝐴[𝑉ଵ 𝑉ଶ … 𝑉௡] = [𝑉ଵ 𝑉ଶ … 𝑉௡] ൦

𝜆ଵ 0 … 0
0 𝜆ଶ … 0
⋮
0

⋮
0

⋮   ⋮
… 𝜆௡

൪                               (3.17) 

En multipliant à gauche les deux membres de (2.35) par [𝑉ଵ 𝑉ଶ … 𝑉௡]ିଵ : 

[𝑉ଵ 𝑉ଶ … 𝑉௡]ିଵᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௉షభ

𝐴 [𝑉ଵ 𝑉ଶ … 𝑉௡]ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௉

= ൦

𝜆ଵ 0 … 0
0 𝜆ଶ … 0
⋮
0

⋮
0

⋮   ⋮
… 𝜆௡

൪

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ୈ

                                 (3.18) 

𝑃ିଵ𝐴𝑃 = D ⟹ 𝐴 = 𝑃D𝑃ିଵ                                                               (3.19) 
Finalement : 

𝑒஺௧ = 𝑃eୈ୲𝑃ିଵ = 𝑃 ൦

𝑒ఒభ௧ 0 … 0
0 𝑒ఒమ௧ … 0
⋮
0

⋮
0

⋮   ⋮

… 𝑒ఒ೙௧

൪ 𝑃ିଵ                                          (3.20) 

Exemple: Calculer  la matrice de transition 𝑒஺ avec : 𝐴 = ቂ
0 1

−2 −3
ቃ 

Valeurs propres : 
𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0 

ቚ
𝜆 −1
2 𝜆 + 3

ቚ = 0 ⟹ 𝜆ଵ = −1, 𝜆ଶ = −2 

D = ቂ
−1 0
0 −2

ቃ 

Soit 𝑧 = [𝑧ଵ 𝑧ଶ]் et 𝑣 = [𝑣ଵ 𝑣ଶ]் les deux vecteurs propres associés au valeurs propres 𝜆ଵ et  𝜆ଶ 
respectivement, alors :  
a) 𝐴𝑧 = 𝜆ଵ𝑧 

ቂ
0 1

−2 −3
ቃ ቂ

𝑧ଵ

𝑧ଶ
ቃ = − ቂ

𝑧ଵ

𝑧ଶ
ቃ ⟹ 𝑧ଵ = −𝑧ଶ, on pose 𝑧ଵ = 1 ⟹ 𝑧ଶ = −1, 𝑧 = [1 −1]்  

b) 𝐴𝑣 = 𝜆ଶ𝑣 

ቂ
0 1

−2 −3
ቃ ቂ

𝑣ଵ

𝑣ଶ
ቃ = − ቂ

𝑣ଵ

𝑣ଶ
ቃ ⟹ −2𝑣ଵ = 𝑣ଶ, on pose 𝑣ଶ = 2 ⟹ 𝑣ଵ = −1, 𝑣 = [−1 2]்  

Donc: 𝑃 = [𝑧 𝑤] = ቂ
1 −1

−1 2
ቃ ⟹ 𝑃ିଵ = ቂ

2 1
1 1

ቃ 

Vérification : 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃ିଵ = ቂ
1 −1

−1 2
ቃ ቂ

−1 0
0 −2

ቃ ቂ
2 1
1 1

ቃ = ቂ
0 1

−2 −3
ቃ  

𝑒஺௧ = 𝑃𝑒஽௧𝑃ିଵ = ቂ
1 −1

−1 2
ቃ ቂ𝑒ି௧ 0

0 𝑒ିଶ௧ቃ ቂ
2 1
1 1

ቃ = ൤ 2𝑒ି௧ − 𝑒ିଶ௧ 𝑒ି௧ − 𝑒ିଶ௧

−2𝑒ି௧ + 2𝑒ିଶ௧ −𝑒ି௧ + 2𝑒ିଶ௧൨  
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c) Méthode de CAYLEY-HAMILTON 
Cette méthode est basée sur le fait qu’une matrice est toujours solution de son équation caractéristique. 
L’équation caractéristique de la matrice  𝐴 de dimensions (𝑛 × 𝑛) est : 

det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 𝜆௡ + 𝑎௡ିଵ𝜆௡ିଵ + ⋯ + 𝑎ଵ𝜆 + 𝑎଴ = 0                                   (3.21) 
On a toujours : 

𝐴௡ + 𝑎௡ିଵ𝐴௡ିଵ + ⋯ + 𝑎ଵ𝐴 + 𝑎଴𝐼 = 0 ⇒ 𝐴௡ = −𝑎௡ିଵ𝐴௡ିଵ − ⋯ − 𝑎ଵ𝐴 − 𝑎଴𝐼 = 0             (3.22) 
Donc, pour toutes matrice carrée possédant n valeurs propres distinctes, toutes puissance de 𝐴 supérieure ou 
égale à n peut s’exprimer en fonction d’une combinaison des puissances de 𝐴 inferieures à 𝑛. Donc : 

𝑒஺௧ = 𝐼 + 𝐴𝑡 +
𝐴ଶ𝑡ଶ

2!
+ ⋯ +

𝐴௡𝑡௡

𝑛!
 

𝑒஺௧ = 𝑓௡ିଵ(𝑡)𝐴௡ିଵ + 𝑓௡ିଶ(𝑡)𝐴௡ିଶ + ⋯ + 𝑓ଵ(𝑡)𝐴 + 𝑓଴(𝑡)𝐼                 (3.23) 
Notons que tous les valeurs propres 𝜆௜ de la matrice 𝐴 vérifient également cette équation, c-à-d : 

𝑒  ఒ೔௧ = 𝑓௡ିଵ(𝑡) 𝜆௜
௡ିଵ

+ 𝑓௡ିଶ(𝑡) 𝜆௜
௡ିଶ

+ ⋯ + 𝑓ଵ(𝑡) 𝜆௜ + 𝑓଴(𝑡)𝐼              (3.24) 
En résumé cette méthode consiste à calculer 𝑒஺௧ de la façon suivante : 

𝑒஺௧ = ∑ 𝑓௜(𝑡)𝐴௜௡ିଵ
௜ୀ଴                                                        (3.25) 

où les fonctions 𝑓௜(𝑡) sont à calculer en résolvant le système d’équations suivant : 

𝑒ఒ೔௧ = ∑ 𝑓௝(𝑡)𝜆௜
௝௡ିଵ

௝ୀ଴                                                     (3.26) 
 

Exemple : soit : 𝐴 = ቂ
0 1

−2 −3
ቃ 

Calculer  la matrice de transition Φ(𝑡) = 𝑒஺௧. 

Les valeurs propres de 𝐴 sont : 𝜆ଵ = −1,   𝜆ଶ = −2 
On a : 

𝑒஺௧ = ∑ 𝑓௜(𝑡)𝐴௜ଵ
௜ୀ଴ = 𝑓଴(𝑡)𝐼 + 𝑓ଵ(𝑡)𝐴             et :   ቊ

𝑒ି௧ = 𝑓଴(𝑡)𝐼 + 𝑓ଵ(𝑡)𝜆ଵ = 𝑓଴(𝑡) − 𝑓ଵ(𝑡)

𝑒ିଶ௧ = 𝑓଴(𝑡)𝐼 + 𝑓ଵ(𝑡)𝜆ଶ = 𝑓଴(𝑡) − 2𝑓ଵ(𝑡)
 

Alors : 

൜
𝑓଴(𝑡) = 2𝑒ି௧ − 𝑒ିଶ௧    

𝑓ଵ(𝑡) = 𝑒ି௧ − 𝑒ିଶ௧      
et    𝑒஺௧ = 𝑓଴(𝑡)𝐼 + 𝑓ଵ(𝑡)𝐴 = ൤ 2𝑒ି௧ − 𝑒ିଶ௧ 𝑒ି௧ − 𝑒ିଶ௧

−2𝑒ି௧ + 2𝑒ିଶ௧ −𝑒ି௧ + 2𝑒ିଶ௧൨ 

III.4. PASSAGE DE LA REPRESENTATION D’ETAT A FONCTION DE TRANSFERT 

Le passage de la représentation d’état vers la fonction de transfert n’offre aucune difficulté. Soit la 
représentation d’état : 

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡)
                                                    (3.27) 

Posons les conditions initiales nulles (𝑥(0) = 0) et prenons la transformée de Laplace des deux équations 
(4.1), on obtient : 
𝑠𝑋(𝑠) = 𝐴𝑋(𝑠) + 𝐵𝑈(𝑠) ⟹ (𝑠𝐼 − 𝐴)𝑋(𝑠) = 𝐵𝑈(𝑠) ⟹ 𝑋(𝑠) = (𝑠𝐼 − 𝐴)ିଵ𝐵𝑈(𝑠) 
𝑌(𝑠) = 𝐶𝑋(𝑠) + 𝐷𝑈(𝑠) = (𝐶(𝑆𝐼 − 𝐴)ିଵ𝐵 + 𝐷)𝑈(𝑠)                                               
Dans le cas monovariable on obtient la fonction de transfert  : 

𝐺(𝑠) =
௒(௦)

௎(௦)
=  𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴)ିଵ𝐵 + 𝐷                                           (3.28) 

Donc le cas d’un système multivaribale à 𝑚 entrées et 𝑝 sorties, on obtient la  matrice de transfert  : 

𝐺(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴)ିଵ𝐵 + 𝐷 = ቎

𝐺ଵଵ(𝑠) … 𝐺ଵ௠(𝑠)
⋮

𝐺௣ଵ(𝑠) …

⋮
𝐺௣௠(𝑠)

቏                                      (3.29) 

Avec :                                             

⎣
⎢
⎢
⎡
𝑌ଵ(𝑠)

𝑌ଶ(𝑠)
⋮

𝑌௣(𝑠)⎦
⎥
⎥
⎤

= ቎

𝐺ଵଵ(𝑠) … 𝐺ଵ௠(𝑠)
⋮

𝐺௣ଵ(𝑠)
⋮
…

⋮
𝐺௣௠(𝑠)

቏ ൦

𝑈ଵ(𝑠)
𝑈ଶ(𝑠)

⋮
𝑈௠(𝑠)

൪                                        (3.30) 

Remarque : on a  

𝐺(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 − 𝐴)ିଵ𝐵 + 𝐷 = 𝐺(𝑠) =
𝐶 × adj(𝑠𝐼 − 𝐴) × 𝐵 + 𝐷 × det (𝑠𝐼 − 𝐴)

det (𝑠𝐼 − 𝐴)
 

Donc l’équation caractéristique du système est : det(𝑠𝐼 − 𝐴) = 0, alors , les pôles du système sont les 
valeurs propres de la matrice 𝐴. 
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III.5. PASSAGE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE A LA REPRESENTATION D’ETAT   

Soit le système décrit par l’équation différentielle linéaire à coefficients constants de la forme : 
ௗ೙௬(௧)

ௗ௧೙ + 𝑎௡ିଵ
ௗ೙షభ௬(௧)

ௗ௧೙షభ + ⋯ + 𝑎଴𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡)                                           (3.31) 

Soit le changement de variable suivant : 𝑥ଵ = 𝑦, 𝑥ଶ =
ௗ௬

ௗ௧
, 𝑥ଷ =

ௗమ௬

ௗ௧మ , …, 𝑥௡ =
ௗ೙షభ௬

ௗ௧೙షభ  

Alors  

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

𝑥̇ଵ = 𝑥ଶ                                                                                                                                      
𝑥̇ଶ = 𝑥ଷ                                                                                                                                      
𝑥̇ଷ = 𝑥ସ                                                                                                                                       

 ⋮                                                                                                                                          

𝑥̇௡ =
ௗ೙௬

ௗ௧೙ = 𝑢 − 𝑎௡ିଵ
ௗ೙షభ௬(௧)

ௗ௧೙షభ − ⋯ − 𝑎଴𝑦(𝑡) = −𝑎଴𝑥ଵ − 𝑎ଵ𝑥ଶ − ⋯ 𝑢 − 𝑎௡ିଵ𝑥௡ + 𝑢

𝑦 = 𝑥ଵ                                                                                                                                        

               (3.32) 

Soit sous forme matricielle : 

𝑥̇ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 1

−𝑎଴ −𝑎ଵ −𝑎ଶ … −𝑎௡ିଵ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑥 +

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0
0
⋮
0
1⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

𝑢                              (3.33) 

𝑦 = [1  0 ⋯   0 ]

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑥ଵ

𝑥ଶ

⋮
⋮

𝑥௡⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

+ 𝑏௡ 𝑢                                                           (3.34) 

Nous allons maintenant étendre ce résultat au cas général défini par : 
ௗ೙௬(௧)

ௗ௧೙ + 𝑎௡ିଵ
ௗ೙షభ௬(௧)

ௗ௧೙షభ + ⋯ + 𝑎଴𝑦(𝑡) = 𝑏௡
ௗ೙௨(௧)

ௗ௧೙ + 𝑏௡ିଵ
ௗ೙షభ௨(௧)

ௗ௧೙షభ + ⋯ + 𝑏଴𝑢(𝑡)                 (3.35) 

Que l’on écrira en abrégé 𝐿(𝑦) = 𝑀(𝑢), avec 𝐿 et 𝑀 des opérateurs adéquats. 
Pour cela, formons tout d’abord une équation auxiliaire : 

𝑑௡𝑧(𝑡)

𝑑𝑡௡
+ 𝑎௡ିଵ

𝑑௡ିଵ𝑧(𝑡)

𝑑𝑡௡ିଵ
+ ⋯ + 𝑎଴𝑧(𝑡) =  𝐿(𝑧) = 𝑢(𝑡) 

Et effectuons le changement de variable suivant : 𝑥ଵ = 𝑧, 𝑥ଶ =
ௗ௭

ௗ௧
, 𝑥ଷ =

ௗమ௭

ௗ௧మ, …, 𝑥௡ =
ௗ೙షభ௭

ௗ௧೙షభ 

Du fait de la linéarité de l’opérateur 𝐿 on a :   𝐿 ቀ
ௗ೔௭(௧)

ௗ௧೔ ቁ =
ௗ೔௨(௧)

ௗ௧೔  

Donc :   𝐿(𝑦) = 𝑀(𝑢) = 𝑀(𝐿(𝑧)) = 𝐿(𝑀(𝑧)) ⟹ 𝑦 = 𝑀(𝑧) 
Soit 

𝑦 = 𝑏௡

𝑑௡𝑧(𝑡)

𝑑𝑡௡
+ 𝑏௡ିଵ

𝑑௡ିଵ𝑧(𝑡)

𝑑𝑡௡ିଵ
+ ⋯ + 𝑏଴𝑧(𝑡) = 𝑏௡

𝑑௡𝑧(𝑡)

𝑑𝑡௡
+ 𝑏௡ିଵ𝑥௡ + ⋯ + 𝑏଴𝑥ଵ 

Or  
𝑑௡𝑧(𝑡)

𝑑𝑡௡
= 𝑢(𝑡) − 𝑎௡ିଵ

𝑑௡ିଵ𝑧(𝑡)

𝑑𝑡௡ିଵ
− ⋯ − 𝑎଴𝑧(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝑎௡ିଵ𝑥௡ − ⋯ − 𝑎଴𝑥ଵ 

Ainsi 
𝑦(𝑡) = (𝑏଴ − 𝑎଴𝑏௡)𝑥ଵ + (𝑏ଵ − 𝑎ଵ𝑏௡)𝑥ଶ + ⋯ + (𝑏௡ିଵ − 𝑎௡ିଵ𝑏௡)𝑥௡ + 𝑏௡𝑢 

La représentation d’état s’écrit donc 

𝑥̇ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 1

−𝑎଴ −𝑎ଵ −𝑎ଶ … −𝑎௡ିଵ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑥 +

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0
0
⋮
0
1⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

𝑢                                                  (3.36) 

𝑦 = [(𝑏଴ − 𝑎଴𝑏௡ )  (𝑏ଵ − 𝑎ଵ𝑏௡ ) ⋯  (𝑏௡ିଵ − 𝑎௡ିଵ𝑏௡ ) ]

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑥ଵ

𝑥ଶ

⋮
⋮

𝑥௡⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

+ 𝑏௡ 𝑢                    (3.37) 

Si 𝑏௡ = 0 alors :                           𝑦(𝑡) = [𝑏଴  𝑏ଵ  ⋯  𝑏௡ିଵ ] 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑥ଵ

𝑥ଶ

⋮
⋮

𝑥௡⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

                                                             (3.38) 



Licence 3 Automatique / Module : CSL                                     Chapitre III: Représentation d’état des systèmes linéaires  

 

8 

III.6. PASSAGE DE LA FONCTION DE TRANSFERT A LA REPRESENTATION D’ETAT 

Soit la fonction de transfert d’un système SISO donné par : 

𝐺(𝑠) =
௒(௦)

௎(௦)
=

௕೙௦೙ା௕೙షభ௦೙షభ…ା௕భ௦ା௕బ

௦೙ା௔೙షభ௦೙షభ…ା௔భ௦ା௔బ
=

ே(௦)

௦೙ା௔೙షభ௦೙షభ…ା௔భ௦ା௔బ
+ 𝑏௡                   (3.39) 

avec : deg (𝑁(𝑠)) < 𝑛  

III.6.1. Formes modales 

a) Forme diagonale 
Dans le cas où les pôles 𝜆௜ (𝑖 = 1 … 𝑛) sont distincts, il est facile de réaliser la décomposition en éléments 
simples de 𝐺(𝑠). 

𝐺(𝑠) =
௒(௦)

௎(௦)
=

ே(௦)

௦೙ା௔೙షభ௦೙షభ…ା௔భ௦ା௔బ
+ 𝑏௡ =

ே(௦)

∏ (௦ିఒ೔)೙
೔సభ

 + 𝑏௡ =  ∑
ఈ೔

௦ିఒ೔

௡
௜ୀଵ + 𝑏௡          (3.40) 

avec : 𝛼௜ =  lim
௦→ఒ೔

( 𝑠 − 𝜆௜)𝐺(𝑠) 

On pose 𝑋௜(𝑠) =
ఈ೔

௦ିఒ೔
𝑈(𝑠) on aura : 

𝑠𝑋௜(𝑠) = 𝛼௜𝑈(𝑠) + 𝜆௜𝑋௜(𝑠)                                                  (3.41) 
A partir de (30.40) et (3.41), il vient 

𝑌(𝑠) =  ∑
ఈ೔

௦ିఒ೔
𝑈(𝑠) + 𝑏௡

௡
௜ୀଵ 𝑈(𝑠) = 𝑋ଵ(𝑠) + 𝑋ଶ(𝑠) + ⋯ + 𝑋௡(𝑠) + 𝑏௡                   (3.42) 

En utilisant la transformée inverse de Laplace, on obtient : 
𝑥̇௜(𝑡) = 𝛼௜𝑢(𝑡) + 𝜆௜𝑥௜(𝑡)                                                              (3.43) 
𝑦(𝑡) = 𝑥ଵ(𝑡) + 𝑥ଶ(𝑡) + ⋯ + 𝑥௡(𝑡)                                           (3.44) 

Ce qui donne la forme suivante : 

൦

𝑥̇ଵ

𝑥̇ଶ

⋮
𝑥̇௡

൪ = ൦

𝜆ଵ 0 … 0
0 𝜆ଶ … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 … 𝜆௡

൪ ൦

𝑥ଵ

𝑥ଶ

⋮
𝑥௡

൪ + ൦

𝛼ଵ

𝛼ଶ

⋮
𝛼௡

൪ 𝑢                                (3.45) 

  𝑦 = [1 1 … 1] ൦

𝑥ଵ

𝑥ଶ

⋮
𝑥௡

൪                                                        (3.46)                          

Une telle forme est dite diagonale car la matrice d’évolution 𝐴 est diagonale. 

b) Forme de Jordan 
Dans ce cas, on obtient la forme quasi diagonale dite  forme de Jordan. Dans un premier temps, pour 
comprendre ce qui peut être envisagé dans cette situation, l’on peut tout simplement considérer une fonction 
de transfert 𝐺(𝑠) ne possédant qu’un seul pôle 𝜆 de multiplicité n. on a alors : 

𝐺(𝑠) =
௒(௦)

௎(௦)
=

ே(௦)

(௦ିఒ)೙ =  ∑
ఉ೔

(௦ିఒ)೔
௡
௜ୀଵ                                         (3.47) 

Avec : 𝛽௜ =  lim
௦→ఒ

ଵ

(௡ି௜)!
ቈ

ௗ೙ష೔

ௗ௦೙ష೔
[(𝑠 − 𝜆)௡𝐺(𝑠)]቉ 

Alors  

𝑌(𝑠) = 𝐺(𝑠)𝑈(𝑠) =  ∑
ఉ೔

(௦ିఒ)೔
௡
௜ୀଵ 𝑈(𝑠) =   

ఉభ

(௦ିఒ)
𝑈(𝑠) +    

ఉమ

(௦ିఊ)మ 𝑈(𝑠) + ⋯ +    
ఉ೙

(௦ିఒ)೙ 𝑈(𝑠)          (3.48) 

On pose : 

 𝑋௡(𝑠) =
௎(௦)

(௦ିఒ)
   

 𝑋௡ିଵ(𝑠) =
௎(௦)

(௦ିఒ)మ =
ଵ

(௦ିఒ)
𝑋௡(𝑠)  

       ⋮    

 𝑋ଵ(𝑠) =
௎(௦)

(௦ିఒ)೙ =
ଵ

(௦ିఒ)
𝑋ଶ(𝑠)  

En utilisant la TL inverse, il vient : 
𝑥̇ଵ(𝑡) = 𝜆𝑥ଵ(𝑡) + 𝑥ଶ(𝑡) 
𝑥̇ଶ(𝑡) = 𝜆𝑥ଶ(𝑡) + 𝑥ଷ(𝑡) 
  ⋮   
𝑥̇௡ିଵ(𝑡) = 𝜆𝑥௡ିଵ(𝑡) + 𝑥௡ିଶ(𝑡) 
𝑥̇௡(𝑡) = 𝜆𝑥௡(𝑡) + 𝑥௡ିଵ(𝑡) 

𝑦(𝑡) =   𝛽ଵ𝑥௡(𝑡) +    𝛽ଶ𝑥௡ିଵ(𝑡) + ⋯ +    𝛽ଵ𝑥ଵ(𝑡)  
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Ce qui donne la forme quasi diagonale suivante : 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑥̇ଵ

𝑥̇ଶ

⋮
⋮

𝑥̇௡⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜆 1 0 … 0
0 𝜆 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 1
0 0 0 … 𝜆⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎡

𝑥ଵ
𝑥ଶ

⋮
𝑥௡ିଵ

𝑥௡ ⎦
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0
0
⋮
0
1⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

𝑢                                                  (3.49) 

        𝑦 = [β௡  𝛽௡ିଵ  …   𝛽ଵ] ൦

𝑥ଵ

𝑥ଶ

⋮
𝑥௡

൪ + 𝑏௡𝑢                                                             (3.50) 

Remarque : Dans le cas où la fonction de transfert possède p  pôles simples  𝜆௜ (𝑖 = 1, … , 𝑝) et un pôle 𝛾 de 
multiplicité  q , la décomposition en éléments simples donne : 

𝐺(𝑠) =
௒(௦)

௎(௦)
=

ே(௦)

(௦ିఊ)೜(௦ିఒభ)⋯൫௦ିఒ೛൯
=  ∑

ఈ೔

௦ିఒ೔

௣
௜ୀଵ + ∑

ఉೕ

(௦ିఊ)ೕ

௤
௝ୀଵ                                (3.51) 

Avec : 
𝛼௜ =  lim

௦→ఒ೔

(𝑠 − 𝜆௜)𝐺(𝑠) 

𝛽௝ =  lim
௦→ఊ

1

(𝑞 − 𝑗)!
൥

𝑑௤ି௝

𝑑𝑠௤ି௝
[(𝑠 − 𝛾)௤𝐺(𝑠)]൩ 

III.6.2. Formes compagnes 

a) Forme compagne de commandabilité 
On a 

𝐺(𝑠) =
𝑌(𝑠)

𝑈(𝑠)
=

𝑏௡𝑠௡ + 𝑏௡ିଵ𝑠௡ିଵ … + 𝑏ଵ𝑠 + 𝑏଴

𝑠௡ + 𝑎௡ିଵ𝑠௡ିଵ … + 𝑎ଵ𝑠 + 𝑎଴
=

𝑌(𝑠)

𝑉(𝑠)

𝑉(𝑠)

𝑈(𝑠)
                             (3.52) 

où 𝑉(𝑠) correspond à une variable interne au système, telle que : 
𝑌(𝑠)

𝑉(𝑠)
= 𝑏௡𝑠௡ + 𝑏௡ିଵ𝑠௡ିଵ … + 𝑏ଵ𝑠 + 𝑏଴                                                         (3.53) 

𝑉(𝑠)

𝑈(𝑠)
=

1

𝑠௡ + 𝑎௡ିଵ𝑠௡ିଵ … + 𝑎ଵ𝑠 + 𝑎଴
                                                            (3.54) 

A partir de (3.5), il vient : 
𝑠௡𝑉(𝑠) = 𝑈(𝑠) − 𝑎௡ିଵ 𝑠௡ିଵ𝑉(𝑠)ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

௑೙(௦)

− ⋯ − 𝑎ଵ 𝑠𝑉(𝑠)ᇣᇤᇥ
௑మ(௦)

− 𝑎଴ 𝑉(𝑠)ถ
௑భ(௦)

                                    (3.55) 

On peut choisir les variables d’état de la façon suivante : 

൞

𝑋ଵ(𝑠) = 𝑉(𝑠)                               

𝑋ଶ(𝑠) = 𝑠𝑉(𝑠) = 𝑠𝑋ଵ(𝑠)           
⋮                                               

𝑋௡(𝑠) = 𝑠௡ିଵ𝑉(𝑠) = 𝑠𝑋௡ିଵ(𝑠)

⟹

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥̇ଵ(𝑡) = 𝑥ଶ(𝑡)                                                                       

𝑥̇ଵ(𝑡) = 𝑥ଶ(𝑡)                                                                        
⋮                                                                                        

𝑥̇௡ିଵ(𝑡) = 𝑥௡(𝑡)                                                                    

𝑥̇௡(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝑎௡ିଵ𝑥௡(𝑡) − ⋯ − 𝑎ଵ𝑥ଶ(𝑡) − 𝑎଴𝑥ଵ(𝑡)

            (3.56) 

A partir de (3.52), on obtient : 
𝑌(𝑠) = 𝑉(𝑠) (𝑏௡𝑠௡ + 𝑏௡ିଵ𝑠௡ିଵ … + 𝑏ଵ𝑠 + 𝑏଴) 
         = 𝑏௡𝑠௡𝑉(𝑠) + 𝑏௡ିଵ𝑠௡ିଵ𝑉(𝑠) … + 𝑏ଵ𝑠𝑉(𝑠) + 𝑏଴𝑉(𝑠) 
        = 𝑏௡൫𝑈(𝑠) − 𝑎௡ିଵ𝑋௡(𝑠) − ⋯ − 𝑎ଵ𝑋ଶ(𝑠) − 𝑎଴𝑋ଵ(𝑠)൯ + 𝑏௡ିଵ𝑋௡(𝑠) … + 𝑏ଵ𝑋ଶ(𝑠) + 𝑏଴𝑋ଵ(𝑠)  
       = (𝑏଴ − 𝑎଴𝑏௡)𝑋ଵ(𝑠) + (𝑏ଵ − 𝑎ଵ𝑏௡)𝑋ଶ(𝑠) + ⋯ + (𝑏௡ିଵ − 𝑎௡ିଵ𝑏௡)𝑋௡(𝑠) + 𝑏௡𝑈(𝑠) 
⟹ 𝑦(𝑡) = (𝑏଴ − 𝑎଴𝑏௡)𝑥ଵ(𝑠) + (𝑏ଵ − 𝑎ଵ𝑏௡)𝑥ଶ(𝑠) + ⋯ + (𝑏௡ିଵ − 𝑎௡ିଵ𝑏௡)𝑥௡(𝑠) + 𝑏௡𝑢(𝑡) 
 Ceci conduit à la forme compagne commandable: 

𝑥̇ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 … 1

−𝑎଴ −𝑎ଵ −𝑎ଶ … −𝑎௡ିଵ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑥 +

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0
0
⋮
0
1⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

𝑢                                                     (3.57) 

𝑦 = [(𝑏଴ − 𝑎଴𝑏௡ )  (𝑏ଵ − 𝑎ଵ𝑏௡ ) ⋯  (𝑏௡ିଵ − 𝑎௡ିଵ𝑏௡ ) ]

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑥ଵ

𝑥ଶ

⋮
⋮

𝑥௡⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

+ 𝑏௡ 𝑢                    (3.58) 

Si 𝑏௡ = 0 alors : 
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𝑦(𝑡) = [𝑏଴  𝑏ଵ  ⋯  𝑏௡ିଵ ] 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑥ଵ

𝑥ଶ

⋮
⋮

𝑥௡⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

                                                                 (3.59) 

Exemple : Trouver la forme compagne de commande du système défini par la fonction de transfert suivante : 
𝑌(𝑠)

𝑈(𝑠)
=

2𝑠ଶ + 4𝑠 + 1

𝑠ଷ + 2𝑠ଶ + 𝑠
 

La forme compagne commandable: 

൥

𝑥̇ଵ

𝑥̇ଶ

𝑥̇ଷ

൩ = ൥
0 1 0
0 0 1
0 −1 −2

൩ ൥

𝑥ଵ

𝑥ଶ

𝑥ଷ

൩ + ൥
0
0
1

൩ 𝑢 

                                                          𝑦(𝑡) = [1  4  2] ൥

𝑥ଵ

𝑥ଶ

𝑥ଷ

൩ 

b) Forme compagne d’observabilité 
Si le système est observable, on peut le mettre sous une forme d’état dite forme compagne d’observabilité. 

𝐺(𝑠) =
௒(௦)

௎(௦)
=

௕೙௦೙ା௕೙షభ௦೙షభ…ା௕భ௦ା௕బ

௦೙ା௔೙షభ௦೙షభ…ା௔భ௦ା௔బ
                                         (3.60) 

On divise le numérateur et le dénominateur de la fonction de transfert par 𝑠௡. 

𝐺(𝑠) =
௒(௦)

௎(௦)
=

௕೙ା௕೙షభ௦షభ…ା௕భ௦ష೙శభା௕బ௦ష೙

ଵା௔೙షభ௦షభ…ା௔భ௦ష೙శభା௔బ௦ష೙                                     (3.61) 

On a : 
𝑌(𝑠)[1 + 𝑎௡ିଵ𝑠ିଵ … + 𝑎ଵ𝑠ି௡ାଵ + 𝑎଴𝑠ି௡] = [𝑏௡ + 𝑏௡ିଵ𝑠ିଵ … + 𝑏ଵ𝑠ି௡ାଵ + 𝑏଴𝑠ି௡]𝑈(𝑠) 

⟹ 𝑌(𝑠) = −[𝑎௡ିଵ𝑠ିଵ … + 𝑎ଵ𝑠ି௡ାଵ + 𝑎଴𝑠ି௡]𝑌(𝑠) + [𝑏௡ + 𝑏௡ିଵ𝑠ିଵ … + 𝑏ଵ𝑠ି௡ାଵ + 𝑏଴𝑠ି௡]𝑈(𝑠) 

⟹ 𝑌(𝑠) =

⎝

⎜
⎛

⋯ ቌ(𝑏଴𝑈 − 𝑎଴𝑌)𝑠ିଵᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௑భ(ೞ)

+ +𝑏ଵ𝑈 − 𝑎ଵ𝑌ቍ 𝑠ିଵ

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௑మ(௦)

+ ⋯ + 𝑏௡ିଵ𝑈 − 𝑎௡ିଵ𝑌

⎠

⎟
⎞

⋮

𝑠ିଵ

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௑೙(௦)

+ 𝑏௡𝑈(𝑠) 

On pose : 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑌(𝑠) = 𝑋௡ + 𝑏௡𝑈                                                                                                   

𝑋ଵ(𝑠) = (𝑏଴𝑈 − 𝑎଴𝑌)𝑠ିଵ = ൫(𝑏଴ − 𝑎଴𝑏௡)𝑈 − 𝑎଴𝑋௡൯𝑠ିଵ                            

𝑋ଶ(𝑠) = (𝑋ଵ + 𝑏ଵ𝑈 − 𝑎ଵ𝑌)𝑠ିଵ = (𝑋ଵ − 𝑎ଵ𝑋௡ + (𝑏ଵ − 𝑎ଵ𝑏௡)𝑈)𝑠ିଵ         
⋮                                                                                                                                  

𝑋௡(𝑠) = [𝑋௡ିଵ − 𝑎௡ିଵ𝑌]𝑠ିଵ = (𝑋௡ିଵ − 𝑎ଵ𝑋௡ + (𝑏௡ିଵ − 𝑎௡ିଵ𝑏௡)𝑈)𝑠ିଵ

                (3.62) 

En appliquant la TL inverse, on obtient : 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑦(𝑡) = 𝑥௡(𝑡) + 𝑏௡𝑢(𝑡)                                                                                  

𝑥̇ଵ(𝑡) = −𝑎଴𝑥௡(𝑡) + (𝑏଴ − 𝑎଴𝑏௡)𝑢(𝑡)                                                       

 𝑥̇ଶ(𝑡) = 𝑥ଵ(𝑡) − 𝑎ଵ𝑥௡(𝑡) + (𝑏ଵ − 𝑎ଵ𝑏௡)𝑢(𝑡)                                            
⋮                                                                                                                           

𝑥̇௡(𝑡) = 𝑥௡ିଵ(𝑡) − 𝑎௡ିଵ𝑥௡(𝑡) +  (𝑏௡ିଵ − 𝑎௡ିଵ𝑏௡)𝑢(𝑡)                         

(3.63) 

Ceci conduit à la forme compagne observable: 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑥̇ଵ

𝑥̇ଶ

𝑥̇ଷ

⋮
𝑥̇௡⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0 0 … 0 −𝑎଴

1 0 … 0 −𝑎ଵ

0 1 … 0 −𝑎ଶ

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 1 −𝑎௡ିଵ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑥ଵ

𝑥ଶ

𝑥ଷ

⋮
𝑥௡ିଵ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑏଴ − 𝑎଴𝑏௡

𝑏ଵ − 𝑎ଵ𝑏௡

𝑏ଶ − 𝑎ଶ𝑏௡

⋮
𝑏௡ିଵ − 𝑎௡ିଵ𝑏௡⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

𝑢                        (3.64) 

       𝑦(𝑡) = [0   0 ⋯   0   1] ൦

𝑥ଵ

𝑥ଶ

⋮
𝑥௡

൪ + 𝑏௡𝑢                                           (3.65) 

Si 𝑏௡ = 0 on a :  
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑥̇ଵ

𝑥̇ଶ

𝑥̇ଷ

⋮
𝑥̇௡⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0 0 … 0 −𝑎଴

1 0 … 0 −𝑎ଵ

0 1 … 0 −𝑎ଶ

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 1 −𝑎௡ିଵ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑥ଵ

𝑥ଶ

𝑥ଷ

⋮
𝑥௡ିଵ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑏଴

𝑏ଵ

𝑏ଶ

⋮
𝑏௡ିଵ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

𝑢                                            (3.66) 

 
Exemple: Trouver la forme compagne d’observabilité du système défini par la fonction de transfert 
suivante : 

𝑌(𝑠)

𝑈(𝑠)
=

2𝑠ଶ + 4𝑠 + 1

𝑠ଷ + 2𝑠ଶ + 𝑠
 

La RE sous forme observable est : 

൥

𝑥̇ଵ

𝑥̇ଶ

𝑥̇ଷ

൩ = ൥
0 0 0
1 0 −1
0 1 −2

൩ ൥

𝑥ଵ

𝑥ଶ

𝑥ଷ

൩ + ൥
1
4
2

൩ 𝑢(𝑡) 

                                                        𝑦(𝑡) = [0  0  1] ൥

𝑥ଵ

𝑥ଶ

𝑥ଷ

൩ 


