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Chapitre I
Rappel sur le Calcul Matriciel

I.1. Définition : On appelle une matrice A de dimension m X n le tableau rectangulaire & m lignes et n

colonnes de nombres réels dits éléments de la matrice.

a1 Q12 " aqq
dz1 Q22 ** a
L
AGm1 Am2 " Qmn

a;; est ’¢élément de la matrice A situ€ a Iintersection de la ligne i et la colonne j.
Si m = n la matrice est dite carrée. Dans le cas d’une matrice carrée, les éléments a4, Ay, ..., Gy, sont

appelés les ¢léments diagonaux.

I.2. Matrices particuliéres
» Matrice nulle : ¢’est une matrice m X n dont tous les ¢éléments sont nuls, on la note 0,,x,0u tout
simplement 0.

» Matrice diagonale : c’est une matrice carrée dont tous les ¢léments sont nuls sauf ceux situés sur la

diagonale.
di; 0 - 0
_| 0 dypp - :
b= : ~ 0
0 0 dyy
= Matrice identité : La matrice identité est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont égaux
al.
1 0 0
0 1 :
h=1; " - o
0 .. 0 1

» Matrice triangulaire supérieure : c’est une matrice carrée dont tous les éléments sont nuls sauf ceux

sur la diagonale et au dessus de la diagonale.

ti1 tiz 0 tin
0 ¢t . :
T=|. -2.2 t
: . . n—-1in
0 .. 0 t,

» Matrice triangulaire inférieure : c’est une matrice carrée dont les éléments sont nuls sauf ceux sur la

diagonale et au dessous de la diagonale.

t11 0 0

t t " :
T = 2:1 32 0

tnl tnn—l tnn

I.3. Somme de deux matrices : on peut sommer deux matrices s’ils ont la méme taille. soient deux matrices
A et B de méme taille m X n. On définit leur somme par la matrice € = A + B de taille m X n, avec :

Cij = al-]- + bU
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1.4. Le produit matriciel : Le produit AB de deux matrices A et B est défini seulement si le nombre de
colonnes de A est égal au nombre de lignes de B :
Soit A = (a;j) une matrice m X n et B = (b;; ) une matrice n X p. Alors le produit C = AB est

une matrice m X p dont les €léments ¢;; sont définis par

m

Cij = Qitbyj + aigbyj + -+ + Appbm; = z Qi by j
k=1

L.5. Produit d’une matrice par un scalaire
Le produit d’une matrice A par un scalaire A est la matrice de méme taille que A obtenue en multipliant
tous les éléments de A par A.
Soit la matrice A = (a ;;) de dimension m X n et le scalaire 1. Alors le produit C = AA = AA est une
matrice m X n dont les €léments c¢;; sont définis par :
cij = Aayj
1.6. Exponentielle d’une matrice
Par analogie au cas scalaire, on définit I’exponentielle d’une matrice carrée A d’ordre n de la fagon suivante

A oo
e — - e
Y=o k! 2! k!

L.7. Régles du calcul matriciel
= A+B=B+A
" A+B+C)=(A+B)+C
= A(BC) = (AB)C
= AB+C)= AB+AC
= (B+C)A=BA+CA
= A+0=4
= Al =]A=A
= A-0=0-4=0

= AB # BA, le produit de deux matrices n’est pas nécessairement commutatif.

L.8. L’inversion des matrices
Soit A une matrice carrée de taille n X n. S’il existe une matrice carrée B de taille n X n telle que
AB = I etBA = I, ondit que A est inversible et on dit que B est I’inverse de A.
Si A est une matrice inversible, son inverse est noté A~1. Onadonc AA™1 = [etA™ 14 = I.
s A l=4
s AT = (AM) 1= A71A7 LA = (4™
= (AB)'=B7'A™
= (At = %A_l avecA = 0
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L.9. Transposé d’une matrice

Soit 4 une matrice de taille m X n:

a1 Q12 " Qqp ]

az1 Qz2 * a
A=| ) an

Qm1 Amz2 " Qmn]

On appelle matrice transposée de A4, la matrice AT de taille n X m définie par :

a1 Q21 " Gy ]
AT = A1z Qpp - a,_nz
a1:n a2n. " Al
On a:

* (A+B)T=AT+BT

= (kAT = kAT

» (AB)T =BTAT

= AN =4

= (A1)t = (A HTqui seranotée A7T.

Exemple : les matrices suivantes sont symétriques

2 —4 5 2 3 8
A=13 6 —1], AT=|-4 6 —7]
8 -7 3 5 —-1 3

I.10. Matrice symétrique et matrice antisymétrique
*  On dit qu’une matrice carrée A est symétrique si: AT = A

Exemples : les matrices suivantes sont symétriques :

-2 0 5 0 3
A=|0 7 3| B=[3 8], In,  Opxn
5 31
=  On dit qu’une matrice carrée A est antisymétrique si : AT = —A

Exemples : les matrices suivantes sont antisymétriques :

0 2 -5
a=|-2 0 3| B=[° ] Owa
5 3 0

I.11. Matrice échelonnée
Définitions

* le pivot d’une ligne d’une matrice est le premier élément non nul de cette ligne.

= Une matrice A est échelonnée si les deux conditions suivantes sont vérifiées
1) Le pivot d’une ligne est toujours situé a droite du pivot de la ligne précédente.
2) Toutes les lignes nulles sont situés sous les lignes qui ont des pivots.

= Une matrice A est échelonnée réduite si elle est échelonnée et si elle vérifie encore les deux

conditions suivantes :

1) Tous les pivots de la matrice valent 1.

2) Tous les éléments de chaque colonne qui contient un pivot sont nuls sauf le pivot.
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0 1 5 2 1 0 0 2

. _13 1 6 4 _10 1 0 3
Exemples: A= 00 1 70° B = 00 1 7
0 0 0 3 00 0 O

La matrice A n’est pas échelonnée et la matrice B est échelonnée réduite.

I.12. Opérations élémentaires
Les opérations élémentaires sur les lignes d'une matrice sont de trois types :
1) Permutation de 2 lignes.
2) Multiplication d'une ligne par une constante non nulle.

3) Ajout d'un multiple d’une ligne a une autre ligne.

I.13. Matrices élémentaires
A chaque opération élémentaire est associée une matrice élémentaire E telle que multiplier une matrice
A a gauche par cette matrice donne le méme effet que l'opération. Chacune des trois matrices
¢lémentaires est obtenue par une seule opération élémentaire sur les lignes de la matrice identité.

1) Permutation des 2 lignes i et j : la matrice ¢lémentaire est :

i J
[1
1
i 0 1
1
Eij =
1
J 1 0
1
1
2) Multiplication d'une ligne j par une constante non nulle.
J
[ 1
E; =
(@) = .

—
U=y
—

3) Ajout a fois la ligne j a la ligne i.

J

1 0

1

Eij(a) = :
[ 0 a 1 0
0 1
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I.14. Calcul de ’inverse d’une matrice par la méthode du pivot

La méthode du pivot sert a trouver I’inverse de toute matrice carrée A d’ordre n. Dans ce cas, on
augmente la matrice A de la matrice identit¢ d’ordre n et on effectue des opérations ¢lémentaires de

lignes pour passer de [A|l,] a [I,|B]. Si cette transformation est possible, on obtient une matrice B qui

est I’inverse de la matrice A (B = A™1).

3 2 4
Exemple : Calculer I’inverse de la matrice: A=|2 -1 2]
-1 1 2
3.2 41 0 Ocn,[1 2 23 0 0
[AlLl=]2 -1 20 1 o|l—>|, 1 3lo 1 o
-1 1 210 01 -1 1 2lo o 1
Y 1 2 41 o o
Ly«—L,—2L, 37 32 32 Lye——L; 3 gg 5
—_— - — - S _
-1 1 210 0 1 -1 1 210 0 1
2 212 0 o 1 2 212 o0 o
Ly—La+l, | ; 2; -3 Ly—ls=3ls ; ; ; =3
2230 1 2f2 = o] —]o 1 £|2 = o
717 7 717 7
5 10f1 20l-1 5
035 515 0 1l 0 0 5 7 1l
1 - 1 1
L<—7L[1§§EOOL<—L2L:I-E£§ o0
3 53| > E __3 0 2 27743 3 3 i __1 __1
[0 1 17 7 0 1 0lwo 2 10
1 7 0 o 11zt r 7~
00 155 7 3% L 20 4 20
1 -2
= 0 =
L1<—L1—§Lz—§L3|1 0 o3 _ _51|
Y ECET)
[0 0 11 1 LJ
20 4 20
o T
5 5
: 1|32t 1
Donc ; A = o 2 1o
l‘_l r
20 4 20

I.15. Déterminant

Le déterminant d’une matrice A est un nombre associé a cette matrice désigné par |A| ou det (A). Dans le
cas général d’une matrice A d’ordre n, le déterminant de A est défini par la régle des cofacteurs sur la 1°°
ligne :
det(A) = Z?:1 a,;Cy; = 27:1(_1)j+1a1j|‘411'|

On peut aussi déterminer le déterminant par la régle des cofacteurs sur la ligne i comme suit :

det(A) = ¥j-1 a;;Cjj
Ou encore par la régle des cofacteurs sur la colonne j par:

det(A) = Y1 a;;Cj;
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» SiAestd’ordre 1, A = [a,1], alors det(4) = aq;

. 11 Q12 11 Q12
" Si A est d’ordre 2, A= [a21 a22:|’ alOdeet(A) = | | = aq10p7 — Aq12071

az1  dp2
ai1 Q12 Q13
= SiAestd’ordre 3,A =|ay; az; ayz|,alors
az1 dzz 433
3
_ j+1 _
det(4) = Z(—l)] a1j|A1j| = ay1|A11| — a12]A12] + aq3]443]
j=1
—a |a22 a23| _ |a21 a23| a |a21 azzl
Hlasz, aszz 12lay; asz Blaz; as

= (41022033 — Q11032023 — Q12031033 + Q1207103 + A13A32017 — (1303103
Voici une méthode simple (régle de Sarrus) pour calculer le déterminant d’une matrice 3 X 3 ; on recopie

les colonnes 1 et 2 a droite de la colonne 3 comme suit :

7 a
A= [azl a;
1 2

o+ o+
det(A) = 11072033 + A12051073 + A13032011 — A11A32023 — A12021033 — Q13031022
I.16. Sous-matrice

une sous-matrice 4;; de la matrice A est la matrice obtenue en supprimant la ligne i et la colonne j de A.

I.17. Mineur

*  Un mineur d’ordre p d’une matrice A d’ordre m X n est le déterminant de la sous-matrice a p

lignes et p colonnes.
* Le mineur de I’élément a;; d’une matrice carrée A d’ordre n est le déterminant de la sous-
matrice 4;;.
My; = |Ay]
I.18. Cofacteur
Le cofacteur ¢;; de I’¢lément a;; d’une matrice A et definit par :
¢y = (=™ |4y
1.19. Matrice des cofacteurs
La matrice des cofacteurs C d’une matrice carré A est définit par :
€)= (COf(A))ij = (=174
L1.20. Matrice Adjointe
La matrice adjointe Adj(A) d’une matrice carrée A est la transposée de la matrice des cofacteurs de A

donnée par :

Adj(A) = (Cof(4))" =T
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I.21. Calcul de P’inverse d’une matrice par la méthode des cofacteurs

L’inverse d’une matrice est donné par la formule suivante :

Adj(A) T
-1 _ . ] =
A _—det(A)' avec: Adj(A) (Cof(A))
3 2 4
Exemple: A=|2 -1 2]
-1 1 2
-4 —6 1
Cof(A)=10 10 —5], Det(A) = 3(—4) — 2(6) + 4(1) = —20
8 2 -7
T T
L Adj(4) -1 —4 —6 1 _1[-4 o 8 0.2 0 —04
=2 " 2010 10 -5/ =55|-6 10 2| =03 -05 —01
et(4) 8 2 -7 1 -5 —71 =005 025 035

I.22. Rang d’une matrice
Les définitions du rang suivantes sont toutes vraies.
* Le rang d’une matrice 4, noté rang(A) ourg(A), est la dimension de ’espace image de A, Im(A)
définit par : Im(A) = {y/Ax =y}
rang(A) = Dim(Im(A))
» Le rang d’une matrice A est le nombre maximal de lignes ou de colonnes linéairement indépendants
de A.

» Le rang d’une matrice A est I’ordre du plus grand mineur non nul de A.

1.23. Valeurs propres et vecteurs propres
Soit A une matrice carrée d’ordre n . On appelle valeur propre et vecteur propre d’une matrice 4 le
scalaire A et le vecteur X respectivement tel que :
AX = AX avec X # 0
On a donc
AX—-AX =0 A -A)X=0

Ce systéme admet une solution non triviale ( X # 0) si et seulement si : det(Al — A) = 0.

= L’équation det(Al — A) = 0 est appelée équation caractéristique de A .

» P(A) = det(Al — A) est appelé polynéme caractéristique de A. P(A) est d’ordre n, il posséde

n zéros réels ou complexes, simples ou multiples.

= A possede donc au plus n valeurs propres distinctes.
1 2
Exemple: A = [3 2]

Polynome caractéristique :

P(A)=det(AI—A)=det(Aé ‘1)]—[2 g])=det([g g]-; 3])=|’1__31 /1__22

=12-31-4
L’équation caractéristique : > — 31 — 4 = 0 a deux racines : 1; = —1let A, = 4.

Les valeurs propres de la matrice A sontdonc : 4; = —1letd, =4
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Vecteurs propres :

(1) Pour 44 = -1

T R P o et 0 R 1 1
—2x1—2x, =0 ot =t
g {—3361 —3x,=0 S X=X, smt{

D’ou les vecteurs propres tV; avec V; = [ 1 1]
(2) Pour 4, =4

woar=te [/1:31 /1_—22] - [8] = [(4)_; 1 (4) - 2] [o | = [ 3 ] [0] - [ |
< {_3;;1_+2;;2==00 & 3x; = 2x,, soit {xl = 2t

Xy = 3t
_[2
D’ou les vecteurs propres tV, avec V, = [3]

1.24. Diagonalisation d’une matrice

Soit A une matrice carré d’ordre n. On dit que A est diagonalisable s’il existe une matrice P d’ordre n
inversible et une matrice D diagonale d’ordre n telles que

D =P 1AP & A =PDP !

D =P AP & AP = PD < A[P;

APl = /11P1
= [APl APn] = [/11P1 AnPTL] =4
APl = Alpl
DonclesA;etP; (i =1

n) sont respectivement les valeurs propres et les vecteurs propres de A

On déduit que : Une matrice A d’ordre n est diagonalisable si elle a n vecteurs propres distincts (P,
Propriétés :

v Po).
4 0
— Si on a matrice diagonale D = alors
0 Ay
1," 0
[ ] Dk =
0 A,
[ellt O ]
= Pt = )
0 ehat

Si une matrice A est diagonalisable c-a-d : A = PDP~! alors :

R 0
= Ak =ppkp~l=p pt
0 A,
et 0
- At — PeDtP—l =P . ]P—l .
0 e)lzt
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Démonstration
242 [
= P =4 Dt 2t
M 0 A2 0], A 0],
=]+ t+ o i
0 AZ O /122 O /121
2,22 Y
1 0 At 0 |r12! 0]| [12! 0]
= + +| |+| |+..
0 1 0 At 2% t2 2,
] o o Lo o
i A.%t2
T+t +=5—+- 0 [e/’llt 0 ]
. 242 B ) Ayt .
_ 0 1+t +20 4] 0 e
k fois
= A% = (PDP™V)* = (PDP1)(PDP~1).--PDP~1(PDP~1) = PD(P~P)D(P~1P)---(P~1P)P
k fois
—_———
=PDD--DP~1=ppkp1,
_ 242 [ -1)2,2 —1\i i
T B S £ 7 /) e el K L) L

PD2p~1t2 PDip~1¢t
+ + - : +
2! i!
Ditt
T

= pp~1 4 ¢PPPT'ty

=P(I+eDtt+¥+-- +---)P‘1=PeDtP_1.
I.25. Théoréme de Cayley Hamilton
Toute matrice A vérifie son équation caractéristique.
L’équation caractéristique de la matrice A est :
det(Ml —A) = A"+ ap_ A" 1+ +ad+ay,=0
Alors
A+ an A"+t a A+ agl =0
Résultat
Ona;
A+ a, AT+t @A+ agl=0= A" = —a, AV —a, ,A"V? .. — a A — ayl
Donc toute puissance k > n de A (A¥) peut étre exprimé en fonction des puissances de A inférieure a
n (Ai aveci =1,2,..n—1).

AR = b, AV + b, _, A2 .+ by A+ byl k=>n




