Chapitre V : Commande par retour d’état des systemes multivariables

CHAPITRE V

COMMANDE PAR RETOUR D’ETAT DES SYSTEMES MULTIVARIABLES

V.1. INTRODUCTION

La commande par retour d’état des systémes multivariables est une généralisation de la commande par retour
d’état des systemes monovariables. En effet, Le placement de pdles est la méthode utilisée pour la correction
des systémes linéaires multivariables. Son principe consiste a déterminer une loi de commande (un
régulateur) par retour d’état de fagon a ce que le systéme en boucle fermée ait des poles spécifiés par
I’opérateur, cette approche assure la stabilité du systéme bouclé d’une maniére naturelle et permet également
d’obtenir le comportement dynamique désiré par un choix approprié des modes (poles) du systéme en boucle

fermée.

V.2. COMMANDE PAR RETOUR D’ETAT SYSTEMES MULTIVARIABLES

Soit le systéme multivariable de dimension n :
x = Ax + Bu
y=Cx
avec : A(n xn),B(n xm), C(p X n)
La loi de commande par retour d’état est :
u=—-Kx+gy,

Y. : est le vecteur regroupant les consignes (sorties desirées) de dimension (p X 1)
g : est un matrice de préreglage de dimension (m X p).
K : est une matrice de dimension (m X n) appelé matrice des gains du retour d’état.

V.2.1. Systéme complétement commandable par r (r<m) entrées

On décompose le systéme en r sous-systémes commandables, chacun par une seule entrée, alors, on pose

x = MX , il vient :
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L’equation caracteristique du systéme global en boucle ouver“ce s’ecrit comme :

Dgo(s) = |sI — 4| = 1_[|sl Ayl = n(s"l + anl e ats + ao)

i=1 i=1
On désigne par n; ’indice de commandabilité de u; qui est la dimension du sous-systéme i, donc chaque

entrée u; commande un sous-systéme composé de »; états.

u=—Kx+ gy,
X
Uy [ky ki ki1 © 0 .. 0 0] %,
~ - 1
Uz o 0 0 ki ki k7212—1 : X, +1
0 - 0 :
=T o 0 0 0 By K o Kool Fapm, [T
u‘r+1 1TrA~—""""""T"T"TT{" " T """ TTT T TTTTT[RT"TT"TTT~-====3~ .
. 0 0 0 0 0 0
| u' ; : : : : JZn1+nz+-~-+nr_1
hgi/ 0 0 0 . 0 0 0 :
K L £n1+n2+~-~+nr .
X
En remplacant la loi de commande (5.15) dans (5.14), il vient :
%)= (A-BR)Z+gy. ou Agp=(A—-BK)
%,—/
Apr
0 0 0
BB . B o 0
BK =
0 0 0
0 0 ki ki ks, =1
0 1 . 0 1 0 o1
0 0 0 : :
0 _ 1... i 1 _ 0 0
. [—(ag + kp) —(az + k1) _(a1111—1+k7111—1)_ * * |
Apr = : K
0 0] 0 1 0
: : 0 0 0
0 0 0 0 1 _
LLO 0] —(af + k§) —(a1 + ) (an,-1tkn,—1)

Le polyndme caractéristique du systéme global en boucle fermée est :
T

Dgr(s) = |sI — ABF| = n(s"i + (afli_1+Efli_1)S"i‘1 + ot (ab + ks + (ab + Eé))

i=1
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Le polyndme caractéristique désiré en boucle fermée est :

Dpr®(s) = |s1 — A%p| = 1_[ |sI ”BF H(s"l + an st 4t al s+ ab)
i=1
Par identification de (5.16) et (5.17), il Vlent (pour i=1..7):

ao—a0+k0 ki = af — af
al =al + k! ki =al—al
1 1 +. 1 — 1 174
i i i 7 A S
ani—l - ani—1+kni—1 kni—l - ani—l ani—l
ou
i . 5z . y e . \ .
a; sont les coefficients de I’équation caractéristique en boucle ouverte du sous-systéme i.

a} sont les coefficients de I’équation caractéristique désirée en boucle fermée du sous-systéme i.

Finalement, on retourne a la base réel :

= Résumé : Algorithme de placement de poles — décomposition en r (r<m) sous-systémes commandables

Soit un systeme a commander :
X =Ax + Bu
y =Cx
On dispose de n péles désirés en boucle fermée.
La commande par retour d’état a appliquer au systeme est : u(t) = g y.(t) — K x(t)
Etape 1 : Décomposer le systeme enr (r<m)s. s. commandables : x = MX (calcul de M et M™1)
¥=AZ+Bu Avec: A=M"1AM,B=M"1B,C= CM

y=Cx
Etape 2 : Détermination du polynome caracteristique du systeme global en BO :
T r

Do (S) = |sI — 4| = 1_[|SI — Ay = H(S"i +al,  sM 4t ah)

Etape 3 : Détermination du polynome caracterzstzque deszre en BF :

DE:(S) = |sI — Adg| = 1_[ |sI uBF| = n(s”l +ah st 4t ad s+ af)
=1

= i=1
Etape 4 : Calcul du retour d’état Kdans la base canonique compagne de commandabilité pouri =1 ..r

(kg ki .. kn_1 O 0 .. 0 0]
0 0 k& k¥ .. ki_, :
_ : s 0 0
K=1o 0 0 0 krORT ko
0 w0 0 0 . 0 0
Lo w0 0 ) B | w0

E} = a} —a} avec:j=0..n;—1
Etape 5 : Calcul de la matrice des gains K du retour d’état dans la base initiale : K = KM~!

Exemple : Soit le systéme :

1 0 -1 1 -1 -1 2

= 1 0 -1 0x+ 0 1 1 u [1 2 0 ]x
01 0 1 0 2 0" 0 01 -
11 -1 0 1 0 -1

Calculer le retour d’état K permettant d’avoir en boucle fermée les pdles :
p1=-1p,=-2p3=-3,ps=—
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V.2.2. Systéme complétement commandable par « m » entrées

On décompose le systéeme en m = rang(B) sous systémes commandables.
On pose x = MX, il vient :

+ Bu

< R
I
e
R R

A=M"1AM,B=M"1'B,C=CM, u=—-Kx+gy,avec:K = KM

0 1 00 [0 . 0] [0 .. 0]
0 0 0 : : : :
0 0 1 0 0 0
—a} @ _a1111—1 * ok * * ok
0 0 [ 0 1 0 0
0 0 0
A: 0 0 '2 0 1 0
* * % _a(Z) —az _a1212—1_ * * ok
0 0 0 0 0 1 ..0 0
0 0 “~ 0
- 0 0 0 1
* ¥k * * —agl _ain —a,’{lm_l
0 O 0 0
1 75 7"13. 7.”1m
0o O O 0
B=|0 1 7123 Tom
o 0 0 g
o 0 .. 0 1.

Cette fois-ci la matrice A n’est pas triangulaire par bloc, ceci va compliquer le calcul de 1’équation
caractéristique en boucle ouverte. Cependant, on peut choisir une matrice des gains K de fagon que la
matrice Agp soit triangulaire.

Pour des raisons de simplicité et de lisibilité des expressions, on se limite au cas ou le systéme est
décomposé en deux sous systémes (m=2).

mT0 1 O 07 0 0 O 071
0 0 1 0 0 0 0 0
: : : 0 : : : 0
0 0 O 1 0 0 O 0
A= [ a1 [t a1z 1
r0 0 0 07 0 1 0 07
0O 0 0 0 0 0 1 0
: : 0 : : 0
0 0 O 0 0 0 O 1
[ az1 [T azz 11
0 9
B = 1 712 R = [Ifll ~0 ]
0 0 ’ ka1 ko

,__
—_
—
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0 1 0 01 0 O 0 0T
0 0 1 0 0 O 0 0
: : : 0 : 0
0 0 0 1 0 O 0 0
e s = [ ay —kyq — T12E21 1oL aiz — T12]~f22 1
App =A=BK=1" 0 0 fo0 1 0 01
0 0 0 0 0 0 1 0
: 0 : 0
0 0 0 0 0 0 0 1
i} a1 — ka1 ] [ Az — Koz ]
0 1 o0 01 r0 0 O 0711
0 0 1 0 0 0 O 0
: 0 : 0
0 0 O 1 0 0 O 0
Ad — [ 11 11 a12 ]
BElr0 0 O 0 ro0 1 0 01
0O 0 O 0 0o o0 1 0
: 0 : : 0
0O 0 O 0 0O 0 O 1
[ 21 [T a2z Bt
Pour avoir une matrice Agp triangulaire, on prend ap; = [0 ... 0].

Par identification de Agp et A%y terme a terme, il vient :

Uyp = gy — ko
azr — k1 =0

11 = A11—K11 — Ti2koq

Dans le cas général :

Finalement: K = KM™1!

kay = az;—as;
ko1 = az;

ki1 = a;; — 1ri2ky — a4

kmm = Gmm—%mm
kij = aij i >]
m
ki =a; —a; — z Tijk;i
j=i+1

Résumé : Algorithme de placement de péles — décomposition en m sous-systémes commandables

Soit un systeme a commander :

On dispose de n péles désirés en BF

x =Ax + Bu
y =Cx

La commande par retour d’état a appliquer au systeme est : u(t) = g y.(t) — K x(t)

Etape 1 : Décomposer le systeme en

+

O B
=R R

=
y:

«m »s.s. commandables : x = MX (calcul de M et M™*)

Bu

Avec: A=M"*AM,B=M"1B,C = CM
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Etape 2 : Détermination des vecteurs a;; et des scalaires 1yj

0 1 ..0 0 0 0
0 0 0 : :
| o s 0o 1 | [0 0l
) ) —a} % —ar111—1| | [+ . 4]l
- [All] [Alm] |- aq |- A1m J
A= "' S = E : )
[Ama] o [ 0 . 0 [ 0 1 .0 0 ]
: : | 0 0 ~ 0 |
[0 .0l 0 - 0 1
| [* - o] | [-al* @ —a,’{‘m_l
|- am1 J Amm 1
0 O
1 12 Tim
B =
0 0
o 1

Etape 3 : Détermination des vecteurs : a;j , On veut une matrice A% triangulaire, donc
m m
DZ(S) = 1_[(51 —-p) = n(sni + oc,"li_lsni‘1 +otals+ab)
i=1 i=1

=(sM+ap,_sMT 4 ag) XX (s at g s"mT 44 )

l l
_— ] .
| 0 1 .0 0 | |[O 0}
0 0 ~ 0 :
0 L 0 1 0 0
. [—a1 —a3 —a}ll_l] [* *]
4 [A11] [+] a1 A1m
ABF_ : : = :
0 Al
o |, J e e
: 0 0 “~ 0
A I R
[0 . ] |[[—am —oi" .. —a,’l”m_l]|
adm1 |. Amm J_

Etape 4 : Calcul du retour d’état Kdans la base canonique compagne de commandabilité.

k 0 0 Emm = Qmm — Amm

~ Ell . ) kij = a;; pour i>j

K=" T2z 0 avec: m
I-Eml kma ... EmmJ(an) ki = ai; —ay — j;lrijkji

Etape 5 : Calcul de la matrice des gains K du retour d’état dans la base initiale : K = KM~
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Exemple 5.3 : Soit le systéme

10 -1 1 -1 -1 2

| P I S P L P
01 0 1 o 2 o7 loo 1 -1
11 -10 1 0 -1

Calculer le retour d’état K  permettant d’avoir en boucle fermée les pdles:
p1=-1p,=-2,p3=-3,p,=—4

V.3. COMMANDE PAR RETOUR DE SORTIE DES SYSTEMES MULTIVARIABLES

Comme pour cas monovariable, en utilise le théoréeme de séparation, la matrice K (gain de commande) et la
matrice L (gain d’observateur) se calculent indépendamment (séparément).

Calcul de K (déja fait au chapitre précédent)
Calcul de L -

Dans la base initiale, on a

Syste _{J’c=Ax+Bu
ysteme 1) _ oy

Observateur: {f =(A-LOX+Bu+Ly
y=cCz
Apps = A — LC est la matrice d’évolution de 1’observateur, ou L(nxp)

Afin de faciliter les calculs, on décompose le systéme en p sous-systémes observables.

+ Bu(t)

Il
o,

. X = Ax
Systéme : { N
y x

() = (A—LOR®) + Bu(t) + Ly

Observateur :{ R .
y() = Cx(¢)

La matrice d’évolution de ’observateur : 4,,; = A — LC , ou : L(nxp)

Alors, en suivant I’algoritme suivant, on décompose le systeéme en p sous-systémes observables :

décomposition en"p"
sous systemes

commandables:
x=M*X
systeme dual (calcul de 1\/1*_1 et M*) - - - - systeme dual o~ o~ o~ o~
S(4,B,C) ——— S*(47,cT,BT) S*(4T,CT, BTy ———— S(4,B,0)
N————_—_—— N——
systeme initial systéme décomposé

en
"p"sous systemes
observables
Le systéme sous forme compagne observable:

< R
Tl
e
R R

AT =m*"rATM* (T = M* 1 cT BT = BTM*
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o 0 .0 —ai1 [O 0 ] 0 0 x1]
1 0 —a% H H . .
0 : 0 .. 0 0 0
L0 1 _arlzl—1- 0 ) 0 ; 0 0
_O 0 " O 0 0 —ao 0 0
: 10 —a?
0 o ] o .. 1 —ai o - 0 =
0 0 «1 [0 0 « 0 0 .0 —ag
1 0 —af
0 0 0 0 0 :
0 0 =1 10 0 = 0 1 _afl,,—1J
[0 .. 1] [o . 0] .. [0 .. 0]
[0 .. 7mp] [0 o 1] .. [0 .. 1]

Cette fois-ci la matrice A n’est pas triangulaire par bloc, ceci va compliquer le calcul de 1’équation
caractéristique en boucle ouverte. Cependant, on peut choisir une matrice des gains L de fagcon que la matrice
A,ps = A — LC soit triangulaire.

Pour des raisons de simplicité et de lisibilité des expressions, on se limite au cas ou le systéme est
décomposé en deux sous systémes observables (p = 2).

o 0 .. 0 0 0 .. 0
1 0 0 0 0 0
0 1 N B E P8
P 0 P :
_ 1o o 1 0 0 0
A= — —|;
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
= to & |01 Pod
: P 0
0 0 o 1 1lo o 1l
¢ = [0 1] [0 0] = li1 Lz
[0 1] [0 11l 0 Iy,
0 0 0 =] fo o 0
10 o ¥ oo 0 .
0 1 Poool o Pl
: o 1| | : :
e =d—1c=|0 0 o b 000
00 .0 _Jfoo 0
00 .. 0= /[to 0*7‘“
P S I | SR
: - |: 0o °
0 0 o 1 1loo 1
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0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 : § HE : §
Pl 0 Pl :
d 0 0 1 1 [0 0 0 ]
AS, = _ _
obs - —_— _ J—
0 0 0 0 0 0
0 0 0 . 1 0 0o .
H HE 0 1 RN
: N 0
[0 O 0 110 0 1
Pour avoir une matrice 4, triangulaire, on prend ay, = [0 ... 0]7.
Par identification de 4, et A%, terme & terme, il vient :
Uy = Ay — Iy Zzz = A=Ay
az1 — 1l =0 = Iy =ay
11 = Q11 — lig — 12l lin = a1 — 12l —agy
Dans le cas général :
lop = app—app
lij = aij ] > l
p
Zii =a;; — Qi — z rjiiij
j=i+1

— T~
Finalement : L = (M 1 ) L
Résumé : Algorithme de calcul de I’observateur L — décomposition en p sous-systémes observables
Soit un systeme donné:
X = Ax + Bu
y =Cx

L on dispose de n péles désirés pour I’observateur d’état :  %(t) = AZ(t) + Bu(t) + L(y — )

Etape 1 : Décomposer le systeme en p sous-systemes observables : (calcul de M 1 et M* )

en p” sous—systemes commandables
AT=m*"'aTm* T=m"""cT BT=BTM"

dual .~ e o o~ dual . . . .
S(A,B,C) —5s*(AT,CT,BT) $*(AT,CT, BT =5 §(4, B, )
systeme initial p SS obsbles

+ Bu

Il
O B
=R R

e X

Etape 2 : Détermination des vecteurs a;; et de

[

scalaires 1}
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TO 0 ..0 —a%] 0 0 0 =*
[1 0 - —al| : %
. 0 : J 0 0 0 :
[All] [Alp] 0 0 1 _a"}ll—l 0 0 0 =
A: : . : = : . : »
[Ap1] - [App] 0 0 ..0 = 00 .0 —a
; * 1 0 ~o—ad?
0 O 0 0 0
o0 o [§o e
O .. 1 [0 .. o0 .. [0 .. 0]
[0 .. 7] [0 o 1] .. [0 .. 1]

Etape 3 : Détermination des vecteurs : a;j , On veut une matrice A%, - triangulaire, donc :

n 14
D% (s) = 1_[(51 —-p) = n(s + oc,"li_ls"i‘1 +tals+ab)
i=1 i=1

=(sm+an 5™+ 4 ag) X .. X (S"P + aﬁp_lsnl’_l + 4 ag)

! T
Agbsll Agbspp
0 0 .0 —a} 00 .0 0
[1 (U —a%} :
0 - 0 : 0 0 0
[Agbsll] [0] lO 0 1 —a}ll_lj 0 0 0 0
Agbsz : ~ : ‘: : )
[*] [Agbspp] 0 0 .0 = [0 0 0 —ao'l
: 1 o . _afl
00 o0 i - |0 L0 |
000 o o 1 ~a, ]

Etape 4 : Calcul du retour d’état L dans la base canonique compagne d’observabilité

.. B = _
Ly Ly o I PP App—App
5 = lii=a;; sij>i
[=|0 L2 -~ lp avec: s ! p
[+ -~ i 5 3
Z l: =a; - — Z T}l”
lo o . ppj("x”) C f=r

—1nT~
Etape 5 : Calcul de la matrice des gains L de ['observateur dans la base initiale : L = (M * 1) L.
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