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CHAPITRE V 
 

COMMANDE PAR RETOUR D’ETAT DES SYSTEMES MULTIVARIABLES 
 

V.1. INTRODUCTION 

La commande par retour d’état des systèmes multivariables est une généralisation de la commande par retour 
d’état des systèmes monovariables. En effet, Le placement de pôles est la méthode utilisée pour la correction 
des systèmes linéaires multivariables. Son principe consiste à déterminer une loi de commande (un 
régulateur) par retour d’état de façon à ce que le système en boucle fermée ait des pôles spécifiés par 
l’opérateur, cette approche assure la stabilité du système bouclé d’une manière naturelle et permet également 
d’obtenir le comportement dynamique désiré par un choix approprié des modes (pôles) du système en boucle 
fermée. 

V.2. COMMANDE PAR RETOUR D’ETAT  SYSTEMES MULTIVARIABLES  

Soit le système multivariable de dimension 𝑛 : 

                       
𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢       

     𝑦 = 𝐶𝑥                       
                     

avec : 𝐴(𝑛 × 𝑛), 𝐵(𝑛 × 𝑚), 𝐶(𝑝 × 𝑛) 
La loi de commande par retour d’état est :   

𝑢 = −𝐾 𝑥 + 𝑔 𝑦௖       
       

 

𝑦௖ : est le vecteur regroupant les consignes (sorties desirées) de dimension (𝑝 × 1)  
 𝑔 : est un matrice  de préreglage de dimension (𝑚 × 𝑝). 
𝐾 : est une matrice de dimension (𝑚 × 𝑛) appelé matrice des gains du retour d’état. 
 

V.2.1. Système complètement commandable par r (r<m) entrées 

On décompose le système en 𝑟 sous-systèmes commandables, chacun par une seule entrée, alors, on pose 
𝑥 = 𝑀𝑥෤ , il vient : 

𝑥෤̇ = 𝐴ሚ𝑥෤ + 𝐵෨𝑢     
𝑦 = 𝐶ሚ𝑥෤                

    

Où  𝐴ሚ = 𝑀ିଵ𝐴 𝑀 , 𝐵෨ = 𝑀ିଵ𝐵, 𝐶ሚ =  𝐶𝑀,  𝑢 = −𝐾෩𝑥෤ + 𝑔 𝑦௖ avec : 𝐾෩ =  𝐾𝑀 
 

𝐴ሚ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
൦

0 1 … 0 0
0 0    ⋱ 0
0

−𝑎଴
ଵ

…
−𝑎ଵ

ଵ
   0 1

… −𝑎௡భିଵ
ଵ

൪

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
஺෨భభ

൦

0 … … 0
⋮ ⋮
0
0

…
…

…
…

0
0

൪

൦

0 … … 0
⋮ ⋮
0
∗

…
…

…
…

0
∗

൪

൦

0 1 … 0 0
0 0    ⋱ 0
0

−𝑎଴
ଶ

…
−𝑎ଵ

ଶ
   0 1

… −𝑎௡మିଵ
ଶ

൪

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
஺෨మమ

… ൦

0 … … 0
⋮ ⋮
0
∗

…
…

…
…

0
∗

൪

… ൦

0 … … 0
⋮ ⋮
0
∗

…
…

…
…

0
∗

൪

⋮ ⋮ ⋮

൦

0 … … 0
⋮ ⋮
0
0

…
…

…
…

0
0

൪ ൦

0 … … 0
⋮ ⋮
0
0

…
…

…
…

0
0

൪
… ൦

0 1 … 0 0
0 0    ⋱ 0
0

−𝑎଴
௥

…
−𝑎ଵ

௥
   0 1

… −𝑎௡ೝିଵ
௥

൪

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
஺෨ೝೝ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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    𝐵෨ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
⋮
1

0
⋮
∗

0
⋮
∗

𝐵ଵ
∗

0
⋮
0

⋮
0
⋮
0

0
⋮
1

⋮
0
⋮
0

0

∗
𝐵ଶ

∗

⋮
0
⋮
1

𝐵௥
∗

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

 
L’equation caracteristique du système global en boucle ouverte s’ecrit comme : 

𝐷஻ை(𝑠) = ห𝑠𝐼 − 𝐴ሚห = ෑห𝑠𝐼 − 𝐴ሚ௜௜ห

௥

௜ୀଵ

= ෑ൫𝑠௡೔ + 𝑎௡೔షభ
௜ 𝑠௡೔ିଵ + ⋯ + 𝑎ଵ

௜ 𝑠 + 𝑎଴
௜ ൯

௥

௜ୀଵ

 

On désigne par 𝑛௜ l’indice de commandabilité de 𝑢௜ qui est la dimension du sous-système 𝑖, donc chaque 
entrée 𝑢௜ commande un sous-système composé de ni états. 

𝑢 = −𝐾෩𝑥෤ + 𝑔𝑦௖       

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑢ଵ

𝑢ଶ

⋮
𝑢௥

𝑢௥ାଵ

⋮
𝑢௠ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ᇣᇤᇥ
௨

= − 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑘෨଴

ଵ 𝑘෨ଵ
ଵ … 𝑘෨௡భିଵ

ଵ 0         …        0 … 0         …       0

0         …        0 𝑘෨଴
ଶ 𝑘෨ଵ

ଶ … 𝑘෨௡మିଵ
ଶ … ⋮

⋮ ⋮ ⋱ 0         …        0

0          …       0 0         …        0 𝑘෨଴
௥ 𝑘෨ଵ

௥ … 𝑘෨௡ೝିଵ
௥

0          …       0 0         …        0 … 0         …        0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0          …       0 0          …       0 … 0          …       0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௄෩ ⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑥෤ଵ

⋮
𝑥෤௡భ

𝑥෤௡భାଵ

⋮
𝑥෤௡భା௡మ

⋮
𝑥෤௡భା௡మା⋯ା௡ೝషభ

⋮
𝑥෤௡భା௡మା⋯ା௡ೝ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௫෤

+ 𝑔𝑦௖ 

En remplaçant la loi de commande (5.15) dans (5.14), il vient : 
𝑥෤̇(𝑡) = ൫𝐴ሚ − 𝐵෨𝐾෩൯ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

஺෨ಳಷ

𝑥෤ + 𝑔𝑦௖       où    𝐴ሚ஻ி = ൫𝐴ሚ − 𝐵෨𝐾෩൯ 

𝐵෨𝐾෩ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
⋮

𝑘෨଴
ଵ 𝑘෨ଵ

ଵ … 𝑘෨௡భିଵ
ଵ

0
⋮
0

0
⋮
0

⋮
0
⋮
0

⋱

⋮
0
⋮
0

⋮
0
⋮

𝑘෨଴
௥ 𝑘෨ଵ

௥ … 𝑘෨௡ೝିଵ
௥

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

𝐴ሚ஻ி =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
൦

0 1 …    0
0 0    0
0

−(𝑎଴
ଵ + 𝑘෨଴

ଵ)

…
−(𝑎ଵ

ଵ + 𝑘෨ଵ
ଵ)

   1
… −(𝑎௡భିଵ

ଵ +𝑘෨௡భିଵ
ଵ )

൪ … ൦

0 … … 0
⋮                                                     ⋮
0
∗

…
…

…
…

0
∗

൪

⋮ ⋱ ⋮

൦

0 … … 0
⋮                                                      ⋮
0
0

…
…

…
…

0
0

൪ … ൦

0 1 …      0
0 0     0
0

−(𝑎଴
௥ + 𝑘෨଴

௥)

…
−(𝑎ଵ

௥ + 𝑘෨ଵ
௥)

   0 1
… −(𝑎௡ೝିଵ

௥ +𝑘෨௡ೝିଵ
௥ )

൪

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 
Le polynôme caractéristique du système global en boucle fermée est : 

𝐷஻ி(𝑠) = ห𝑠𝐼 − 𝐴ሚ஻ிห = ෑ൫𝑠௡೔ + (𝑎௡೔ିଵ
௜ +𝑘෨௡೔ିଵ

௜ )𝑆௡೔ିଵ + ⋯ + (𝑎ଵ
௜ + 𝑘෨ଵ

௜ )𝑠 + (𝑎଴
௜ + 𝑘෨଴

௜ )൯

௥

௜ୀଵ

   

m-r 

𝑛ଵ 

𝑛ଶ 

𝑛௥ 

m
-r

 
r 

r 
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Le polynôme caractéristique désiré en boucle fermée est : 

𝐷஻ி
ௗ(𝑠) = ห𝑠𝐼 − 𝐴ሚ஻ி

ௗ ห = ෑ ቚ𝑠𝐼 − 𝐴ሚ௜௜஻ி

ௗ
ቚ

௥

௜ୀଵ

 = ෑ൫𝑠௡೔ + 𝛼௡೔ିଵ
௜ 𝑠௡೔ିଵ + ⋯ + 𝛼ଵ

௜  𝑠 + 𝛼଴
௜ ൯           

௥

௜ୀଵ

 

Par identification de (5.16) et (5.17), il vient (pour  𝑖 = 1 … 𝑟) : 
𝛼଴

௜ = 𝑎଴
௜ + 𝑘෨଴

௜                 

𝛼ଵ
௜ = 𝑎ଵ

௜ + 𝑘෨ଵ
௜                 

⋮
𝛼௡೔ିଵ

௜ = 𝑎௡೔ିଵ
௜ +𝑘෨௡೔ିଵ

௜

     ⟹       

𝑘෨଴
௜ = 𝛼଴

௜ − 𝑎଴
௜                 

𝑘෨ଵ
௜ = 𝛼ଵ

௜ − 𝑎ଵ
௜                  

⋮
 𝑘෨௡೔ିଵ

௜ = 𝛼௡೔ିଵ
௜ − 𝑎௡೔ିଵ

௜

 

où   
𝑎௝

௜ sont les coefficients de l’équation caractéristique en boucle ouverte du sous-système 𝑖. 

𝛼௝
௜ sont les coefficients de l’équation caractéristique désirée en boucle fermée du sous-système 𝑖. 

Finalement, on retourne à la base réel : 
𝐾 = 𝑀ିଵ𝐾෩ 

 

 Résumé : Algorithme de placement de pôles – décomposition en r (r<m) sous-systèmes commandables 

Soit un système à commander :  
𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢       

     𝑦 = 𝐶𝑥                       
          

On dispose de n pôles désirés en boucle fermée. 
La commande par retour d’état à appliquer au système est : 𝑢(𝑡) = 𝑔 𝑦௖(𝑡) − 𝐾 𝑥(𝑡) 

Etape 1 : Décomposer le système en r (r<m) s. s. commandables : 𝑥 = 𝑀𝑥෤ (calcul de 𝑀 et 𝑀ିଵ) 

                      
           𝑥෤̇ = 𝐴ሚ 𝑥෤ + 𝐵෨𝑢

𝑦 = 𝐶ሚ𝑥෤
              Avec :  𝐴ሚ = 𝑀ିଵ𝐴 𝑀 , 𝐵෨ = 𝑀ିଵ𝐵 , 𝐶ሚ =  𝐶𝑀 

Etape 2 : Détermination du polynôme caractéristique du système global en BO : 

𝐷஻ை(𝑆) = ห𝑠𝐼 − 𝐴ሚห = ෑห𝑠𝐼 − 𝐴ሚ௜௜ห

௥

௜ୀଵ

= ෑ൫𝑠௡೔ + 𝑎௡೔షభ
௜ 𝑠௡೔ିଵ + ⋯ + 𝑎଴

௜ ൯

௥

௜ୀଵ

 

Etape 3 : Détermination du polynôme caractéristique désiré en BF : 

𝐷஻ி
ௗ (𝑆) = ห𝑠𝐼 − 𝐴ሚ஻ி

ௗ ห = ෑ ቚ𝑠𝐼 − 𝐴ሚ௜௜஻ி

ௗ
ቚ

௥

௜ୀଵ

= ෑ൫𝑠௡೔ + 𝛼௡೔ିଵ
௜ 𝑠௡೔ିଵ + ⋯ + 𝛼ଵ

௜  𝑠 + 𝛼଴
௜ ൯

௥

௜ୀଵ

  

Etape 4 : Calcul du retour d’état 𝐾෩dans la base canonique compagne de commandabilité  pour 𝑖 = 1 … 𝑟 

𝐾෩ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑘෨଴

ଵ 𝑘෨ଵ
ଵ … 𝑘෨௡భିଵ

ଵ 0         …        0 … 0         …       0

0         …        0 𝑘෨଴
ଶ 𝑘෨ଵ

ଶ … 𝑘෨௡మିଵ
ଶ … ⋮

⋮ ⋮ ⋱ 0         …        0

0          …       0 0         …        0 𝑘෨଴
௥ 𝑘෨ଵ

௥ … 𝑘෨௡ೝିଵ
௥

0          …       0 0         …        0 … 0         …        0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0          …       0 0          …       0 … 0          …       0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 
𝑘෨௝

௜ = 𝛼௝
௜ − 𝑎௝

௜      𝑎𝑣𝑒𝑐: 𝑗 = 0 … 𝑛௜ − 1 
Etape 5 : Calcul de la matrice des gains 𝐾 du retour d’état dans la base initiale :   𝐾 = 𝐾෩𝑀ିଵ 

 

Exemple : Soit le système : 
 

𝑥̇ = ൦

1 0 −1 1
1 0 −1 0
0 1 0 1
1 1 −1 0

൪ 𝑥 + ൦

−1 −1 2
0 1 1
0 2 0
1 0 −1

൪ 𝑢,              𝑦 = ቂ
1 2 0 1
0 0 1 −1

ቃ 𝑥 

Calculer le retour d’état 𝐾 permettant d’avoir en boucle fermée les pôles : 
𝑝ଵ = −1, 𝑝ଶ = −2, 𝑝ଷ = −3,  𝑝ସ = −4. 
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V.2.2. Système complètement commandable par « m » entrées 

On décompose le système en  𝑚 = 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐵) sous systèmes commandables. 
On pose 𝑥 = 𝑀𝑥෤, il vient : 

𝑥෤̇ = 𝐴ሚ𝑥෤ + 𝐵෨𝑢            
𝑦 = 𝐶ሚ𝑥෤                       

 

où :  
𝐴ሚ = 𝑀ିଵ𝐴 𝑀 , 𝐵෨ = 𝑀ିଵ𝐵, 𝐶ሚ =  𝐶𝑀,  𝑢 = −𝐾෩𝑥෤ + 𝑔 𝑦௖ avec : 𝐾෩ =  𝐾𝑀 
 

𝐴ሚ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
൦

0 1 … 0 0
0 0    ⋱ 0
0

−𝑎଴
ଵ

…
−𝑎ଵ

ଵ
   0 1

… −𝑎௡భିଵ
ଵ

൪

൦

0 … … 0
⋮         ⋮
0
∗

…
… 

…
∗

0
∗

൪

൦

0 … … 0
⋮         ⋮
0
∗

…
…

…
∗

0
∗

൪

൦

0 1 … 0 0
0 0    ⋱ 0
0

−𝑎଴
ଶ

…
−𝑎ଵ

ଶ
   0 1

… −𝑎௡మିଵ
ଶ

൪

… ൦

0 … … 0
⋮             ⋮
0
∗

…
…

…
∗

0
∗

൪

… ൦

0 … … 0
⋮             ⋮
0
∗

…
…

…
∗

0
∗

൪

⋮ ⋮ ⋮

൦

0 … … 0
⋮         ⋮
0
∗

…
…

…
∗

0
∗

൪ ൦

0 … … 0
⋮          ⋮
0
∗

…
…

…
∗

0
∗

൪ … ൦

0 1 … 0 0
0 0    ⋱ 0
0

−𝑎଴
௠

…
−𝑎ଵ

௠
   0 1

… −𝑎௡೘ିଵ
௠

൪

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

    

 

       𝐵෨ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1
0
⋮
0

⋮
0
⋮
0

𝑟ଵଶ

0
⋮
1

⋮
0
⋮
0

𝑟ଵଷ

0
⋮

𝑟ଶଷ

⋮

…

…
…

…

⋱
0
⋮
0

𝑟ଵ௠

0
⋮

𝑟ଶ௠

⋮
0
⋮
1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

Cette fois-ci la matrice 𝐴ሚ n’est pas triangulaire par bloc, ceci va compliquer le calcul de l’équation 
caractéristique en boucle ouverte. Cependant, on peut choisir une matrice des gains 𝐾 de façon que la 
matrice 𝐴ሚ஻ி soit triangulaire. 
Pour des raisons de simplicité et de lisibilité des expressions, on se limite au cas où le système est 
décomposé en deux sous systèmes (m=2). 
 

 𝐴ሚ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 0 … 1

[ 𝑎ଵଵ ] ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 0 0 … 0
0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 0 … 0

[ 𝑎ଵଶ ] ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 0 0 … 0
0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 0 … 0

[ 𝑎ଶଵ ] ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 0 … 1

[ 𝑎ଶଶ ] ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

𝐵෨ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0
⋮
1

0
⋮

𝑟ଵଶ

0
⋮
0

0
⋮
1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

     , 𝐾෩ = ቈ
𝑘෨ଵଵ 0

𝑘෨ଶଵ 𝑘෨ଶଶ

቉ 
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𝐴ሚ஻ி = 𝐴ሚ − 𝐵෨𝐾෩ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 0 … 1

[ 𝑎ଵଵ − 𝑘෨ଵଵ − 𝑟ଵଶ𝑘෨ଶଵ ]⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 0 0 … 0
0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 0 … 0

[ 𝑎ଵଶ − 𝑟ଵଶ𝑘෨ଶଶ ] ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 0 0 … 0
0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 0 … 0

[            𝑎ଶଵ − 𝑘෨ଶଵ                ] ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 0 … 1

[          𝑎ଶଶ − 𝑘෨ଶଶ ] ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 
 

𝐴ሚ஻ி
ௗ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 0 … 1

[ 𝛼ଵଵ ]⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 0 0 … 0
0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 0 … 0

[ 𝛼ଵଶ ]⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 0 0 … 0
0 0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 0 … 0

[ 𝛼ଶଵ ]⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 0 … 1

[ 𝛼ଶଶ ]⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 
 
Pour avoir une matrice 𝐴ሚ஻ி triangulaire, on prend 𝛼ଶଵ = [0 … 0]. 
                                      
Par identification de 𝐴ሚ஻ி et 𝐴ሚ஻ி

ௗ  terme à terme, il vient : 
 

𝛼ଶଶ = 𝑎ଶଶ − 𝑘෨ଶଶ              

𝑎ଶଵ − 𝑘෨ଶଵ = 0                   

𝛼ଵଵ = 𝑎ଵଵ−𝑘෨ଵଵ − 𝑟ଵଶ𝑘෨ଶଵ

     
        
ሳሰ       

𝑘෨ଶଶ = 𝑎ଶଶ−𝛼ଶଶ                    

𝑘෨ଶଵ = 𝑎ଶଵ                             

𝑘෨ଵଵ = 𝑎ଵଵ − 𝑟ଵଶ𝑘෨ଶଵ − 𝛼ଵଵ

   

 
Dans le cas général : 

     𝑘෨௠௠ = 𝑎௠௠−𝛼௠௠

  𝑘෨௜௝ = 𝑎௜௝     𝑖 > 𝑗

                          𝑘෨௜௜ = 𝑎௜௜ − 𝛼௜௜ − ෍ 𝑟௜௝𝑘෨௝௜ 

௠

௝ୀ௜ାଵ

 

Finalement :   𝐾 = 𝐾෩𝑀ିଵ 
 
Résumé : Algorithme de placement de pôles – décomposition en 𝒎 sous-systèmes commandables 
 
Soit un système à commander : 

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢           
𝑦 = 𝐶𝑥                       

 

 
On dispose de n pôles désirés en BF 
La commande par retour d’état à appliquer au système est : 𝑢(𝑡) = 𝑔 𝑦௖(𝑡) − 𝐾 𝑥(𝑡) 
 
Etape 1 : Décomposer le système en « m » s. s. commandables : 𝑥 = 𝑀𝑥෤ (calcul de 𝑀 et 𝑀ିଵ) 
 

                      
           𝑥෤̇ = 𝐴ሚ 𝑥෤ + 𝐵෨𝑢

𝑦 = 𝐶ሚ𝑥෤
           Avec :  𝐴ሚ = 𝑀ିଵ𝐴 𝑀 , 𝐵෨ = 𝑀ିଵ𝐵 , 𝐶ሚ =  𝐶𝑀 
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Etape 2 : Détermination des vecteurs  𝑎௜௝ et des scalaires  𝑟௜௝ 

𝐴ሚ = ቎
ൣ𝐴ሚଵଵ൧ … ൣ𝐴ሚଵ௠൧

⋮ ⋱ ⋮
ൣ𝐴ሚ௠ଵ൧ … ൣ𝐴ሚ௠௠൧

቏ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 0 1 … 0 0

0 0    ⋱ 0
0

[−𝑎଴
ଵ

…
−𝑎ଵ

ଵ
   0 1

… −𝑎௡భିଵ
ଵ ൧ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

௔భభ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

…

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 0 … … 0

⋮ ⋮
0
[∗

…
…

…
…

0
∗]ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

௔భ೘ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⋮ ⋱ ⋮

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 0 … … 0

⋮ ⋮
0
[∗

…
…

…
…

0
∗]ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

௔೘భ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

…

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 0 1 … 0 0

0 0    ⋱ 0
0

[−𝑎଴
௠

…
−𝑎ଵ

௠
   0 1

… −𝑎௡೘ିଵ
௠ ൧ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

௔೘೘ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, 

𝐵෨ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
⋮
1

0
⋮

𝑟ଵଶ 𝑟ଵ௠

⋮ ⋱

0
⋮
0

0
⋮
1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 
Etape 3 : Détermination des vecteurs  : 𝛼௜௝ , On veut une matrice 𝐴ሚ஻ி

ௗ triangulaire, donc 

𝐷஻ி
ௗ (𝑆) = ෑ(𝑠𝐼 − 𝑝௜) =

௠

௜ୀଵ

ෑ൫𝑠௡೔ + 𝛼௡೔ିଵ
௜ 𝑠௡೔ିଵ + ⋯ + 𝛼ଵ

௜  𝑠 + 𝛼଴
௜ ൯

௠

௜ୀଵ

                                                              

                                     = ൫𝑠௡భ + 𝛼௡భିଵ
ଵ 𝑠௡భିଵ + ⋯ + 𝛼଴

ଵ൯ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
↓

஺෨భభ
೏

× … × ൫𝑠௡೘ + 𝛼௡೘ିଵ
௠ 𝑠௡೘ିଵ + ⋯ + 𝛼଴

௠൯ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
↓

஺෨೘೘
೏

 

𝐴ሚ஻ி
ௗ = ቎

ൣ𝐴ሚଵଵ
ௗ ൧ … [∗]

⋮ ⋱ ⋮
[0] … ൣ𝐴ሚ௠௠

ௗ ൧
቏ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 0 1 … 0 0

0 0    ⋱ 0
0

[−𝛼଴
ଵ

…
−𝛼ଵ

ଵ
   0 1

… −𝛼௡భିଵ
ଵ ൧ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

ఈభభ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

…

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 0 … … 0

⋮ ⋮
0
[∗

…
…

…
…

0
∗]ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

ఈభ೘ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⋮ ⋱ ⋮

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 0 … … 0

⋮ ⋮
0
[0

…
…

…
…

0
0]ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

ఈ೘భ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

…

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 0 1 … 0 0

0 0    ⋱ 0
0

[−𝛼଴
௠

…
−𝛼ଵ

௠
   0 1

… −𝛼௡೘ିଵ
௠ ൧ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

ఈ೘೘ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

Etape 4 : Calcul du retour d’état 𝐾෩dans la base canonique compagne de commandabilité. 
  

𝐾෩ =

⎣
⎢
⎢
⎡

𝑘෨ଵଵ 0 … 0

𝑘෨ଶଵ 𝑘෨ଶଶ ⋱ ⋮
⋮

𝑘෨௠ଵ

⋮
𝑘෨௠ଶ

⋱
…

0
𝑘෨௠௠⎦

⎥
⎥
⎤

(௠×௡)

               𝑎𝑣𝑒𝑐: 

𝑘෨௠௠ = 𝑎௠௠ − 𝛼௠௠      

𝑘෨௜௝ = 𝑎௜௝   𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑖 > 𝑗    

            𝑘෨௜௜ = 𝑎௜௜ − 𝛼௜௜ − ෍ 𝑟௜௝𝑘෨௝௜   

௠

௝ୀ௜ାଵ

  

 
 
Etape 5 : Calcul de la matrice des gains 𝐾 du retour d’état dans la base initiale :   𝐾 = 𝐾෩𝑀ିଵ 
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Exemple 5.3 : Soit le système  
 

𝑥̇ = ൦

1 0 −1 1
1 0 −1 0
0 1 0 1
1 1 −1 0

൪ 𝑥 + ൦

−1 −1 2
0 1 1
0 2 0
1 0 −1

൪ 𝑢, 𝑦 = ቂ
1 2 0 1
0 0 1 −1

ቃ 𝑥 

 
Calculer le retour d’état 𝐾 permettant d’avoir en boucle fermée les pôles : 
𝑝ଵ = −1, 𝑝ଶ = −2, 𝑝ଷ = −3,  𝑝ସ = −4. 
 

V.3. COMMANDE PAR RETOUR DE SORTIE DES SYSTEMES MULTIVARIABLES  

Comme pour cas monovariable, en utilise le théorème de séparation, la matrice 𝐾(gain de commande) et la 
matrice 𝐿 (gain d’observateur) se calculent indépendamment (séparément). 
 
Calcul de 𝑲 (déjà fait au chapitre précèdent) 
Calcul de 𝑳 :  
Dans la base initiale, on a 
 

                                             Système : ൜
𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢     
𝑦 = 𝐶𝑥                 

 

 

Observateur: ൜
𝑥ො̇ = (𝐴 − 𝐿𝐶)𝑥ො + 𝐵𝑢 + 𝐿𝑦   
𝑦ො = 𝐶𝑥ො                                        

 

 
𝐴௢௕௦ = 𝐴 − 𝐿𝐶 est la matrice d’évolution de l’observateur, où 𝐿(𝑛𝑥𝑝) 
 
Afin de faciliter les calculs, on décompose le système en 𝑝 sous-systèmes observables. 
 

                                         Système : ቊ
𝑥෤̇ = 𝐴ሚ𝑥෤ + 𝐵෨𝑢(𝑡)                   

𝑦 = 𝐶ሚ𝑥෤                                    
   

 

Observateur :ቊ
𝑥ො̇(𝑡) = (𝐴ሚ − 𝐿෨𝐶ሚ)𝑥ො(𝑡) + 𝐵෨𝑢(𝑡) + 𝐿෨𝑦

𝑦ො(𝑡) = 𝐶ሚ𝑥ො(𝑡)                                        
 

 
 
La matrice d’évolution de l’observateur : 𝐴ሚ௢௕௦ = 𝐴ሚ − 𝐿෨𝐶ሚ  ,  où : 𝐿෨(𝑛𝑥𝑝) 
 
Alors, en suivant l’algoritme suivant, on décompose le système en 𝑝 sous-systèmes observables : 
 

                                                        

𝑆(𝐴, 𝐵, 𝐶)ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௦௬௦௧௘௠௘ ௜௡௜௧௜௔௟

௦௬௦௧௘௠௘ ௗ௨௔௟
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝑆∗(𝐴் , 𝐶் , 𝐵்)

ௗé௖௢௠௣௢௦௜௧௜௢௡ ௘௡ "p"
ୱ୭୳ୱ ୱ୷ୱ୲ୣ୫ୣୱ 

ୡ୭୫୫ୟ୬ୢୟୠ୪ୣୱ:
௫ୀெ∗௫෤

(ୡୟ୪ୡ୳୪ ୢୣ ெ∗షభ
 ୣ୲ ெ∗)

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝑆ሚ∗(𝐴ሚ் , 𝐶ሚ் , 𝐵෨ ்)
௦௬௦௧௘௠௘ ௗ௨௔௟
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝑆ሚ(𝐴ሚ, 𝐵෨ , 𝐶ሚ)ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

௦௬௦௧è௠௘ ௗé௖௢௠௣௢௦é
 ௘௡

"p "௦௢௨௦ ௦௬௦௧௘௠௘௦ 
௢௕௦௘௥௩௔௕௟௘௦

 

Le système sous forme compagne observable: 
 

𝑥෤̇ = 𝐴ሚ𝑥෤ + 𝐵෨𝑢            
𝑦 = 𝐶ሚ𝑥෤                       

 

 
𝐴ሚ் = 𝑀∗ିଵ 𝐴 ்𝑀∗ , 𝐶ሚ் =  𝑀∗ିଵ 𝐶்,𝐵෨ ் = 𝐵்𝑀∗ 
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𝐴ሚ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎣
⎢
⎢
⎡
0 0 … 0 −𝑎଴

ଵ

1 0    −𝑎ଵ
ଵ

0
0

⋱
…

   ⋮
1 −𝑎௡భିଵ

ଵ
⎦
⎥
⎥
⎤

൦

0 … 0 ∗
⋮ ⋮
0
0

…
…

0
0 ∗

൪

൦

0 … 0 ∗
⋮ ⋮
0
0

…
…

0
0 ∗

൪

⎣
⎢
⎢
⎡
0 0 … 0 −𝑎଴

ଶ

1 0    −𝑎ଵ
ଶ

0
0

⋱
…

   ⋮
1 −𝑎௡మିଵ

ଶ
⎦
⎥
⎥
⎤

… ൦

0 … 0 ∗
⋮ ⋮
0
0

…
…

0
0 ∗

൪

… ൦

0 … 0 ∗
⋮ ⋮
0
0

…
…

0
0 ∗

൪

⋮ ⋮ ⋮

൦

0 … 0 ∗
⋮ ⋮
0
0

…
…

0
0 ∗

൪ ൦

0 … 0 ∗
⋮ ⋮
0
0

…
…

0
0 ∗

൪ …

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0 0 … 0 −𝑎଴

௣

1 0    −𝑎ଵ
௣

0
0

⋱
…

   ⋮
1 −𝑎௡೛ିଵ

௣
⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

           

 

𝐶ሚ = ൦

[0   … 1] [0   … 0] … [0 … 0]

[0 … 𝑟ଵଶ] [0   … 1] … [0 … 0]
⋮

[0 … 𝑟ଵ௣]
⋮

[0 … 𝑟ଵ௣]
⋱
…

⋮
[0 … 1]

൪ 

 
Cette fois-ci la matrice 𝐴ሚ n’est pas triangulaire par bloc, ceci va compliquer le calcul de l’équation 
caractéristique en boucle ouverte. Cependant, on peut choisir une matrice des gains 𝐿 de façon que la matrice  
𝐴ሚ௢௕௦ = 𝐴ሚ − 𝐿෨𝐶ሚ soit triangulaire. 
Pour des raisons de simplicité et de lisibilité des expressions, on se limite au cas où le système est 
décomposé en deux sous systèmes observables (𝑝 = 2). 
 

          𝐴ሚ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡0 0 … 0
1 0 … 0
0 1 ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 … 1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡0 0 … 0
0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡0 0 … 0
0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡0 0 … 0
1 0 … 0
0 1 ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 … 1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 ; 

𝐶ሚ = ൤
[0   … 1] [0   … 0]
[0 … 𝑟ଶଵ] [0   … 1]

൨ ;                  𝐿෨ = ቈ
𝑙ሚଵଵ 𝑙ሚଵଶ

0 𝑙ሚଶଶ

቉ 

 

 𝐴ሚ௢௕௦ = 𝐴ሚ − 𝐿෨𝐶ሚ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡0 0 … 0
1 0 … 0
0 1 ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 … 1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡0 0 … 0
0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡0 0 … 0
0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡0 0 … 0
1 0 … 0
0 1 ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 … 1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

          

 
 
 
 
 

𝑎
ଵ

ଵ
−

𝑙ሚ ଵ
ଵ

−
𝑟 ଶ

ଵ
𝑙ሚ ଵ

ଶ
 

𝑎
ଵ

ଵ
 

𝑎
ଵ

ଶ
 

𝑎
ଶ

ଵ
 

𝑎
ଶ

ଶ
 

𝑎
ଵ

ଵ
−

𝑟 ଶ
ଵ

𝑙ሚ ଵ
ଶ
 

𝑎
ଶ

ଶ
−

𝑙ሚ ଶ
ଶ
 

𝑎
ଵ

ଶ
−

𝑙ሚ ଵ
ଶ
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𝐴௢௕௦
ௗ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡0 0 … 0
1 0 … 0
0 1 ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 … 1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡0 0 … 0
0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡0 0 … 0
0 0 … 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡0 0 … 0
1 0 … 0
0 1 ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ 0
0 0 … 1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 
 
Pour avoir une matrice 𝐴ሚ௢௕௦ triangulaire, on prend 𝛼ଵଶ = [0 … 0]். 
                                      
Par identification de 𝐴ሚ௢௕௦ et 𝐴ሚ௢௕௦

ௗ  terme à terme, il vient : 
 

𝛼ଶଶ = 𝑎ଶଶ − 𝑙ଶଶ               

𝑎ଶଵ − 𝑙ሚଶଵ = 0                  

𝛼ଵଵ = 𝑎ଵଵ − 𝑙ሚଵଵ − 𝑟ଵଶ𝑙ሚଶଵ

     
      
ሳሰ       

𝑙ሚଶଶ = 𝑎ଶଶ−𝛼ଶଶ                

𝑙ሚଶଵ = 𝑎ଶଵ                            

𝑙ሚଵଵ = 𝑎ଵଵ − 𝑟ଵଶ𝑙ሚଶଵ − 𝛼ଵଵ

    

 
Dans le cas général : 

𝑙ሚ௣௣ = 𝑎௣௣−𝛼௣௣

𝑙ሚ௜௝ = 𝑎௜௝     𝑗 > 𝑖

                          𝑙ሚ௜௜ = 𝑎௜௜ − 𝛼௜௜ − ෍ 𝑟௝௜𝑙ሚ௜௝    

௣

௝ୀ௜ାଵ

 

Finalement :   𝐿 = ൫𝑀∗ିଵ ൯
்

𝐿෨ 
 
Résumé : Algorithme de calcul de l’observateur L – décomposition en p  sous-systèmes observables 

 
Soit un système donné:  

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢           
𝑦 = 𝐶𝑥                      

 

 
L’on dispose de n pôles désirés pour l’observateur d’état :    𝑥ො̇(𝑡) = 𝐴𝑥ො(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) + 𝐿(𝑦 − 𝑦ො) 
 
 
Etape 1 : Décomposer le système  en  p  sous-systèmes observables : (calcul de 𝑀∗ିଵ  et 𝑀∗ ) 
 

𝑆(𝐴, 𝐵, 𝐶)ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௦௬௦௧௘௠௘ ௜௡௜௧௜௔௟

ௗ௨௔௟
ሱ⎯ሮ 𝑆∗(𝐴் , 𝐶் , 𝐵்)

௘௡ "p"   ௦௢௨௦ି௦௬௦௧è௠௘௦ ௖௢௠௠௔௡ௗ௔௕௟௘௦

   ஺෨೅ୀெ∗షభ
஺ ೅ெ∗ ,஼ሚ೅ୀெ∗షభ

஼೅,஻෨ ೅ୀ஻೅ெ∗    
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝑆ሚ∗(𝐴ሚ் , 𝐶ሚ் , 𝐵෨ ்)

ௗ௨௔௟
ሱ⎯ሮ 𝑆ሚ(𝐴ሚ, 𝐵෨ , 𝐶ሚ)ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

௣ ௌௌ ௢௕௦್೗೐ೞ

 

                                                       
           𝑥෤̇ = 𝐴ሚ 𝑥෤ + 𝐵෨𝑢

𝑦 = 𝐶ሚ𝑥෤
            

Etape 2 : Détermination des vecteurs  𝑎௜௝ et des scalaires  𝑟௜௝ 

𝛼
ଵ

ଵ
 

𝛼
ଶ

ଵ
 

𝛼
ଵ

ଶ
 

𝛼
ଶ

ଶ
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𝐴ሚ = ቎

ൣ𝐴ሚଵଵ൧ … ൣ𝐴ሚଵ௣൧

⋮ ⋱ ⋮
ൣ𝐴ሚ௣ଵ൧ … ൣ𝐴ሚ௣௣൧

቏ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎣
⎢
⎢
⎡
0 0 … 0 −𝑎଴

ଵ

1 0    ⋱ −𝑎ଵ
ଵ

0
0

⋱
0

   0 ⋮
1 −𝑎௡భିଵ

ଵ
⎦
⎥
⎥
⎤

… ቎

0 0 … 0 ∗
⋮      ∗
0
0

0
0

   0 ⋮
    0 ∗

቏

⋮ ⋱ ⋮

቎

0 0 … 0 ∗
⋮      ∗
0
0

0
0

   0 ⋮
    0 ∗

቏ …

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0 0 … 0 −𝑎଴

௣

1  0    ⋱ −𝑎ଵ
௣

0
0

⋱
0

  0      ⋮
1     −𝑎௡೛ିଵ

௣
⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

𝐶ሚ = ൦

[0   … 1] [0   … 0] … [0 … 0]

[0 … 𝑟ଶଵ] [0   … 1] … [0 … 0]
⋮

[0 … 𝑟௣ଵ]
⋮

[0 … 𝑟௣ଶ]
⋱
…

⋮
[0 … 1]

൪ 

 
Etape 3 : Détermination des vecteurs  : 𝛼௜௝ , On veut une matrice 𝐴ሚ௢௕௦

ௗ  triangulaire, donc : 
        

𝐷௢௕௦
ௗ (𝑠) = ෑ(𝑠𝐼 − 𝑝௜) =

௡

௜ୀଵ

ෑ൫𝑠 + 𝛼௡೔ିଵ
௜ 𝑠௡೔ିଵ + ⋯ + 𝛼ଵ

௜ 𝑠 + 𝛼଴
௜ ൯

௣

௜ୀଵ

                                                              

                                     = ൫𝑠௡భ + 𝛼௡భିଵ
ଵ 𝑠௡భିଵ + ⋯ + 𝛼଴

ଵ൯ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
↓

஺෨೚್ೞ భభ
೏

× … × ቀ𝑠௡೛ + 𝛼௡೛ିଵ
௣

𝑠௡೛ିଵ + ⋯ + 𝛼଴
௣

ቁᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
↓

஺෨೚್ೞ ೛೛
೏

 

𝐴ሚ௢௕௦
ௗ = ቎

ൣ𝐴ሚ௢௕௦ ଵଵ
ௗ ൧ … [0]

⋮ ⋱ ⋮
[∗] … ൣ𝐴ሚ௢௕௦ ௣௣

ௗ ൧
቏ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎣
⎢
⎢
⎡
0 0 … 0 −𝛼଴

ଵ

1 0    ⋱ −𝛼ଵ
ଵ

0
0

⋱
0

   0 ⋮
1 −𝑎௡భିଵ

ଵ
⎦
⎥
⎥
⎤

… ቎

0 0 … 0 0
⋮      

0
0

0
0

   0 ⋮
    0 0

቏

⋮ ⋱ ⋮

቎

0 0 … 0 ∗
⋮      

0
0

0
0

   0 ⋮
    0 ∗

቏ …

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0 0 … 0 −𝛼଴

௣

1 0    ⋱ −𝛼ଵ
௣

0
0

⋱
0

   0 ⋮
1 −𝑎௡೛ିଵ

௣
⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 
Etape 4 : Calcul du retour d’état 𝐿 ෩dans la base canonique compagne d’observabilité  

𝐿෨ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑙ሚଵଵ 𝑙ሚଵଶ … 𝑙ሚଵ௣

0 𝑙ሚଶଶ … 𝑙ሚଶ௣

⋮
0

⋮
0

⋱
…

⋮
𝑙ሚ௣௣⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

(௡×௣)

               𝑎𝑣𝑒𝑐:

𝑙ሚ௣௣ = 𝑎௣௣−𝛼௣௣                      

𝑙ሚ௜௝ = 𝑎௜௝     𝑠𝑖 𝑗 > 𝑖               

        𝑙ሚ௜௜ = 𝑎௜௜ − 𝛼௜௜ − ෍ 𝑟௝௜𝑙ሚ௜௝  

௣

௝ୀ௜ାଵ

     

 

 
 

Etape 5 : Calcul de la matrice des gains 𝐿 de l’observateur dans la base initiale :   𝐿 = ൫𝑀∗ିଵ൯
்

𝐿෨. 
 


