Forme analytique du théoréme de

Hahn-Banach

Le théoréme d’Hahn-Banach est un théoréme de prolongement d’une forme linéaire
continue définie sur un sous-espace d’un espace vectoriel normé a l’espace normé tout
entier. Il en existe deux formes, 'une analytique, 'autre géométrique. Rappelons tout
d’abord quelques notions de la théorie des ensembles

Définition 0.1. Un ensemble partiellement ordonné E est un ensemble muni d’une
relation d’odre partiel noté <, i.e., la relation < est

1. Réflexive :Vx € F,x <z,

2. Anti-symétrique :Vx € F, v <yety<zx=1x=y,

3. Transitive :Vx,y,z € E, t<yety<z=x <z
Définition 0.2. Soit E un ensemble muni d’une relation d’ordre (partiel), Q) C E est

totalement ordonné si pour toul couple a,b de Q on a (au moins) l'une des relations

a<boub<a.

Définition 0.3. Soit G un sous ensemble de E on dit que c € E est un majorant de E

st pour tout a € G on a : a < c.

Définition 0.4. On dit que m € E est un élément mazximal de E si pour tout v € £

tel que m < x on a nécessairement x = m .

Définition 0.5. On dit que E est inductif si tout sous ensemble totalement ordonné de

E admet un majorant.

Lemme 0.6. (Zorn) Tout ensemble non vide, ordonné et inductif admet un élément

mazximal.

Théoréme 0.7. ( Forme analytique du théoréme de Hahn-Banach)

Soit E un espace vectoriel sur R, et soit p une application de E dans R vérifiant

plr+y) <plr) +ply), Ve,y € £

p(Az) = Ap(z), Yo € E, YA > 0.



Soient G un sous-espace vectoriel de E et p : G — R une forme linéaire vérifiant
o(z) < pl), Vo € G

Alors, il existe une forme linéaire ¢ : E — R qui prolonge ¢, i. e.,

p(x) = plz), Vo € G,

et
() < pla), Ve € E.

Démonstration. La preuve de ce théoréme dépend du lemme de Zorne. On considére

I’ensemble

h:D(h)C E—R:D(h)un s. e. vdeE, hlinéaireG C D(h),
h prolonge ¢ et h(x) < p(x), Yo € D(h)

H:

On munit H de la relation d’ordre définie par
hi1 < hy <= D(hy) € D(hy) et hy prolonge hy,

comme ¢ € H, alors H # (). H est inductif. En effet, soit Q = (h;);e; un sous-ensemble

totalement ordonné de H, on définit I'application h par
D(h) = UijerD(h;) et h(x) = hi(z), Yx € D(h;).

On peut vérifier facilement que h a bien un sens, que h € H et que h est un majorant de
‘H. 1l en résulte du lemme de Zorne que H admet un élément maximal noté ¢. Prouvons
que D(¢) = E, ce qui achévera la démonstration du Théoréme 0.7. Raisonnons par
I'absurde, supposons que D(@) # FE, soit xg € D(p), posons D(h) := D(p) + Rxg et
y=1x+txg € D(h) (z € D(9)), h(y) = ¢(x) + at ol « est une constante qui sera fixée
ultérieurement de maniére & ce que h € H. On doit donc s’assurer que h(y) < p(y) pour

tout y € D(h), e.i.,
o(x) + ta < p(x + txg), Vo € D(p), Vt € R. (1)
I'inégalité (1) est équivalente &

Q(x) + a < plr+xz9) Vre D),
P(z) —a < p(r —z9) Vo e D(P).

IN

11 suffit donc de choisir

ggg){@(x) —ple—20)} < o < inf{p(y +20) — (1)}



ce qui est possible car pour tous z, y € D(¢) on a

() + P(y) = ¢(x +y) < plz +y),

car ¢ € H. De plus, pour tous z,y € F on a

plx+y) < p(x) +p(y),

alors

p(z — 20+ 20 +y)

RSyl
=
+
ASY!
=

AN

< p(w —x0) + p(y + 20),

d’ou

@(z) — plr — x0) < p(y + m0) — P(Y).

Comme h € H et puisque h prolonge @, et D(¢) C D(h) on en déduit donc que @ est

majorée par h, i.e., p < h, et puisque @ # h ceci contredit la maximalité de @, d’oul
D(¢) = E.
|

Indiquons maintenant quelques applications simples du théoréme de Hahn-Banach
lorsque E' est un espace vectoriel normé.

Notation :0n désigne par E' le dual topologique de E, i.e., l'espace des forme linéaires
continues sur E. E' est muni de la norme dual

[fller = sup [f(z)] = sup f(x)
2€F, [lo]<1 2€E, [lo]<1

Corollaire 0.8. Toute forme linéaire continue sur un sous ecpace vectoriel G de E se
prolonge en une forme linéaire continue sur E tout entier, avec la méme norme, i.e., pour

v : G — R une application linéaire et continue de norme

leller = sup |o(z)].

=<1

Alors, il existe p € E' qui prolonge ¢ et telle que ||@]|p = ||¢ller
Démonstration. Il suffit de prendre ¢ € G', P(x) = ||¢|ler||x|| et de montrons que
toutes les hypothéses du Théoréme 0.7 sont satisfaites. |

Corollaire 0.9. Pour tout zo € E\{0}, il existe g € E' telle que ||pol| = ||zo]| et wo(zo) =

ol



Démonstration. Pour démontrer ce corollaire, il suffit d’appliquer le Corollaire 0.8 avec

G =Ky et p(tzo) = t[lzo||* de sorte que ||woller = [|lzoll.

Corollaire 0.10. Pour tout x € E on a

[zl = sup [p(2)] = max |p(z)].
lloll<1 llell<1

Démonstration. Supposons que = # 0, nous avons

(fsz) < A=)

pour || f|| <1, on obtient

(o) < [l=]I,

et par suite

sup |(f, z)| < |||
HIS!

D’autre part, d’aprés le Corollaire 0.9, il existe fy € E’ telle que

[foll = [,
et
(fo, ) = [|=]|*.
Posons [ = ||z]|~* fo, nous avons
Ifoll = ll=lI 7]l fol
_ =l
|z
~- 1
et
(f.z) = (=l fo, )
= JlzlI7" (o, )
= |l=lI 7l
= [l=ll-
Donc

]| = (f,z) = f(z) < sup (f, z),

IfFlI<1



et par suite

2]l = sup (f, ).
!

Corollaire 0.11. Pour tout espace vectoriel normé E le dual E' sépare les points de E

Démonstration. Soient x,y € E tels que x # y donc x —y # 0 d’aprés le Corollaire 0.9,
il existe p € E’ telle que

plr —y) = llz -yl
puisque x — y # 0, alors ||z — y||* # 0 d’ou

o(r —y) #0,

d’aprés la linéarité de ¢ on obtient

et par suite

Corollaire 0.12. Soient E un espace vectoriel normé sur R, F' un sous espace vectoriel

fermé de E et xg € E,xq & F, il existe o € E' telle que

90(3:0) = 17
p(x) =0,V € F.

Autrement dit, p(zo) > 1 et F' C ker .
Démonstration. Prenons G = F+K{zy}, tout élément y € G s’écrit d’une fagon unique

sous la forme y = z+Axg on x € F et A € R. Définissons g sur G par la formule ¢q(y) = A

et par suite

|§00(y)| HyH—xH

|20 — Y

. —Z ,
Comme F' est un sous espace vectoriel, alors N € F' et par conséquent

Iyl Iyl
_ <
[pol)l = 1= =2 = dist(xo, F)



Prenons P(y) = z||y|| avec 0 = dist(xo, F) et montre que toutes les hypotheése du théoréme

de Hahn-Banach sint satisfaites. Soient y1,1y, € G, y € G, t € R ett > 0 alors
En appliquant donc le théoréeme de Hahn-Banach (Théoréme 0.7) pour P(y) = 3|yl

avec § = dist(xo, F'), il existe une application linéaire continue ¢ telle que

() = polx), Vr € G,

() < P(x).
Par conséquent si
1. Siye Falors \=0
et par suite
p(r) =0

2. Siy =z alors

Corollaire 0.13. Soit E un espace de Banach, G un sous espace vectoriel sur E. Alors G
est non dense dans l'espace E si est seulement si [’on trouve une fonction linéaire continue

f #0 telle que f(x) =0 pour tout x € E.

Démonstration. Soit G # F, il existe donc un élément zy € E telle que dist(z, G) =
d > 0, en vertu donc du Corollaire 0.12, il existe une forme linéaire f définie partout dans
E telle que f(z) =1, 1e., f Z0et f(z) =0 pour tout z € G.

Supposons maintenant qu’il existe une fonction linéaire continue f # 0 telle que f(x) =0
pour tout = € G et montrons que G n’est pas dense dans F, i.e., montrons que G # E.
Raisonons par I’absurde, supposons que G = E, pour tout z € E, il existe alors une
suite (z,), C G telle que z,, — x lorsque n — oo. D’aprés les hypothéses, il existe une
fonction continue f # 0 qui s’annule sur G, et par conséquent

f(x) = lim f(z,) =0,

n—o0

puisque f est arbitrairement choisit, on conclut donc que f = 0, ce qui est en contradiction

avec les hypothéses et donc G # E. [ |



