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Chapitre 1

Espaces Topologiques et Métriques

1.1 Notions de base

Dé�nition 1.1.1 Soit X un ensemble non vide. On appelle topologie sur X toute famille τ de

parties de X véri�ant les conditions suivantes :

1. X,ϕ ∈ τ .

2. ∀U1, U2 ∈ τ, U1 ∩ U2 ∈ τ .

3. ∀(Ui)i∈I ⊂ τ,
∪
i∈I

Ui ∈ τ .

Si τ est une topologie sur X, alors (X,τ) est appelé un espace topologique et les éléments de τ

sont appelés les ouverts de cet espace.

Exemple 1.1.1

1. τ = {ϕ,X} est une topologie sur X, appelée topologie grossière.

2. τ = P(X) est une topologie sur X, appelée topologie discrète.

3. La famille τ de tous les intervalles ouverts et réunion d'intervalles ouverts de R est une

topologie sur R, appelé la topologie usuelle.

Remarque 1.1.1 Pour un espace topologique (X,τ) donné, on appelle fermé de X toute partie

dont le complémentaire est un ouvert de X.

Dé�nition 1.1.2 Soient (X, τ) un espace topologique et A ⊂ X. On appelle topologie induite

par X sur A la famille τA = {O ∩ A : O ∈ τ}.

Dé�nition 1.1.3 Soit X un ensemble non vide. On appelle distance sur X toute application

d : X ×X −→ R qui véri�e les conditions suivantes :
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1. d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y, ∀x, y ∈ X.

2. d(x, y) = d(y, x),∀x, y ∈ X.

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),∀x, y, z ∈ X.

Si d une distance sur X, alors (X,d) est appelé un espace métrique.

Exemple 1.1.2

d : R× R −→ R+.

(x, y) 7−→ d(x, y) = |x− y|.

est une distance sur R appelée la distance usuelle.

Dé�nition 1.1.4 Soient (X, d) un espace métrique, x0 ∈ X, et r > 0. On appelle boule ouverte

de centre x0 et de rayon r l'ensemble :

B(x0, r) = {x ∈ X, d(x, x0) < r}.

Dé�nition 1.1.5 Soit (X, d) un espace métrique et A ⊂ X. On dit que A est ouvert dans

(X, d) si

∀x ∈ A, ∃r ∈ R∗
+ : B(x, r) ⊂ A.

La famille τd de tous les ouverts de (X, d) est une topologie sur X, appelée la topologie associée

à d.

Exemple 1.1.3 La topologie associée à la distance usuelle sur R est la topologie usuelle.

Dé�nition 1.1.6 Soit (X, τ) un espace topologique. On dit que τ est métrisable, s'il existe

une distance d sur X telle que : τd = τ .

Exemple 1.1.4

1. R muni de la topologie usuelle est métrisable.

2. Soit X un ensemble constitué de plus de deux éléments. Alors la topologie grossière

sur X n'est pas métrisable. En e�et. Si d une distance sur X et x ̸= y ∈ X alors

y /∈ B(x, d(x, y)), donc B(x, d(x, y)) ̸= X.D'où {ϕ,X} ( τd, pour toute distance d sur

X.
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3. La topologie discrète est métrisable. On prend la distance d donnée par :

d(x, x) = 0 et d(x, y) = 1 si x ̸= y.

Dé�nition 1.1.7 Soit X un ensemble et τ1, τ2 deux topologies sur X. On dit que τ1 est moins

�ne que τ2 (ou bien τ2 est plus �ne que τ1) si τ1 ⊂ τ2. On écrit :

(X, τ1) ≤ (X, τ2).

Exemple 1.1.5 La topologie grossière est moins �ne que la topologie discrète sur X.

Dé�nition 1.1.8 Soit (X,τ) un espace topologique et x ∈ X. On dit qu' un sous ensemble

V ⊂ X est un voisinage de x, s'il existe Ω ∈ τ tel que :

x ∈ Ω ⊂ V.

On note V(x) la famille de tous les voisinages de x.

Proposition 1.1.1 Soit X un espace topologique et x ∈ X.

1. L'intersection �nie de voisinages d'un point x est un voisinage de ce point.

2. x appartient à tous ses voisinages.

3. V est un ouvert si et seulement s'il est voisinage de tous ses points.

Dé�nition 1.1.9 Soit (X, τ) un espace topologique, et soient A ⊂ X, x ∈ X. On dit que x est

un point adhérent à A, si l'intersection de A avec tout voisinage de x est non vide. L'ensemble

de tous les points adhérents à A est appelé l'adhérence de A et noté Ā, i.e. :

x ∈ Ā ⇐⇒ (∀V ∈ V(x), V ∩ A ̸= ϕ).

Proposition 1.1.2 Soit (X, τ) un espace topologique et soient A,B ⊂ X. Alors :

1. Ā est le plus petit fermé qui contient A.

2. ϕ̄ = ϕ.

3. A ⊂ B ⇒ Ā ⊂ B̄.

4. A fermé ⇔ A = Ā.

5. A ∪B = Ā ∪ B̄.

6. A ⊂ Ā.

7. ¯̄A = Ā.
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Remarque 1.1.2 Soient X et Y deux espaces topologiques tel que Y ⊂ X, et A un sous

ensemble de Y . On note par ĀY l'adhérence de A dans Y .

Proposition 1.1.3

Soient X un ensemble et ∼: P(X) −→ P(X) un opérateur qui associe à chaque partie A ⊂ X

une partie Ã ⊂ X, et possède es propriétés suivantes :

1. ∅̃ = ∅ ;

2. A ⊂ Ã ;

3. Ã ∪B = Ã ∪ B̃ ;

4.
˜̃
A = Ã.

Alors la famille τ = {Ω : CΩ = C̃Ω} = {CΩ : Ω = Ω̃} est une topologie sur X. De plus, pour

tout A ⊂ X, l'ensemble Ã est la ferméture de A dans (X, τ).

Démonstration. Montrons que la famille τ est une topologie sur X. On a :

1. ∅ = ∅̃ ; donc C∅ = X ∈ τ .

X ⊂ X̃ ; donc X = X̃ ce qui implique que CX = ∅ ∈ τ .

2. Soient Ω1,Ω2 ∈ τ . Donc C̃Ω1 = CΩ1 et C̃Ω2 = CΩ2 ; d'autre part

C̃Ω1 ∪ C̃Ω2 = ˜CΩ1 ∪ CΩ2 = C̃Ω1∩Ω2 .

Et on a aussi

C̃Ω1 ∪ C̃Ω2 = CΩ1 ∪ CΩ2 = CΩ1∩Ω2 .

Donc

C̃Ω1∩Ω2 = CΩ1∩Ω2 .

�nalement, on obtient

Ω1 ∩ Ω2 ∈ τ.

3. Soit (Ωi)i∈I ⊂ τ , on va montrer que C∪Ωi = C̃∪Ωi , pour tout i ∈ I. D'après la condition

(2) on a C∪Ωi ⊂ C̃∪Ωi pour tout i ∈ I.

Inversement. On doit tout d'abord montrer que si A ⊂ B, alors Ã ⊂ B̃. Soit A ⊂ B

donc A ∪B = B, donc Ã ∪B = Ã ∪ B̃ = B̃, d'où Ã ⊂ B̃.

D'autre part on a : ∩
i∈I

CΩi ⊂ CΩi pour tout i ∈ I
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alors ∩̃
i∈I

CΩi ⊂ C̃Ωi = CΩi , pour tout i ∈ I

donc ∩̃
i∈I

CΩi ⊂ ∩CΩi .

D'où

C̃∪i∈IΩi ⊂ C∪i∈IΩi .

Donc par double inclusion C∪Ωi = C̃∪Ωi , pour tout i ∈ I, d'où
∪

i∈I Ωi ∈ τ . Donc τ est

une topologie sur X.

Maintenant, on doit montrer que F̃ = F̄ pour tout F ⊂ X.

Selon la condition (4) on a
˜̃
F ⊂ F̃ est un fermé de X. Comme F ⊂ F̃ , alors F̄ ⊂ F̃

puisque F̄ est le plus petit fermé contenant F .

Soit B un fermé de X tel que F ⊂ B. Alors F̃ ⊂ B̃ = B. Donc

F̃ ⊂
∩

{B : B = B̄ et F ⊂ B} = F̃

et donc cela prouve que F̄ = F̃ .

Dé�nition 1.1.10 Soit (X,τ) un espace topologique et B ⊂ τ . On dit que B est une base de

τ , si tout élément de τ est une réunion d'éléments de B.

Exemple 1.1.6

1. BR = {]a, b[, a, b ∈ R} est une base de la topologie usuelle sur R.

2. Soit X un ensemble. Alors B = {{x}, x ∈ X} est une base pour la topologie discrète sur

X.

Proposition 1.1.4 Toute base B d'un espace topologique X jouit des deux propriétés sui-

vantes :

B1) ∀U1, U2 ∈ B,∀x ∈ U1 ∩ U2,∃U ∈ B : x ∈ U ⊂ U1 ∩ U2.

B2) ∀x ∈ X, ∃U ∈ B : x ∈ U .

Proposition 1.1.5 B est une base de la topologie τ , si et seulement si pour tout point x ∈ X,

et tout ouvert V contenant x, il existe un ouvert U ∈ B, tel que x ∈ U ⊂ V .
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Dé�nition 1.1.11 Soit (X,τ) un espace topologique et B0 ⊂ τ . On dit que B0 est une sous

base de τ , si la famille I(B0) de toutes les intersections �nies d'éléments de B0 forme une base

pour τ , i.e. :

I(B0) = {A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ An/Ai ∈ B0, i = 1, 2, ..., n}.

Exemple 1.1.7 La famille B = {] − ∞, a[, ]b,+∞[, a, b ∈ R} est une sous base pour (R, |.|)
puisque BR ⊂ I(B).

Proposition 1.1.6 Soit X un ensemble, et B une famille de sous ensembles de X qui a les

propriétés (B1) et (B2) de la Proposition (1.1.4) , soit O la famille de tous les sous ensembles

de X qui sont des unions de sous familles de B, c'est à dire :

U ∈ O ⇐⇒ U =
∪

B0 pour B0 ⊂ B.

La famille O est une topologie sur X et la famille B est une base pour l'espace topologique

(X,O).

Démonstration. Montrons que la famille O forme une topologie sur X.

1. La condition (1) est satisfaite car ∅ =
∪
B0 pour B0 = ∅ , et par (B2) on a X =

∪
B0

pour B0 = B.

2. Montrons que la condition (2) est satisfaite. Prenons U1, U2 ∈ O, alors U1 =
∪

s∈S Vs et

U2 =
∪

t∈T Wt où (Vs), (Wt) ⊂ B pour s ∈ S et t ∈ T . On a

U1 ∩ U2 =
∪

s∈S,t∈T

Vs ∩Wt.

Pour cela il su�t de prouver que Vs ∩ Wt est l'union d'une sous famille de B. D'après
(B1), pour chaque x ∈ Vs ∩Wt, il existe Ω(x) ∈ B tel que :

x ∈ Ω(x) ⊂ Vs ∩Wt.

Et cela implique que

Vs ∩Wt =
∪

B0 pour B0 = {Ω(x) : x ∈ Vs ∩Wt}.

3. La condition (3) est satisfaite par dé�nition de la famille O.

Donc O est une topologie sur X. Clairement, B est une base de X.
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Dé�nition 1.1.12 Soit E un ensemble. On appelle cardinal de E, noté |E|, le nombre d'élé-

ments distincts de E.

On note le cardinal de N par |N| = ℵ0. et le cardinal de R par |R| = c.

Dé�nition 1.1.13 Soit E un ensemble non vide. On dit que E est dénombrable s'il est en

bijection avec N, et on note |E| = ℵ0.

On dit que E est au plus dénombrable s'il est dénombrable ou �ni, , et on note |E| ≤ ℵ0.

Exemple 1.1.8 N,Z,Q sont des ensembles dénombrables.

Dé�nition 1.1.14 Soit X un espace topologique. On dit que X satisfait au deuxième axiome

de dénombrabilité s'il admet une base dénombrable.

Exemple 1.1.9 B = {]x− 1
n
, x+ 1

n
[: x ∈ Q, n ∈ N∗} est une base dénombrable pour (R, |.|).

Donc R véri�e le deuxième axiome de dénombrabilité.

Dé�nition 1.1.15 Soit B(x) ⊂ V(x). On dit que B(x) est un système fondamentale de voisi-

nages de x, noté SFV de x, si :

∀V ⊂ V(x),∃U ∈ B(x) : U ⊂ V.

Proposition 1.1.7 Soit B une base d'un espace topologique X. Alors la famille :

B(x) = {Ω ∈ B/x ∈ Ω}

est un SFV de x.

Exemple 1.1.10

1. Dans (R, |.|), pour tout x ∈ R la famille {]x− 1
n
, x+ 1

n
[: n ∈ N∗} est un SFV de x.

2. Si (X, d) est un espace métrique et x ∈ X, alors la famille {B(x, 1
n
) : n ∈ N∗} est un

SFV de x.

3. Si X est un espace discret, alors B(x) = {{x} : x ∈ X} est un SFV de x.

Proposition 1.1.8 Soient X un espace topologique, et A ⊂ X. Alors :

x ∈ Ā ⇐⇒ ∀U ∈ B(x), U ∩ A ̸= ϕ.
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Remarque 1.1.3 Soit (X, τ) un espace topologique. Si B(x) est un SFV ouvert d'un point

x ∈ X, alors
∪

x∈X B(x) est une base pour la topologie τ .

Dé�nition 1.1.16 Soit X un espace topologique. On dit que X satisfait le premier axiome

de dénombrabilité, si tout point de X admet un système fondamental de voisinages �ni ou

dénombrable.

Exemple 1.1.11 Tout espace métrique satisfait le premier axiome de dénombrabilité puisque

la famille {B(x, 1
n
) : n ∈ N∗} est un SFV dénombrable de x, pour tout x ∈ X.

Proposition 1.1.9 Soit X un espace topologique. Si X véri�e le deuxième axiome de dénom-

brabilité, alors il véri�e aussi le premier axiome de dénombrabilité.

Démonstration. Supposons que X véri�e le deuxième axiome de dénombrabilité et soit B une

base dénombrable de X. Alors

B(x) = {Ω ∈ B/x ∈ Ω}

est un système fondamental de voisinages dénombrable de x, pour tout x ∈ X.

Dé�nition 1.1.17 Soit X un espace topologique, et soit A ⊂ X. On dit que que A est dense

ou bien partout dense dans X, si Ā = X.

Dé�nition 1.1.18 Un espace topologique X est dit séparable s'il admet un sous ensemble dé-

nombrable A ⊂ X partout dense, c'est à dire Ā = X.

Exemple 1.1.12

1. (R, τR) est séparable. En e�et, Q̄ = R et Q est dénombrable.

2. (R,P(R)) n'est pas séparable puisque pour tout A ⊂ R, Ā = A ̸= R.

Proposition 1.1.10 Tout espace a base dénombrable est séparable.

Démonstration. Soit X un espace topologique a base dénombrable, et B = {Ωn/n ∈ N} une

base de X.

Choisissons arbitrairement pour chaque n ∈ N un point xn ∈ Ωn et posons A = {xn/n ∈ N}. Il
est clair que A est dénombrable.

Soit U un ouvert de X. Alors U =
∪

i∈I Ωi tels que Ωi ∈ B, I ⊂ N, alors xi ∈ U , pour tout

i ∈ I. Donc xi ∈ A ∩ U,∀i ∈ I, alors A ∩ U ̸= ϕ. D'où Ā = X.
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Proposition 1.1.11 Si X un espace métrique, alors X est séparable si et seulement si X a

une base dénombrable.

Dé�nition 1.1.19 Soit (X, d) un espace métrique, et soit (xn)n∈N ⊂ X. On dit que (xn)n

converge vers x ∈ X si :

∀ϵ > 0,∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0 : d(xn, x) < ϵ.

On écrit limn→+∞ d(xn, x) = 0.

Proposition 1.1.12 Soit (X, d) un espace métrique, si une suite (xn)n∈N ⊂ X est convergente.

Alors sa limite est unique.

Dé�nition 1.1.20 Soit (X, d) un espace métrique, et soit (xn)n∈N ⊂ X. On dit que (xn)n est

une suite de Cauchy si :

∀ϵ > 0,∃n0 ∈ N,∀p, q ∈ N, p > q ≥ n0 ⇒ d(xp, xq) < ϵ.

Proposition 1.1.13 Soit (X, d) un espace métrique. Alors toute suite convergente dans X est

une suite de Cauchy.

Remarque 1.1.4 L'inverse de cette proposition est faux.

Exemple 1.1.13 Soient X =]0, 1] et (xn)n∈N ⊂ X telle que (xn) =
1
n
, 0 < 1

n
≤ 1, on a

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

1

n
= 0 /∈ X.

Donc (xn)n∈N ne converge pas dans X.

Pour montrer que (xn)n∈N est une suite de Cauchy on prend p = n+ q, donc

|xp − xq| < ϵ ⇔ |xn+q − xq| < ϵ

⇔ | 1

n+ q
− xq| < ϵ

⇔ |q − n− q

q(n+ q)
| < ϵ

⇔ n

q(n+ q)
< ϵ.

Alors
n

n+ q
< 1 ⇒ n

q(n+ q)
<

1

q
< ϵ.

alors il su�t de prendre n0 = [1
ϵ
] + 1.

Donc (xn)n∈N est une suite de Cauchy.
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Dé�nition 1.1.21 Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est complet si toute suite

de Cauchy de points de X est convergente.

Exemple 1.1.14 (R, |.|) est un espace métrique complet.

1.2 Applications continues

Dé�nition 1.2.1 Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application.

Alors f est continue si pour tout x0 ∈ X et tout voisinage V de f(x0) dans Y , il existe un

voisinage U de x0 dans X, tel que f(U) ⊂ V . Ou encore, si pour tout ouvert(resp. fermé) V

de Y , f−1(V ) est un ouvert (resp. fermé) de X.

Proposition 1.2.1 Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application .

Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1. f est continue.

2. Si B une base de Y , alors f−1(U) est un ouvert de X, pour tout U ∈ B .

3. Si S une sous base de Y , alors f−1(V ) est un ouvert de X, pour tout V ∈ S .

Proposition 1.2.2 Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X −→ Y une application

continue. Alorsles conditions suivantes sont équivalentes.

1. f est continue.

2. ∀A ⊂ X, f(Ā) ⊂ f(A).

3. ∀B ⊂ Y, f−1(B) ⊂ f−1(B̄).

Démonstration.

(1) ⇒ (2). Soit A ⊂ X. Puisque f est continue, alors f−1(f(A)) est un fermé de X et contient

f−1(f(A)). Alors on a :

A ⊂ f−1(f(A)) ⊂ f−1(f(A))

alors

Ā ⊂ f−1(f(A)) = f−1(f(A)).

D'où

f(Ā) ⊂ f(A).
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(2) ⇒ (3). Soit B ⊂ Y . D'après la relation précédente ; on a :

f(f−1(B)) ⊂ f(f−1(B)) ⊂ B̄.

D'où

f−1(B) ⊂ f−1(B̄).

Proposition 1.2.3 Soient X un espace discret et Y espace topologique. Alors toute application

de X dans Y est continue.

Dé�nition 1.2.2 Une application f : X −→ Y est ouverte (resp fermée) si l'image par f

de tout ouvert de X est un ouvert (resp fermé) de Y .

Théorème 1.2.4 Soit f : X −→ Y une application et soit B une base de X. Alors :

f ouverte ⇐⇒ f(U) est un ouvert de Y pour tout U ∈ B.

Dé�nition 1.2.3 Une application f : X −→ Y est un homéomorphisme si elle est bijective

continue et f−1 est continue.

Proposition 1.2.5 Soient X,Y deux espaces topologique et f : X −→ Y est un homéomor-

phisme. Alors :

1. f est ouverte.

2. f est fermée.

3. f(A) est un ouvert (fermé) de Y ⇐⇒ A est un ouvert (fermé) de X.

4. f−1(B) est un ouvert (fermé) de X ⇐⇒ B est un ouvert (fermé) de Y .

1.3 Topologie produit

Soient (Xi, τi)i∈I une famille d'espaces topologiques, et X =
∏

i∈I Xi .

Dé�nition 1.3.1 On appelle projecteur de X sur Xj, j ∈ I, l'application Pj : X −→ Xj

qui à un élément x = (xi)i∈I de X associe Pj(x) = xj.

Dé�nition 1.3.2 On appelle topologie produit, la topologie la moins �ne sur X qui rend

continue les applications Pj : X −→ Xj pour j ∈ I. C'est à dire si Oj est un ouvert de Xj,

alors on veut que P−1(Oj) soit un ouvert de X.
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Proposition 1.3.1 La topologie produit est la topologie engendré par les ensembles

{P−1(Oj),Oj ∈ τj, j ∈ I}.

Proposition 1.3.2 Une base B de la topologie produit est constituée des parties de X de la

forme
∏

j∈I Ωj, où chaque Ωj est égale à Xj sauf pour un nombre �ni d'indices, qui peuvent

être seulement des ouverts.

Proposition 1.3.3 Chacune des projections Pi est une application surjective, continue et ou-

verte.

Démonstration.

1. La surjectivité est évidente.

2. Soient Pi une projection et V un ouvert de Xi. On a P−1
i (V ) =

∏
j ̸=i Ωj, où

Ωj = Xj si j ̸= i et Ωi = V

qui est un ouvert élémentaire, donc Pi est continue.

3. Soit U =
∏

j∈I Uj un ouvert élémentaire, Pi(U) = Ui est un ouvert de Xi. Pi est donc

une application ouverte.

Proposition 1.3.4 Soient (Xi)i∈I une famille d'espaces topologiques et ϕ ̸= Ai ⊂ Xi, pour

tout i ∈ I. Alors :

1.
∏
i∈I

Ai =
∏
i∈I

Āi.

2.
∏
i∈I

Ai est fermé dans
∏
i∈I

Xi si et seulement si Ai est fermé dans Xi, pour tout i ∈ I.

Démonstration.

1. Soit x ∈
∏
i∈I

Ai, tel que x = (xi)i∈I . Alors :

∀V ∈ V(x), V ∩
∏
i∈I

Ai ̸= ϕ.
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On a V ∈ V(x) alors V =
∏
i∈I

Vi tel que Vi ∈ V(xi),∀i ∈ I.

Donc

V ∩
∏
i∈I

Ai = (
∏
i∈I

Vi) ∩ (
∏
i∈I

Ai) =
∏
i∈I

(Vi ∩ Ai) ̸= ϕ.

⇐⇒ Vi ∩ Ai ̸= ϕ, ∀Vi ∈ V(xi),∀i ∈ I.

⇐⇒ xi ∈ Āi,∀i ∈ I.

⇐⇒ x ∈
∏
i∈I

Āi.

2. ∏
i∈I

Ai fermé ⇐⇒
∏
i∈I

Ai =
∏
i∈I

Ai =
∏
i∈I

Āi.

⇐⇒ Ai = Āi,∀i ∈ I.

⇐⇒ Ai fermé ,∀i ∈ I.

1.4 Axiomes de séparation

Dé�nition 1.4.1 Un espace topologique X est dit :

1. Un espace T0 si pour tous x, y deux points distincts de X, il existe un voisinage de x ne

contenant pas y ou bien un voisinage de y ne contenant pas x.

2. Un espace T1 si pour tous x, y deux points distincts de X, il existe un voisinage de x ne

contenant pas y et un voisinage de y ne contenant pas x.

3. Un espace T2 ou séparé si pour tous x, y deux points distincts de X, il existe deux

ouverts U et V , tel que x ∈ U , y ∈ V et U ∩ V = ϕ. Notons qu'un espace séparé est dit

aussi de Hausdor�.

Il vient de la dé�nition que tout espace séparé est un espace T1, et tout espace T1 est un espace

T0.

Proposition 1.4.1 un espace topologique X est T1 si et seulement si tout singleton {x} ⊂ X

est un fermé.
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Démonstration. Supposons que X est un espace T1. Soit x ∈ X. Montrons que {x} = {x}
. Supposons qu'il existe y ∈ {x}, tel que y ̸= x. Donc pour tout voisinage V de y, on a

V ∩ {x} ̸= ϕ. Alors x ∈ V , ce qui absurde car X est T1.

Inversement. Soient x et y deux points distincts de X. On a {x} est fermé , alors X \ {x} est

un ouvert et donc c'est un voisinage de y ne contenant pas x. De même, on a X \ {y} est un

voisinage ouvert de x qui ne contient pas y. D'où X est T1.

Proposition 1.4.2 Tout espace métrique est séparé.

Démonstration. Soit X un espace métrique. On a pour tout x, y ∈ X tels que x ̸= y, il existe

V = B(x, 1
3
d(x, y)) ∈ V(x), il existe U = B(y, 1

3
d(x, y)) ∈ V(y) et U ∩ V = ϕ.

Proposition 1.4.3 Soient (Xi)i∈I une famille d'espaces topologiques. Alors :

1.
∏
i∈I

Xi est T1 si et seulement si Xi est T1, ∀i ∈ I.

2.
∏
i∈I

Xi est séparé si et seulement si Xi est séparé, ∀i ∈ I.

Démonstration.

1. Supposons que
∏
i∈I

Xi est T1. Alors pour tout x ∈
∏
i∈I

Xi, le sous ensemble {x} est fermé

dans
∏
i∈I

Xi, et

{x} =
∏
i∈I

{xi} est fermé dans
∏
i∈I

Xi ⇐⇒ {xi} fermé dans Xi,∀i ∈ I.

⇐⇒ Xi est T1,∀i ∈ I.

2. Supposons que
∏
i∈I

Xi est séparé. Soit i0 ∈ I et soient xi0 , yi0 ∈ Xi0 tels que xi0 ̸= yi0 .

Prenons un point xj ∈ Xj, j ∈ I, et posons x = (zj)j∈I , y = (z′j)j ∈ I avec

zj = xj, ∀j ∈ I

et

z′j =

xj, si j ∈ I − {i0}.

yi0 , si j = i0.
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Alors x ̸= y, donc il existe un voisinage V de x et un voisinage U de y tels que U ∩V = ϕ

alors

U ∩ V = (
∏
i∈I

Vi) ∩ (
∏
i∈I

Ui) =
∏
i∈I

(Vi ∩ Ui = ϕ)

=⇒ Vi0 ∩ Ui0 = ϕ.

Donc Xi0 est séparé.

Inversement. Supposons que Xi est séparé pour tout i. Soient x = (xi)i∈I , y = (yi)i∈I ∈∏
i∈I

Xi tels que x ̸= y, alors il existe i1 ∈ I tel que xi1 ̸= yi1 . Comme Xi1 est séparé alors :

∃Vi1 ∈ V(xi1),∃Wi1 ∈ V(yi1).

tels que Vi1 ∩Wi1 = ϕ. Posons :

V =
∏
i∈I

Vi avec Vi = Xi pour tout i ̸= i1

et

W =
∏
i∈I

Wi avec wi = Xi pour tout i ̸= i1.

Alors V est un voisinage de x, W et un voisinage de y, et V ∩W = ϕ. D'où
∏
i∈I

Xi est

séparé .

Proposition 1.4.4 Soient X un ensemble et τ1, τ2 deux topologies sur X. Supposons que τ1

est moins �ne que τ2. Si (X, τ1) est un espace Ti (i = 0, 1, 2) alors (X, τ2) est aussi un espace

Ti.

Démonstration. Montrons le cas i = 2, les autres cas se démontrent de la même façon.

Supposons que (X, τ1) est un espace séparé, et montrons que (X, τ2) est séparé.

Soit x, y ∈ X tel que x ̸= y. Il existe U, V ∈ τ1 avec x ∈ U, y ∈ V et U ∩ V = ϕ. Mais τ1 ⊂ τ2

alors U, V ∈ τ2. Donc l'espace (X, τ2) est séparé.

Dé�nition 1.4.2 Un espace topologique X est dit T3 ou régulier s'il est T1 et si pour tout

x ∈ X et tout fermé F de X, tel que x /∈ F , il existe deux ouverts U et V tel que x ∈ U , F ⊂ V

et U ∩ V = ϕ.

Dé�nition 1.4.3 Un espace topologique X est dit complétement régulier ou de Tychono� s'il

est T1 et si pour tout x ∈ X et tout fermé F de X, tel que x /∈ F , il existe une fonction continue

f de X dans [0, 1] avec f(x) = 0 et f(y) = 1,∀y ∈ F .
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Exemple 1.4.1 (R, |.|) est un espace complètement régulier.

Proposition 1.4.5 Tout espace complètement régulier est régulier.

Démonstration. Soient X un espace complètement régulier, x ∈ X et F un fermé de X tel

que x /∈ F . Il existe alors une fonction continue f :−→ [0, 1], tel que f(x) = 0 et f(y) = 1,

pour tout y ∈ F . Les deux ensembles U = f−1([0, 1/2[) et V = f−1(]1/2, 1]) sont deux ouverts

disjoints de X avec x ∈ U et F ⊂ V . Cela montre que X est régulier.

Proposition 1.4.6 Soit X un espace topologique. Alors X est régulier si et seulement si pour

tout x ∈ X et pour tout voisinage V de x, il existe un ouvert U tel que :

x ∈ U ⊂ Ū ⊂ V.

Démonstration. Supposons que X est régulier. Soit B0 une sous base de X. Soit x ∈ X et

V ∈ B0 un voisinage de x. Alors il existe deux ouverts U1, U2 tels que x ∈ U1 et X\V ⊂ U2 et

U1 ∩ U2 = ϕ. Donc

U1 ⊂ X\U2 ⊂ V.

D'où

U1 ⊂ Ū1 ⊂ X\U2 = X\U2 ⊂ V.

Inversement. Supposons que la condition est véri�é. Soit x ∈ X et F un fermé de X tel que

x /∈ F . D'après la dé�nition de la sous base, il existe V1, V2, ..., Vk ∈ B0 tels que x ∈
∩k

i=1 Vi ⊂
X\F . Choisissons pour tout i ∈ I un voisinage Wi de x tels que W̄i ⊂ Vi. Alors U1 =

∩k
i=1Wi

et U2 = X\
∩k

i=1 W̄i sont deux ouverts disjoints et

F ⊂ X\
k∩

i=1

Vi ⊂ X\
k∩

i=1

W̄i = U2.

D'où X est régulier.

1.5 Espaces compacts

Dé�nition 1.5.1 Soit X un espace topologique et (Ωi)i∈I une famille de parties de X. On dit

que (Ωi)i∈I est un recouvrement de X si X =
∪

i∈I Ωi.

un recouvrement est dit ouvert si tout membre de cet recouvrement est un ouvert.
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Dé�nition 1.5.2 Un espace topologique X est dit compact s'il est séparé et si de tout recou-

vrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement �ni.

Un sous-espace A ⊂ X est compact si tout recouvrement ouvert de A admet un sous-recouvrement

�ni.

Exemple 1.5.1

1. [a, b] est compact, tels que a; b ∈ R.

2. ]0, 1] n'est pas compact. Puisque la famille {] 1
n
, 1] : n ∈ N∗} est un recouvrement ouvert

dont on ne peut pas extraire un sous recouvrement �ni.

Proposition 1.5.1 Soit X un espace topologique.

1. Si X est compact et A ⊂ X est fermé, alors A est compact.

2. Si X est séparé et A ⊂ X est compact, alors A est fermé.

3. Si X est �ni, alors il est compact.

4. Si X est compact , alors de toute suite in�nie de points de X on peut extraire une sous

suite convergente.

Proposition 1.5.2 Soient X un espace séparé et {F1, F2, ..., Fk} une famille �nie de parties

fermées de X. Le sous-espace F =
∪k

i=1 Fi de X est compact si seulement si Fi est compact

pour tout i.

Proposition 1.5.3 Soit (X, d) un espace métrique. Alors tout sous-ensemble compact de X

est borné.

Démonstration. Soit A ⊂ X un compact. Alors la famille {B(x, 1)/x ∈ A} est un recouvre-

ment ouvert de A. Comme A est compact alors ∃x1, x2, ..., xp ∈ A tel que A ⊂
∪p

i=1 B(xi, 1).

Soient x, y ∈ A ⊂
∪p

i=1 B(xi, 1) donc ∃i0, i1 ∈ {1, 2, ...p}, tels que x ∈ B(xi0 , 1), y ∈ B(xi1 , 1),

alors

d(x, y) ≤ d(x, xi0) + d(xi0 , xi1) + d(xi1 , y) ≤ d(xi0 , xi1) + 2.

D'où

d(x, y) ≤ max
1≤i≤j≤p

d(xi, xj) + 2 < +∞.
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Proposition 1.5.4 Soient (X, d) un espace métrique et A ⊂ X. Alors A est compact si et

seulement si A est borné fermé.

Proposition 1.5.5 L'image d'un compact par une application continue dans un espace séparé

est compact.

Démonstration. Soit f : X −→ Y une application continue, et A ⊂ X est compact. Supposons

que f(A) ⊂
∪

i∈I Ui, où (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de f(A). On trouve alors que

A ⊂ f−1(f(A)) ⊂ f−1(
∪
i∈I

Ui) ⊂
∪
i∈I

f−1(Ui).

Puisque f est continue, alors f−1(Ui) est ouvert dans X, pour tout i ∈ I . Donc (f−1(Ui))i∈I

est un recouvrement ouvert de A. Alors on peut extraire un sous-recouvrement �ni car A est

compact. C'est à dire, il existe {i1, i2, ...ik} ⊂ I, où A ⊂
∪k

j=1 f
−1(Uij). Alors f(A) ⊂

∪k
j=1 Uij

et ce qui montre que f(A) admet un sous-recouvrement �ni. D'où f(A) est compact.

Dé�nition 1.5.3 Soit (Fi)i∈I une famille de sous ensembles de X. On dit que (Fi)i∈I est

centrée ou bien véri�e la condition de l'intersection �ni, si
∩

i∈J Fi ̸= ϕ, pour tout J �ni.

Proposition 1.5.6 Soit X un espace topologique séparé. Alors X est compact si et seulement

si toute famille centrée de fermées de X a une intersection non vide.

Exemple 1.5.2 R n'est pas compact. Puisque {[n,+∞[: n ∈ Z} est une suite décroissante de

fermées dont l'intersection est vide.

Théorème 1.5.7 (Théorème de Tychono�) L'espace produit X =
∏

s∈S Xs, où X ̸= ϕ,

pour tout s ∈ S est compact si et seulement si les espaces Xs sont tous compacts.

Dé�nition 1.5.4 Un espace topologique X est dit localement compact, s'il est séparé et si tout

point de X admet un voisinage compact.

Exemple 1.5.3 (R, |.|) est localement compact.

∀x ∈ R : x ∈]x− ϵ, x+ ϵ[⊂ [x− ϵ, x+ ϵ].

Proposition 1.5.8 Un espace séparé est localement compact si et seulement si tout point de

cet espace possède un voisinage U tel que Ū soit compact.

Théorème 1.5.9 Tout espace localement compact est complètement régulier.
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Chapitre 2

Topologies sur les espaces de fonctions

continues

2.1 Topologie de la convergence simple

Soit X1, X2, ..., Xn une famille �nie d'ensembles, et x ∈ X1 × X2 × ... × Xn. Donc x =

(x1, x2, ..., xn), xi ∈ Xi pour tout i ∈ {1, ..., n}. Le point x peut être interprété comme suit :

x : {1, 2, ..., n} −→
n∪

i=1

Xi

j 7−→ x(j) = xj

Inversement, si

f : {1, 2, ..., n} −→
n∪

i=1

Xi

j 7−→ f(j) ∈ Xj

Alors il existe un point unique xf ∈ X1 ×X2 × · · · ×Xn, telle que

f(1, 2, ..., n) = xf = (f(1), f(2), ..., f(n)).

A l'aide de cette interprétation, on dé�nit le produit cartésien d'une famille arbitraire d'en-

sembles comme suit

∏
i∈I

Xi = {f : I →
∪
i∈I

Xi/f(i) ∈ Xi,∀i ∈ I}
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Soit X ,Y deux espaces topologiques. On note

Y X = {f : X → Y/f une application }

Alors, on munit Y X =
∏

x∈X Yx, Yx = Y, pour tout x ∈ X, de la topologie produit. On considère

C(X,Y ), l'ensemble de toutes les fonctions continues de X dans Y .

• Si A ⊆ X et B ⊆ Y , alors on note

[A,B] = {f ∈ C(X,Y ) : f(A) ⊆ B}

.

• Si A = {x} alors on écrit [x,B] au lieu de [{x}, B].

2.2 Dé�nitions

On donne les propriétés suivantes.

Proposition 2.2.1

Soient X et Y deux espaces topologiques, A,A1, ..., An des sous ensembles de X et B,B1, ..., Bn

des sous ensembles de Y . Alors

(1)

[
n∪

i=1

Ai, B

]
=

n∩
i=1

[Ai, B].

(2)

[
A,

n∩
i=1

Bi

]
=

n∩
i=1

[A,Bi].

Démonstration.

1.

[
n∪

i=1

Ai, B

]
= {f ∈ C(X,Y ) : f

(
n∪

i=1

Ai

)
⊂ B}

= {f ∈ C(X,Y ) :
n∪

i=1

f(Ai) ⊂ B}

= {f ∈ C(X,Y ) : f(Ai) ⊂ B, ∀i ∈ {1, ..., n}}

=
n∩

i=1

{f ∈ C(X,Y ) : f(Ai) ⊂ B}

=
n∩

i=1

[Ai, B].
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2.

[
A,

n∩
i=1

Bi

]
={f ∈ C(X,Y ) : f(A) ⊂

n∩
i=1

Bi}

= {f ∈ C(X,Y ) : f(A) ⊂ Bi,∀i ∈ {1, ..., n}}

=
n∩

i=1

{f ∈ C(X,Y ) : f(A) ⊂ Bi}

=
n∩

i=1

[A,Bi] .

Dé�nition 2.2.1 La famille Bp = {
n∩

i=1

[xi, Ui] : xi ∈ X,Ui ∈ τY ,∀i = 1, ..., n} est une base pour

une topologie sur C(X,Y ) appelée la topologie de la convergence simple, qu'on la note par τp et

l'espace obtenu sera noté Cp(X,Y ).

Proposition 2.2.2 Soit x ∈ X, et U ⊂ Y et considérons la projection

Px : Y X −→ Y

f 7−→ Px(f) = f(x)

Alors [x, U ] = C(X,Y ) ∩ P−1
x (U).

Démonstration. On a

[x, U ] = {f ∈ C(X,Y ) : f(x) ∈ U}

= {f ∈ C(X,Y ) : Px(f) ∈ U}

= {f ∈ C(X,Y ) : f ∈ P−1
x (U)}

= C(X,Y ) ∩ P−1
x (U).

Proposition 2.2.3 La topologie τp coïncide avec la topologie induite sur C(X,Y ) par la topo-

logie produit de Y X .

Démonstration. Soit τ1 la topologie induite sur C(X,Y ) par la topologie produit de l'espace

produit Y X et soit W ∈ τ1. Alors W = A ∩ C(X,Y ), où A est un ouvert de Y X . (On peut

prendre A un ouvert élémentaire de Y X). On a donc

A = P−1
x1

(Ux1) ∩ P−1
x2

(Ux2) ∩ ... ∩ P−1
xn

(Uxn)
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avec xi ∈ Xi et Uxi
∈ τY . Donc

A ∩ C(X,Y ) = [x1, Ux1 ] ∩ ... ∩ [xn, Uxn ]

Alors A ∩ C(X,Y ) ∈ τp. D'où τ1 ⊂ τp.

Inversement, montrons que τp ⊂ τ1. Soit W ∈ τp. Alors W =
∪
i∈I

Ωi , Ωi ∈ Bp. Alors ils existent

x1, x2, ..., xn ∈ X, et U1, U2, ..., Un ∈ τY telle que

Ωi =
n∪

j=1

[xj, Uj],∀i ∈ I.

On a donc

[xj, Uj] = C(X,Y ) ∩ P−1
xj

(Uj)

Alors pour tout i on a

Ωi = C(X,Y ) ∩ P−1
x1

(U1) ∩ ... ∩ P−1
xn

(Un)

Donc
∪
i∈I

Ωi ∈ τ1. D'où W ∈ τ1 et donc τp ⊂ τ1.

Théorème 2.2.4 Soient X et Y deux espaces topologiques. Si Y est un espace Ti (i = 0, 1, 2, 3),

alors Cp(X,Y ) l'est aussi.

Démonstration. Supposons que Y est un espace Ti, (i = 0, 1, 2, 3). Alors Y X =
∏

x∈X Yx, Yx =

Y est aussi un espace Ti. Donc Cp(X,Y ) comme un sous espace de
∏

x∈X Yx est un espace Ti.

Proposition 2.2.5 Soit X, Y deux espaces topologiques et BY une base de Y . Alors la famille

B
′
p = {

n∩
i=1

[xi, Ui];xi ∈ X;Ui ∈ BY } est une base de Cp(X,Y ).

Démonstration. Soit W =
k∩

i=1

[xi, Vi] ∈ Bp avec xi ∈ X et Vi ouvert de Y pour tout i = 1, ..., k.

Soit f ∈ W =
k∩

i=1

[xi, Vi] ; alors f(xi) ∈ Vi, ∀i = 1, ..., k. Pour tout i = 1, ..., k, comme BY est

une base de Y , il existe Wi ∈ BY tel que f(xi) ∈ Wi ⊂ Vi. Donc

f ∈
k∩

i=1

[xi,Wi] ⊂
k∩

i=1

[xi, Vi].

Posons
k∩

i=1

[xi,Wi] = Af ∈ B
′

p.
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Alors
k∩

i=1

[xi, Vi] =
∪

f∈
k∩

i=1
[xi,Vi]

Af =
∪
f∈W

Af .

Donc tout ouvert de Cp(X,Y ) s'écrit comme réunion d'éléments de B
′
p. D'où B

′
p est une base

de Cp(X,Y ).

2.3 Topologie de la convergence uniforme sur C(X,R)

Soit X un espace topologique et R l'espace des nombres réels muni de la topologie usuelle.

Rappelons qu'une suite de fonctions (fn)n∈N ∈ RX converge uniformément vers une fonction f

si

∀ε > 0,∃δ > 0,∀x ∈ X, ∀n ≥ δ : |fn(x)− f(x)| < ε

ou d'une manière équivalente, si :

lim
n→∞

sup |fn(x)− f(x)| = 0.

On écrit dans ce cas

lim
n→∞

fn = f

.

Dé�nition 2.3.1 Soient A ⊂ C(X,R) et f ∈ C(X,R). On dé�nit l'ensemble A comme suit

f ∈ A ⇔ ∃(fn)n∈N ⊂ A, lim
n→∞

fn = f.

Proposition 2.3.1 Soit A,B deux parties de C(X,R). Alors

1. ∅ = ∅.

2. A ⊂ A.

3. A ⊂ B ⇒ A ⊂ B.

4. A ∪B = A ∪B.

5. A = A.

Démonstration.
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1. évident.

2. Si f ∈ A, alors la suite constante fn = f , pour tout n ∈ N, converge uniformément vers

f . Donc f ∈ A. D'où A ⊂ A.

3. Soit f ∈ A , alors ∃(fn)n∈N ⊂ A tel que : lim
n→∞

fn = f . Mais A ⊂ B, donc (fn)n∈N ⊂ B

et comme lim
n→∞

fn = f alors , f ∈ B.

4. On a A ⊂ A∪B et B ⊂ A∪B donc d'après (3) on aura A ⊂ A ∪B et B ⊂ A ∪B. D'où

A ∪ B ⊆ A ∪B. Inversement, soit f ∈ A ∪B alors il existe (fn)n∈N ⊂ A ∪ B tel que :

lim
n→∞

fn = f . Supposons que (fn)n∈N ⊂ A , alors il existe une sous suite (fni
)i∈N ⊂ A telle

que lim
i→∞

fni
= f . D'où f ∈ A, ce qui nous donne f ∈ A ∪B.

5. D'après (2), on a A ⊂ A. Montrons l'inclusion inverse. Soit f ∈ A , alors il existe

(fn)n∈N ⊂ A. prenons ε = 1
2k
, où k ∈ N∗. Alors il existe δ > 0, telles que pour tout

x ∈ X on a

|fn(x)− f(x)| < 1

2k
.

Prenons n(k) > δ , alors

|fn(k) − f(x)| < 1

2k
.

Pour tout k > 0, il existe n(k) ∈ N tel que

|fn(k)(x)− f(x)| < 1

2k
,∀x ∈ X.

Comme fn(k) ∈ A, alors fn(k) = lim
i→∞

gki où (gki )i∈N ⊂ A. Donc

∀ε > 0,∃δ′ > 0,∀i ≥ δ′ : |fn(k)(x)− gki (x)| < ε.

Pour ε = 1
2k
, ∃δ′ > 0,∀i ≥ δ′ : |fn(k)(x)− gki (x)| < 1

2k

Prenons i = i(k) ≥ δ′, alors

∀k ∈ N∗ : |fn(k)(x)− gki(k)(x)| <
1

2k
.

Posons gk = gki(k), pour tout k ∈ N∗. Alors

∀k ∈ N∗ : |f(x)− gk(x)| <
1

k
,∀x ∈ X.

D'où lim
k→∞

gk = f et (gk)k∈N ⊂ A ⇒ f ∈ A ⇒ A ⊂ A. D'où A = A.
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Dé�nition 2.3.2 La famille τu = {W ⊂ C(X,R) : CW = CW} est une topologie sur C(X,R)
appelée la topologie de la convergence uniforme. On note Cu(X) = Cu(X,R) l'ensemble C(X,R)
munit de la topologie τu.

Proposition 2.3.2 Soit X un espace topologique. Alors la topologie de la convergence simple

sur C(X,R) est moins �ne que la topologie de la convergence uniforme, c-à-d, τp ⊂ τu et on

écrit Cp(X) ≤ Cu(X).

Démonstration. On a

τp ⊂ τu ⇔ id : Cu(X,R) −→ Cp(X,R) est continue ⇔ id(F ) ⊂ id(F ),∀F ⊂ C(X,R)

. Soit F ⊂ C(X,R). Notons par F u
et F

p
les fermetures de F par rapport aux topologies τu et

τp, respectivement. Donc on va montrer que F
u ⊂ F

p
. Soit f ∈ F

u
. Alors il existe (fn)n∈N ⊂ F

telle que lim
n→∞

fn = f. On sait que

f ∈ F
p ⇔ ∀U ∈ Vp(f) : U ∩ F ̸= ∅.

Soit U ∈ Vp(f) , alors U = C(X,R)∩ (
n∩

i=1

P−1
xi

(Ui)) où Ui est un ouvert de R , ∀i ∈ {1, 2, ..., n}.

Comme Ui est un ouvert de R alors il existe ε > 0 tel que

]f(xi)− ε, f(xi) + ε[⊂ Ui,∀i ∈ {1, 2, ..., n}.

Comme lim
n→∞

fn = f alors

∃j ∈ N∗ : |f(x)− fj(x)| < ε, ∀x ∈ X.

En particulier,

|f(xi)− fj(xi)| < ε ⇒ fj(xi) ∈ ]f(xi)− ε, f(xi) + ε[ ⊂ Ui,∀i ∈ {1, 2, ..., n}.

Donc

fj ∈
n∩

i=1

[xi, Ui] = U ⇒ fj ∈ U ∩ F ⇒ U ∩ F ̸= ∅.

D'où f ∈ F
p
c-à-d F

u ⊂ F
p
.

Corollaire 2.3.3 L'espace Cu(X) est un espace Ti, (i = 0, 1, 2).

Démonstration. Il su�t de voir que τp ⊂ τu et Cp(X) est un espace Ti, i = 0, 1, 2.
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2.4 Topologie Set-Open

Soit X ,Y deux espaces topologiques et α une famille de sous ensembles de X.

Dé�nition 2.4.1 On appelle topologie set-open sur C(X,Y ) la topologie notée τα et qui a

comme base la famille

Bα = {∩n
i=1[Bi, Ui]/Bi ∈ α, Ui ∈ τY }.

On note C(X,Y ) muni de τα par Cα(X,Y ).

Remarque 2.4.1

(1) Si α est la famille de toutes les parties �nies de X, alors τα = τp.

(2) Si α = K(X), la famille de toutes les parties compactes de X, alors τα = τk est appelée

dans ce cas la topologie compact-open et Cα(X,Y ) = Ck(X,Y ).

Proposition 2.4.1 Soit X un espace T2. La topologie de la convergence simple est moins �ne

que la topologie compact-open sur C(X,Y ), c-à-d, τp ⊂ τk.

Démonstration. On a Bp ⊂ Bk puisque toute partie �nie est compacte. D'où τp ⊂ τk.

Proposition 2.4.2 Soit X un espace topologique complètement régulier et Y un espace T1 qui

contient un chemin γ tel que γ(0) ̸= γ(1). Alors Cp(X,Y ) = Ck(X,Y ) si et seulement si toute

partie compacte de X est �nie.

Démonstration. Supposons que toute partie compacte est �nie, alors on a Bp = Bk, d'où

τp = τk.

Inversement, Supposons que τp = τk et montrons que toute partie �nie de X est compacte.

Soit K un compact de X et γ : [0, 1] → Y un chemin de Y tel que γ(0) ̸= γ(1). Considérons

l'application :

g : X −→ Y

x 7−→ g(x) = γ(1), ∀x ∈ X

Posons U = Y \ {γ(0)}. Comme Y est un espace T1, alors {γ(0)} est un fermé. Donc U est un

ouvert. De plus g(K) = {γ(1)} ⊂ U , alors g ∈ [K,U ] ∈ τk = τp. Donc il existe un ouvert de

base dans Cp(X,Y ) de la forme

W = [x1, U1] ∩ [x2, U2] ∩ ... ∩ [xn, Un]
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où x1, ..., xn ∈ X et U1, ..., Un ∈ τY tel que

g ∈ W ⊂ [K,U ]...(∗)

Posons B = {x1, x2, ..., xn} et montrons que K ⊂ B. Supposons que K * B, donc il existe

x0 ∈ K telle que x0 /∈ B. Il est claire que B est fermé dans X car X est T1. Comme X est

complètement régulier, il existe f : X −→ [0, 1] une application continue telles que f(x0) = 0

et f(B) = {1}. Alors γ ◦ f ∈ C(X,Y ) et

(γ ◦ f)(xi) = γ(1) = g(xi) ∈ Ui,∀i ∈ {1, ..., n}.

Donc γ ◦ f ∈ W. D'autre part

(γ ◦ f)(x0) = γ(0) /∈ U =⇒ (γ ◦ f)(K) * U =⇒ (γ ◦ f) /∈ [K,U ].

Ce qui est contradictoire avec (∗). Donc K ⊂ B et donc K est �ni.

Exemple 2.4.1 Considérons l'espace Cp(N,R), où N est muni de la topologie induite de R.
On a

{n} = N∩]n− 1

2
, n+

1

2
[,∀n ∈ N.

Donc N est un espace discret et donc toute partie compacte sera �nie. D'où

Cp(N,R) = Ck(N,R).

Mais Ck(N,R) ̸= Cu(N,R)

Dé�nition 2.4.2 Soit α une famille de sous ensembles d'un espace topologique X. On dit que

α est un réseau de X si

∀x ∈ X, ∀V ∈ V(x), ∃A ∈ α : x ∈ A ⊂ V.

Si tous les éléments de α sont fermés (compacts) on dit alors que α est un réseau fermé (com-

pact).

Exemple 2.4.2

1. Toute base est un réseau.

2. La famille, F (X), des parties �nies d'un espace topologique X est un réseau fermé. En e�et,

∀x ∈ X, ∀V ∈ V(x),∃{x} ∈ F (X) : x ∈ {x} ⊂ V

Si de plus X est séparé, alors F (X) est un réseau compact.

3. La famille K(X) est un réseau compact de X.

27



Proposition 2.4.3 Soient X,Y deux espaces topologiques et f une application continue sur-

jective. Si α est un réseau de X, alors f(α) est un réseau de Y , où f(α) = {f(A)/A ∈ α}.

Démonstration. Supposons que α est un réseau de X et montrons que f(α) est un réseau de

Y . i.e.,

∀y ∈ Y, ∀U ∈ V(y),∃B ∈ f(α) : y ∈ B ⊂ U.

Soit y ∈ Y et U ∈ V(y). Alors il existe x ∈ X tel que y = f(x) et f−1(U) ∈ V(x) car f est

continue surjectif. Comme α est un réseau alors,

∃A ∈ α : x ∈ A ⊂ f−1(U),

alors f(x) ∈ f(A) ⊂ U , et donc y ∈ f(A) ⊂ U . Il su�t de poser B = f(A). D'où f(α) est un

réseau de Y.

Proposition 2.4.4 Soit X un espace topologique et α un réseau de X. Soit V un fermé d'un

espace topologique Y . Alors [B, V ] est un fermé de Cα(X,Y ), pour tout B ∈ α.

Démonstration. Il su�t de montrer que Cα(X,Y )\[B, V ] est un ouvert de Cα(X,Y ). Soit

f ∈ Cα(X,Y )\[B, V ]. On a

f /∈ [B, V ] ⇒ f(B) * V ⇒ ∃x0 ∈ B tel que f(x0) /∈ V ⇒ f(x0) ∈ Y \V ⇒ x0 ∈ f−1(Y \V ).

Comme α est un réseau, alors

∃B0 ∈ α : x0 ∈ B0 ⊂ f−1(Y \V ) ⇒ f ∈ [B0, Y \V ] .

Montrons que [B0, Y \V ] ⊂ Cα(X,Y )\[B, V ]. Soit g ∈ [B0, Y \V ]. ALors g(x0) /∈ V et comme

x0 ∈ B, alors

g(B) * V ⇒ g /∈ [B, V ] ⇒ g ∈ Cα(X,Y )\[B, V ].

D'où [B0, Y \V ] ⊂ Cα(X,Y )\[B, V ]. Donc Cα(X,Y )\[B, V ] s'écrit comme réunion d'ouverts de

Cα(X,Y ). Donc [B, V ] est un fermé .

Dé�nition 2.4.3 Soient X et Y deux espaces topologiques. Un sous-espace B de X est dit

Y -compact si pour toute application continue f : X −→ Y , l'ensemble f(B) est compact dans

Y .

Exemple 2.4.3 Toute partie compacte d'un espace topologique X est R-compcate.
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Proposition 2.4.5 Pour X et Y deux espaces topologiques et α un réseau de X, on a les

propriétés suivantes :

• Si Y est un espace Ti, alors Cα(X,Y ) est lui aussi un espace Ti, pour i ≤ 2.

• Si α est une famille de Y -compacts, et si Y est un espace complètement régulier, alors

Cα(X,Y ) est lui aussi complètement régulier.

Démonstration. On va montrer que si Y est un espace T1, alors Cα(X,Y ) est aussi T1.

Notons que les autres cas où Y est un espace T0 ou T2 se démontrent d'une façon similaire.

Soit f, g ∈ Cα(X,Y ) tel que f ̸= g, c'est à dire il existe x ∈ X où f(x) ̸= g(x). Comme Y

est T1, alors il existe un voisinage ouvert U de f(x) tel que g(x) ̸∈ U et un voisinage ouvert

V de g(x) tel que f(x) ̸∈ V . Par ailleurs, α est un réseau, donc il existe B1, B2 ∈ α tels que

x ∈ B1 ⊂ f−1(U) et x ∈ B2 ⊂ g−1(V ). D'où [B1, U ] et [B2, V ] sont deux voisinages ouverts de

f et g respectivement et on a g ̸∈ [B1, U ] et f ̸∈ [B2, V ], et donc Cα(X,Y ) est T1.

Maintenant, supposons que α est un réseau de Y -compacts, et Y est un espace complètement

régulier. Il su�t de montrer que pour tout f ∈ Cα(X,Y ) et tout voisinage [B,U ] de f , où

B ∈ α et U un ouvert de Y , il existe une fonction continue G : Cα(X,Y ) −→ [0, 1] tels que

G(f) = 0 et G(h) = 1, pour tout h ∈ Cα(X,Y )\[B,U ]. Donc soit f ∈ Cα(X,Y ) et [B,U ] un

voisinage de f de la sous-base dans Cα(X,Y ). On a f(B) est un compact de Y , et puisque Y

est un espace complètement régulier, alors il existe une fonction continue g : Y −→ [0, 1] tels

que g(f(B)) = {0}, et g(y) = 1,∀y ∈ Y \U. Dé�nissons l'application de Cα(X,Y ) dans [0, 1]

par

G(h) = supx∈B(g ◦ h)(x)

pour tout h ∈ Cα(X,Y ). Il est clair que G(f) = 0, et pour tout h ̸∈ [B,U ], il existe x ∈ B tel

que h(x) ∈ Y \U , ce qui implique que g(h(x)) = 1 et ceci signi�e que G(h) = 1. Et pour conclure

il nous reste à justi�er que G est continue. Pour cela on doit montrer que pour tout intervalle

ouvert ]a, b[ de R, l'image réciproque G−1([0, 1]∩]a, b[) est ouvert dans Cα(X,Y ). Prenons les

deux ensembles V = {x ∈ [0, 1], x ≤ a} qui est un fermé de [0, 1] et W = {x ∈ [0, 1], x < b} qui

est ouvert dans [0, 1]. On a

G−1([0, 1]∩]a, b[) = {Cα(X,Y )\[B, g−1(V )]} ∩ [B, g−1(W )].
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En e�et,

G−1([0, 1]∩]a, b[) = {h ∈ Cα(X,Y ) : G(h) ∈ [0, 1]∩]a, b[}

= {h ∈ Cα(X,Y ) : supx∈B g(h(x)) ∈ [0, 1] et a < supx∈B g(h(x)) < b}

= {h ∈ Cα(X,Y ) : supx∈B g(h(x)) ∈ [0, 1] et supx∈B g(h(x)) > a} ∩

{h ∈ Cα(X,Y ) : supx∈B g(h(x)) ∈ [0, 1] et supx∈B g(h(x)) < b}.

Posons

E = {h ∈ Cα(X,Y ) : supx∈B g(h(x)) ∈ [0, 1] et supx∈B g(h(x)) > a},

et

F = {h ∈ Cα(X,Y ]) : supx∈B g(h(x)) ∈ [0, 1] et supx∈B g(h(x)) < b}.

En utilisant le fait qu'une fonction continue sur un compact à valeurs réelles est bornée et atteint

ses bornes, on peut facilement déduire que pour tout h ∈ Cα(X,Y ), on a supx∈B g(h(x)) < b

(resp. supx∈B g(h(x)) ≤ a) si et seulement si g(h(x)) < b (resp. g(h(x)) ≤ a), pour tout x ∈ B.

On a alors

E = Cα(X,Y )\{h ∈ Cα(X,Y ) : supx∈B g(h(x)) ∈ [0, 1] et supx∈B g(h(x)) ≤ a}

= Cα(X,Y )\{h ∈ Cα(X,Y ) : g(h(x)) ∈ [0, 1] et g(h(x)) ≤ a,∀x ∈ B}

= Cα(X,Y )\{h ∈ Cα(X,Y ) : g(h(x)) ∈ V, ∀x ∈ B}

= Cα(X,Y )\{h ∈ Cα(X,Y ) : h(x) ∈ g−1(V ), ∀x ∈ B}

= Cα(X,Y )\{h ∈ Cα(X,Y ) : h(B) ⊂ g−1(V )}

= Cα(X,Y )\[B, g−1(V )].

et

F = {h ∈ Cα(X,Y ) : g(h(x)) ∈ [0, 1] et g(h(x)) < b, ∀x ∈ B}

= {h ∈ Cα(X,Y ) : g(h(x)) ∈ W,∀x ∈ B}

= {h ∈ Cα(X,Y ) : h(x) ∈ g−1(W ),∀x ∈ B}

= {h ∈ Cα(X,Y ) : h(B) ⊂ g−1(W )}

= [B, g−1(W )].

D'où

G−1([0, 1]∩]a, b[) = E ∩ F = {Cα(X,Y )\[B, g−1(V )]} ∩ [B, g−1(W )].
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D'après la Proposition 2.4.4, [B, g−1(V )] est un fermé, et donc Cα(X,Y )\[B, g−1(V )] est un

ouvert. D'oùG−1([0, 1]∩]a, b[) est ouvert dans Cα(X,Y ). Nous savons que tout espace compact

est un Y -compact. Ainsi, nous avons le résultat suivant :

Corollaire 2.4.6 Pour tout espace topologique X et tout espace complètement réguier Y , on a

Cp(X,Y ) et Ck(X,Y ) sont aussi complètement réguliers.
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