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Chapitre 1

Espaces Topologiques et Métriques

1.1 Notions de base

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble non vide. On appelle topologie sur X toute famille 7 de

parties de X wvérifiant les conditions suivantes :
1. X,per.
2. VU, U, e, Ui NU; € 7.
3. Y Up)ier T, JU; €.

i€l
Si T est une topologie sur X, alors (X,7) est appelé un espace topologique et les éléments de T

sont appelés les ouverts de cet espace.

Exemple 1.1.1

1. 7={¢, X} est une topologie sur X, appelée topologie grossiére.

2. 7 ="P(X) est une topologie sur X, appelée topologie discréte.

3. La famille T de tous les intervalles ouverts et réunion d’intervalles ouverts de R est une

topologie sur R, appelé la topologie usuelle.

Remarque 1.1.1 Pour un espace topologique (X ,7) donné, on appelle fermé de X toute partie

dont le complémentaire est un ouvert de X.

Définition 1.1.2 Soient (X, T) un espace topologique et A C X. On appelle topologie induite
par X sur A la famille T4 = {ONA:0 € T}.

Définition 1.1.3 Soit X un ensemble non vide. On appelle distance sur X toute application

d: X x X — R qui vérifie les conditions suivantes :



1. d(z,y) =0<= x=y,Vr,y € X.
2. d(z,y) =d(y,z),Vz,y € X.
3. d(z,y) < d(z,2) +d(2,y),Yz,y,2 € X.

Si d une distance sur X, alors (X,d) est appelé un espace métrique.

Exemple 1.1.2
d:RxR—R,.
(z,y) — d(z,y) = |v — yl.

est une distance sur R appelée la distance usuelle.

Définition 1.1.4 Soient (X, d) un espace métrique, xo € X, et r > 0. On appelle boule ouverte

de centre xy el de rayon v ’ensemble :
B(xg,r) ={z € X,d(z,z) <r}.

Définition 1.1.5 Soit (X,d) un espace métrique et A C X. On dit que A est ouvert dans
(X,d) si

Ve e A, 3Ir e R}, : B(z,r) C A
La famille T, de tous les ouverts de (X, d) est une topologie sur X, appelée la topologie associée
ad.

Exemple 1.1.3 La topologie associée a la distance usuelle sur R est la topologie usuelle.

Définition 1.1.6 Soit (X, 7) un espace topologique. On dit que T est métrisable, s’il existe

une distance d sur X telle que : 74 = T.

Exemple 1.1.4

1. R muni de la topologie usuelle est métrisable.

2. Soit X un ensemble constitué de plus de deux éléments. Alors la topologie grossiére
sur X n’est pas métrisable. En effet. Si d une distance sur X et v # y € X alors
y & B(z,d(x,y)), donc B(x,d(z,y)) # X.D'ot {¢, X} C 74, pour toute distance d sur
X.



3. La topologie discréte est métrisable. On prend la distance d donnée par :

dz,x) =0 et d(z,y)=1six#y.

Définition 1.1.7 Soit X un ensemble et 1, 7o deux topologies sur X. On dit que T, est moins

fine que T (ou bien o est plus fine que 1) si T C To. On écrit :
(X7 7'1) S (X, T2>.
Exemple 1.1.5 La topologie grossiére est moins fine que la topologie discréte sur X.

Définition 1.1.8 Soit (X,7) un espace topologique et x € X. On dit qu’ un sous ensemble

V C X est un voisinage de x, s’il existe Q) € T tel que :
reQCV.
On note V(x) la famille de tous les voisinages de .

Proposition 1.1.1 Soit X un espace topologique et x € X.
1. L’intersection finie de voisinages d’un point x est un voisinage de ce point.
2. x appartient & tous ses voisinages.

3.V est un ouvert si et seulement s’il est voisinage de tous ses points.

Définition 1.1.9 Soit (X, 7) un espace topologique, et soient A C X,z € X. On dit que x est
un point adhérent a A, si l'intersection de A avec tout voisinage de x est non vide. L’ensemble

de tous les points adhérents a A est appelé Uadhérence de A et noté A, i.e. :
r€A= (VW eV(x),VNA#p).

Proposition 1.1.2 Soit (X, 7) un espace topologique et soient A, B C X. Alors :

1. A est le plus petit fermé qui contient A.

2. ¢ =0o.

3. ACB= ACB.
4. A fermé < A= A.
5. AUB=AUB.
6. AcC A.

7. A= A.



Remarque 1.1.2 Soient X et Y deux espaces topologiques tel que Y C X, et A un sous
ensemble de Y. On note par AY ladhérence de A dans Y .

Proposition 1.1.3
Soient X un ensemble el ~: P(X) — P(X) un opérateur qui associe a chaque partie A C X

une partie Ac X, et posséde es propriétés suivantes :
1.0=0;
2. ACA;

3. AUB=AUB;

4. A=A

Alors la famille T = {Q : C? = 6?2} = {C?2:Q = Q} est une topologie sur X. De plus, pour
tout A C X, lensemble A est la ferméture de A dans (X, 7).

Démonstration. Montrons que la famille 7 est une topologie sur X. On a :
1. @:@; donc C? = X e 7.
X C X ;donc X = X ce qui implique que CX =0 € 7.

2. Soient €2q,€y € 7. Donc 6'\9/1 = C% et (/75; = % ; d’autre part

CHUCR = 0% ) C% = CUnt,

Et on a aussi
CHUC® = My % = CNN%,

Donc
CQlﬂQQ — 091092‘
finalement, on obtient

leQQGT.

3. Soit (£;)ier C 7, on va montrer que CV% = @6, pour tout ¢ € I. D’aprés la condition
(2) on a CY%% C oo pour tout i € I.
Inversement. On doit tout d’abord montrer que si A C B, alors A C B.Soit AcC B
donc AU B = B, donc mzﬁuézé, d’ott A C B.
D’autre part on a :

ﬂ C% < C% pour tout i € I

iel



alors
ﬂ C% c 0% = C%, pour tout i € T

iel

donc o
(C% cnc™.
iel

D’ou

CVYierli CUiEIQi‘

Donc par double inclusion CY% = CY%_ pour tout i € I, ot J;c; % € 7. Donc 7 est
une topologie sur X.

Maintenant, on doit montrer que F=F pour tout F' C X.

Selon la condition (4) on a F' C F est un fermé de X. Comme F C F, alors F' C F
puisque F est le plus petit fermé contenant F.

Soit B un fermé de X tel que F C B. Alors F' C B = B. Donc

Fc(\{B:B=Bet FCB}=F

et donc cela prouve que F = F.
|

Définition 1.1.10 Soit (X,7) un espace topologique et B C 7. On dit que B est une base de

T, si tout élément de T est une réunion d’éléments de B.

Exemple 1.1.6

1. Br = {la,b[,a,b € R} est une base de la topologie usuelle sur R.

2. Soit X un ensemble. Alors B = {{x},x € X} est une base pour la topologie discréte sur
X.

Proposition 1.1.4 Toute base B d’un espace topologique X jouit des deux propriétés sui-

vantes :
Bl) \V/Ul,UQEB,verlng,HUEBZZI}EUCUlﬂUQ.
By) Vee X, 3U e B:xz € U.

Proposition 1.1.5 B est une base de la topologie T, si et seulement si pour tout point v € X,

et tout ouvert V' contenant x, il existe un ouvert U € B, tel que x € U C V.



Définition 1.1.11 Soit (X,7) un espace topologique et By C 7. On dit que By est une sous
base de 7, si la famille 1(By) de toutes les intersections finies d’éléments de By forme une base
pOUr T, t.€. :

I(By) ={A1NAsnN..NA,JA € By,i =1,2,...,n}.

Exemple 1.1.7 La famille B = {] — 00, a[,|b,+00[,a,b € R} est une sous base pour (R,|.|)
puisque Br C 1(B).

Proposition 1.1.6 Soit X un ensemble, et B une famille de sous ensembles de X qui a les
propriétés (By) et (Bs) de la Proposition (1.1.4) , soit O la famille de tous les sous ensembles

de X qui sont des unions de sous familles de B, c¢’est a dire :
U€O<:>U:UBUpOUT80CB.

La famille O est une topologie sur X et la famille B est une base pour l’espace topologique
(X, 0).
Démonstration. Montrons que la famille O forme une topologie sur X.

1. La condition (1) est satisfaite car ) = |J By pour By = 0 , et par (B;) on a X = |JB,
pour By = B.

2. Montrons que la condition (2) est satisfaite. Prenons Uy, U € O, alors Uy = (.4 Vs et
Uy = Ujer Wi ot (Vi),(W,) CBpourse SetteT.Ona

U NUy = U V. N W,

seSteT

Pour cela il suffit de prouver que V, N W; est 'union d’une sous famille de B. D’aprés

(B1), pour chaque z € V; N W,, il existe Q(x) € B tel que :
reQz)CVsNW,.
Et cela implique que

VsﬂWt:UBo pour By = {Q(z) : x € V, N W, }.

3. La condition (3) est satisfaite par définition de la famille O.

Donc O est une topologie sur X. Clairement, B est une base de X. m



Définition 1.1.12 Soit E un ensemble. On appelle cardinal de E, noté |E|, le nombre d’élé-
ments distincts de E.

On note le cardinal de N par [N| = X. et le cardinal de R par |R| = c.

Définition 1.1.13 Soit E un ensemble non vide. On dit que E est dénombrable s’il est en
bijection avec N, et on note |E| = Ny.

On dit que E est au plus dénombrable s’il est dénombrable ou fini, , et on note |E| < Ng.
Exemple 1.1.8 N,Z,Q sont des ensembles dénombrables.

Définition 1.1.14 Soit X un espace topologique. On dit que X satisfait au deuxieme azriome

de dénombrabilité s’il admet une base dénombrable.

Exemple 1.1.9 B={]z — L, 2+ L[ 2 € Q,n € N*} est une base dénombrable pour (R, |.|).

Donc R vérifie le deuxieme axiome de dénombrabilité.

Définition 1.1.15 Soit B(z) C V(z). On dit que B(x) est un systeme fondamentale de voisi-

nages de x, noté SF'V de x, si :
VYV cV(x),3U € B(z) : U C V.
Proposition 1.1.7 Soit B une base d’un espace topologique X. Alors la famille :
B(z) ={Qe B/x € Q}
est un SE'V de x.

Exemple 1.1.10

1. Dans (R, |.]), pour tout x € R la famille {Jz — +,x + 2[: n € N*} est un SFV de x.

2. Si (X,d) est un espace métrique et © € X, alors la famille {B(z, 1) : n € N*} est un
SFV de x.

3. Si X est un espace discret, alors B(x) = {{z} :x € X} est un SFV de z.

Proposition 1.1.8 Soient X un espace topologique, et A C X. Alors :

v €A+ VU € B(x),UNA# .



Remarque 1.1.3 Soit (X, 7) un espace topologique. Si B(z) est un SFV ouvert d’un point

rv € X, alors |J,.y B(x) est une base pour la topologie 7.

Définition 1.1.16 Soit X un espace topologique. On dit que X satisfait le premier aziome
de dénombrabilité, si tout point de X admet un systeme fondamental de voisinages fint ou

dénombrable.

Exemple 1.1.11 Tout espace métrique satisfait le premier aziome de dénombrabilité puisque

la famille {B(x,2) : n € N*} est un SFV dénombrable de x, pour tout © € X.

Proposition 1.1.9 Soit X un espace topologique. St X vérifie le deuzieme axiome de dénom-

brabilité, alors il vérifie aussi le premier axiome de dénombrabilité.

Démonstration. Supposons que X vérifie le deuxiéme axiome de dénombrabilité et soit B une
base dénombrable de X. Alors
B(z)={Q e B/x € Q}

est un systéme fondamental de voisinages dénombrable de x, pour tout x € X. m

Définition 1.1.17 Soit X un espace topologique, et soit A C X. On dit que que A est dense

ou bien partout dense dans X, si A = X.

Définition 1.1.18 Un espace topologique X est dit séparable s’il admet un sous ensemble dé-

nombrable A C X partout dense, c’est o dire A = X.

Exemple 1.1.12

1. (R,7r) est séparable. En effet, Q = R et Q est dénombrable.
2. (R,P(R)) n’est pas séparable puisque pour tout A C R, A= A #R.

Proposition 1.1.10 Tout espace a base dénombrable est séparable.

Démonstration. Soit X un espace topologique a base dénombrable, et B = {2,,/n € N} une
base de X.

Choisissons arbitrairement pour chaque n € N un point z,, € €, et posons A = {z,,/n € N}. 1l
est clair que A est dénombrable.

Soit U un ouvert de X. Alors U = J;c; 4 tels que €; € B, I C N, alors z; € U, pour tout
i€l . Donca, € ANU,Vi€ I, alors ANU #¢. Dot A=X. m



Proposition 1.1.11 Si X un espace métrique, alors X est séparable si et seulement st X a

une base dénombrable.

Définition 1.1.19 Soit (X,d) un espace métrique, et soit (Tn)neny C X. On dit que (x,),

converge vers x € X si :

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng : d(z,, x) < e.

On écrit lim,,_, oo d(zp,, ) = 0.

Proposition 1.1.12 Soit (X, d) un espace métrique, si une suite (T, )nen C X est convergente.

Alors sa limite est unique.

Définition 1.1.20 Soit (X, d) un espace métrique, et soit (p)neny C X. On dit que (x,,), est

une suite de Cauchy si :
Ve > 0,3no € N,Vp,q € N,p > ¢ > ng = d(z,, 2,) < €.

Proposition 1.1.13 Soit (X, d) un espace métrique. Alors toute suite convergente dans X est

une suite de Cauchy.

Remarque 1.1.4 L’inverse de cette proposition est fauz.

Exemple 1.1.13 Soient X =|0,1] et (zy)neny C X telle que (x,) = %,0 < % <1,0na
i =l = 0% X,

Donc (x,)nen ne converge pas dans X.

Pour montrer que (x,)nen est une suite de Cauchy on prend p =n + q, donc

|Tp — g <€ [Tng — 7| <€

& |
n—+q
|W|
q(n +q)
n

@qm+®

— x4 <€
<e€

< €.

Alors

n 1
<l=>— < -
n+q qin+q) q

alors il suffit de prendre ny = [%] + 1.

< €.

Done (,)nen est une suite de Cauchy.



Définition 1.1.21 Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est complet si toute suite
de Cauchy de points de X est convergente.

Exemple 1.1.14 (R, |.|) est un espace métrique complet.

1.2 Applications continues

Définition 1.2.1 Soient X et Y deuz espaces topologiques et f : X — Y wune application.
Alors f est continue si pour tout xo € X et tout voisinage V de f(xo) dans Y, il existe un
voisinage U de xo dans X, tel que f(U) C V. Ou encore, si pour tout ouvert(resp. fermé) V
de Y, f7H(V) est un ouvert (resp. fermé) de X.

Proposition 1.2.1 Soient X et Y deuz espaces topologiques et f: X — Y une application .

Alors les conditions sutvantes sont équivalentes
1. f est continue.
2. Si B une base de Y, alors f~Y(U) est un ouvert de X, pour tout U € B .

3. Si S une sous base de Y, alors f~1(V') est un ouvert de X, pour tout Ve S .

Proposition 1.2.2 Soient X et Y deuz espaces topologiques et f : X — Y une application

continue. Alorsles conditions suivantes sont équivalentes.

1. f est continue.

2. VA C X, f(A) C f(A).

8. VBCY,fYB)c f(B).

Démonstration.

(1) = (2). Soit A C X. Puisque f est continue, alors f~'(f(A)) est un fermé de X et contient
F7Yf(A)). Alors on a :

AcC fHfA) c i (f(A)

alors

D’ou



(2) = (3). Soit B C Y. D’aprés la relation précédente ; on a :

f(f=4(B)) C f(f~4(B)) C B.

D’ou

fH(B) C fU(B).

Proposition 1.2.3 Soient X un espace discret et Y espace topologique. Alors toute application

de X dans'Y est continue.

Définition 1.2.2 Une application f : X — Y est ouverte (resp fermée) si l'image par f

de tout ouvert de X est un ouvert (resp fermé) de'Y .
Théoréme 1.2.4 Soit f: X — Y une application et soit B une base de X. Alors :
f owverte <= f(U) est un ouvert de Y pour tout U € B.

Définition 1.2.3 Une application f : X — Y est un homéomorphisme si elle est bijective

continue et f~1 est continue.

Proposition 1.2.5 Soient X,Y deux espaces topologique et f : X — Y est un homéomor-

phisme. Alors :
1. f est ouverte.
2. [ est fermée.
3. f(A) est un ouvert (fermé) deY <= A est un ouvert (fermé) de X.
4. [7Y(B) est un ouvert (fermé) de X <= B est un ouvert (fermé) de Y.

1.3 Topologie produit

Soient (X, 7;)ier une famille d’espaces topologiques, et X = []..; X; .

Définition 1.3.1 On appelle projecteur de X sur X;, j € I, Uapplication P; : X — X;

qui G un élément v = (x;);er de X associe P;(z) = x;.

Définition 1.3.2 On appelle topologie produit, la topologie la moins fine sur X qui rend
continue les applications P; : X — X pour j € I. C’est a dire si O; est un ouvert de X,

alors on veut que P~Y(O;) soit un ouvert de X .

11



Proposition 1.3.1 La topologie produit est la topologie engendré par les ensembles
{P_l(oj)voj S ijj € [}

Proposition 1.3.2 Une base B de la topologie produit est constituée des parties de X de la
forme Hjel Q, o chaque §2; est égale a X; sauf pour un nombre fini d’indices, qui peuvent

étre seulement des ouverts.

Proposition 1.3.3 Chacune des projections P; est une application surjective, continue et ou-

verte.

Démonstration.

1. La surjectivité est évidente.

2. Soient P, une projection et V un ouvert de X;. On a P, (V) = [y, o
QJZXJS’L]#ZGJEQZ:V

qui est un ouvert élémentaire, donc P; est continue.

3. Soit U = Hjel U; un ouvert élémentaire, P;(U) = U; est un ouvert de X;. P; est donc
une application ouverte.

Proposition 1.3.4 Soient (X;)icr une famille d’espaces topologiques et ¢ # A; C X, pour
tout i € 1. Alors :

iel iel
2. 11 A; est fermé dans [[ X; si et seulement si A; est fermé dans X;, pour tout i € I.
iel iel
Démonstration.

1. Soit x € [] Ai, tel que x = (z;);er. Alors :
el

YV eV(x), VN[ A # ¢

i€l

12



OnaV eV(z)alors V=]V, tel que V; € V(x;),Vi € 1.
iel
Donc

voll4a=(Ivon(l4)=T]vinA) #¢.
el el i€l el
=1, € A, Vi€l

el

i€l i€l el el

<= A; fermé Vi € I.

1.4 Axiomes de séparation

Définition 1.4.1 Un espace topologique X est dit :

1. Un espace Ty si pour tous x,y deux points distincts de X, il existe un voisinage de x ne
contenant pas y ou bien un voisinage de y ne contenant pas x.
2. Un espace T si pour tous x,y deux points distincts de X, il existe un voisinage de x ne

contenant pas y et un voisinage de y ne contenant pas x.

3. Un espace Ty ou séparé si pour tous x,y deuxr poinls distincts de X, il existe deux
ouverts U et V, tel que x e U, y € V et UNV = ¢. Notons qu’un espace séparé est dit
ausst de Hausdorff.

Il vient de la définition que tout espace séparé est un espace T}, et tout espace T} est un espace

Th.

Proposition 1.4.1 un espace topologique X est Ty si et seulement si tout singleton {x} C X

est un fermé.

13



Démonstration. Supposons que X est un espace 7. Soit x € X. Montrons que m = {z}
. Supposons qu’il existe y € m, tel que y # x. Donc pour tout voisinage V de y, on a
Vn{z} # ¢. Alors © € V| ce qui absurde car X est T7.

Inversement. Soient = et y deux points distincts de X. On a {x} est fermé ; alors X \ {z} est
un ouvert et donc c’est un voisinage de y ne contenant pas x. De méme, on a X \ {y} est un

voisinage ouvert de x qui ne contient pas y. D’ott X est 77. m
Proposition 1.4.2 Tout espace métrique est séparé.

Démonstration. Soit X un espace métrique. On a pour tout x,y € X tels que z # vy, il existe
V = B(z, 3d(z,y)) € V(x), il existe U = B(y, 5d(z,y)) € V(y) et UNV =¢. =
Proposition 1.4.3 Soient (X;);cr une famille d’espaces topologiques. Alors :
1. TI Xi est Ty si et seulement si X; est T1,Vi € I.
iel
2. 11 X est séparé si et seulement si X; est séparé, Vi € 1.
i€l

Démonstration.

1. Supposons que [] X; est Ti. Alors pour tout x € [[ X;, le sous ensemble {z} est fermé
iel icl
dans [] X, et

i€l
{z} = H{xl} est fermé dans HX" <= {z;} fermeé dans X;,Vi € I.
iel iel

<— X, estT\,Vi e I.

2. Supposons que [ X; est séparé. Soit ig € I et solent x;,,y;,, € X;, tels que z;, # yi,-
i€l
Prenons un point x; € Xj,j € I, et posons ¥ = (2;)jer,y = (2})j € [ avec

Zj :l’j,Vj el

et

xj, sijel—{ip}

Yig, St ] = 10.

14



Alors z # y, donc il existe un voisinage V' de x et un voisinage U de y tels que UNV = ¢

alors

vnv=([von(lu)=]1vinti =)
icl icl iel
= Vi, NU;, = o.
Donc X, est séparé.

Inversement. Supposons que X; est séparé pour tout i. Soient © = (2;)ier, ¥ = (Vi)ier €

[ X; tels que = # y, alors il existe i; € I tel que x;, # y;,. Comme X, est séparé alors :
i€l

E”/;l € V(ZL‘il), HWH € V(y“)
tels que V;; N W,;, = ¢. Posons :

V:HVi avec V; = X; pour tout i # 1,

i€l
et
W = H Wi avec w; = X; pour tout i # iy.

iel
Alors V' est un voisinage de x, W et un voisinage de y, et VNW = ¢. D’ou [ X; est
iel
séparé .

Proposition 1.4.4 Soient X un ensemble et 1,7 deuz topologies sur X. Supposons que Ty
est moins fine que 5. Si (X, 71) est un espace T; (i = 0,1,2) alors (X, 2) est aussi un espace
T;.

Démonstration. Montrons le cas ¢ = 2, les autres cas se démontrent de la méme facon.
Supposons que (X, 71) est un espace séparé, et montrons que (X, 7y) est séparé.
Soit x,y € X tel que x # y. ll existe U,V € ry avecx e Uy e Vet UNV = ¢. Mais 1 C 7o

alors U,V € 15. Donc l'espace (X, 7o) est séparé. m

Deéfinition 1.4.2 Un espace topologique X est dit T ou régulier s’il est Ty et si pour tout
x € X et tout fermé F de X, tel que x ¢ F, il existe deux ouverts U et V tel quex e U, F CV
et UNV = ¢.

Définition 1.4.3 Un espace topologique X est dit complétement régulier ou de Tychonoff s’il
est Ty et si pour tout x € X et tout fermé F de X, tel que x ¢ F, il existe une fonction continue

f de X dans [0,1] avec f(x) =0 et f(y) =1,Vy € F.
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Exemple 1.4.1 (R, |.|) est un espace complétement régulier.
Proposition 1.4.5 Tout espace complétement régulier est régqulier.

Démonstration. Soient X un espace complétement régulier, x € X et F' un fermé de X tel
que x ¢ F. Tl existe alors une fonction continue f :— [0, 1], tel que f(x) = 0 et f(y) = 1,
pour tout y € F. Les deux ensembles U = f~1([0,1/2[) et V = f~1(]1/2,1]) sont deux ouverts
disjoints de X avec z € U et ' C V. Cela montre que X est régulier. m

Proposition 1.4.6 Soit X un espace topologique. Alors X est régulier si et seulement si pour

tout v € X et pour tout voisinage V' de x, il existe un ouwvert U tel que :
reUcUcCV.

Démonstration. Supposons que X est régulier. Soit By une sous base de X. Soit z € X et
V € By un voisinage de x. Alors il existe deux ouverts Uy, Us tels que = € Uy et X\V C Uj et
Uy NU; = ¢. Donc
Uy Cc X\UyCV.

D’ou

Uy cU c X\Uy=X\Uy CV.
Inversement. Supposons que la condition est vérifié. Soit x € X et F' un fermé de X tel que
x ¢ F. D’aprés la définition de la sous base, il existe Vi, Vs, ..., Vi, € By tels que z € ﬂle Vi C
X\ F. Choisissons pour tout ¢ € I un voisinage W; de z tels que W, C V. Alors U; = ﬂle Wi
et Uy = X\ ﬂle W; sont deux ouverts disjoints et

k k
FcX\[Vic X\(W;=Ua.
=1 =1

D’ou X est régulier. m

1.5 Espaces compacts

Définition 1.5.1 Soit X un espace topologique et (;)icr une famille de parties de X. On dit
que ($2;)ier est un recouvrement de X si X = J,; .

un recouvrement est dit ouvert st tout membre de cet recouvrement est un ouvert.
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Définition 1.5.2 Un espace topologique X est dit compact s’il est séparé et si de tout recou-
vrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Un sous-espace A C X est compact si tout recouvrement ouvert de A admet un sous-recouvrement

fini.

Exemple 1.5.1

1. la,b] est compact, tels que a;b € R.

2. 10,1] nest pas compact. Puisque la famille {]%,1] : n € N*} est un recouvrement ouvert

dont on ne peut pas extraire un sous recouvrement fini.

Proposition 1.5.1 Soit X un espace topologique.
1. Si X est compact et A C X est fermé, alors A est compact.
2. Si X est séparé et A C X est compact, alors A est fermé.
3. 81 X est fini, alors il est compact.

4. 81 X est compact , alors de toute suite infinie de points de X on peut extraire une sous

suite convergente.

Proposition 1.5.2 Soient X un espace séparé et {Fy, Fy, ..., Fx} une famille finie de parties
fermées de X. Le sous-espace F' = Ule F; de X est compact st seulement si F; est compact

pour tout 1.

Proposition 1.5.3 Soit (X,d) un espace métrique. Alors tout sous-ensemble compact de X

est borné.

Démonstration. Soit A C X un compact. Alors la famille {B(x,1)/z € A} est un recouvre-
ment ouvert de A. Comme A est compact alors 3z, 29, ...,z, € A tel que A C J_, B(x;, 1).
Soient xz,y € A C | J_, B(w;, 1) donc Jig, iy € {1,2,...p}, tels que x € B(wy, 1),y € B(zs, 1),
alors
d(z,y) < d(z, ;) + d(i, i) + d(xi,, y) < d(ziy, 25)) + 2.
D’ou
d(z,y) < max d(x;,z;)+ 2 < +oo.

1<i<j<p
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Proposition 1.5.4 Soient (X,d) un espace métriqgue et A C X. Alors A est compact si et

seulement si A est borné fermé.

Proposition 1.5.5 L’image d’un compact par une application continue dans un espace séparé

est compact.

Démonstration. Soit f : X — Y une application continue, et A C X est compact. Supposons

que f(A) C U,e; Us, ot (Ui)ier un recouvrement ouvert de f(A). On trouve alors que

Ac () c Yoy e,

i€l icl
Puisque f est continue, alors f~(U;) est ouvert dans X, pour tout ¢ € I . Donc (f~1(U;))ier
est un recouvrement ouvert de A. Alors on peut extraire un sous-recouvrement fini car A est
compact. C'est a dire, il existe {i1,42,...ix} C I, o A C Ule f7H(U;,). Alors f(A) C U5:1 Ui,

et ce qui montre que f(A) admet un sous-recouvrement fini. D’ou f(A) est compact. m

Définition 1.5.3 Soit (F;);c; une famille de sous ensembles de X. On dit que (F;)icsr est

centrée ou bien vérifie la condition de Uintersection fini, si (\,c; F; # ¢, pour tout J fini.

Proposition 1.5.6 Soit X un espace topologique séparé. Alors X est compact si et seulement

si toute famille centrée de fermées de X a une intersection non vide.

Exemple 1.5.2 R n’est pas compact. Puisque {[n,+oo[: n € Z} est une suite décroissante de

fermées dont lintersection est vide.

Théoréme 1.5.7 (Théoréme de Tychonoff) L’espace produit X = [, ¢ Xs, oo X # ¢,

pour tout s € S est compact si et seulement si les espaces X sont tous compacts.

Définition 1.5.4 Un espace topologique X est dit localement compact, s’il est séparé et si tout

point de X admet un voisinage compact.
Exemple 1.5.3 (R, |.|) est localement compact.
VeeR:z €z —e,x+€Clx—e€x+¢.

Proposition 1.5.8 Un espace séparé est localement compact si et seulement si tout point de

cet espace posséde un voisinage U tel que U soit compact.

Théoréme 1.5.9 Tout espace localement compact est complétement régulier.
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Chapitre 2

Topologies sur les espaces de fonctions

continues

2.1 Topologie de la convergence simple

Soit X1, Xs, ..., X,, une famille finie d’ensembles, et x € X; x Xy X ... X X,,. Donc © =

(1, T2y .oy p), x; € X; pour tout ¢ € {1,...,n}. Le point x peut étre interprété comme suit :
n
z:{1,2,..,n} — UX"
i=1
jr— x(j) = z;
Inversement, si
n
f:AL2,..,n} — UXi
i=1
jr— f(j) € X;
Alors il existe un point unique zy € X; x Xy x --- x X, telle que

fL2,0m) = xp = (f(1), £(2), ., f(n)).

A Taide de cette interprétation, on définit le produit cartésien d’une famille arbitraire d’en-

sembles comme suit

[[Xi={r:1-JXi/r6i) e X;,Vie I}

i€l el
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Soit X Y deux espaces topologiques. On note
X ={f: X — Y/f une application }

Alors, on munit YX = [Lcx Ya, Y =Y, pour tout x € X, de la topologie produit. On considére
C(X,Y), 'ensemble de toutes les fonctions continues de X dans Y.
e SiAC X et BCY ., alors on note

[A, Bl ={f € C(X,Y): f(A) € B}

e Si A = {z} alors on écrit [z, B] au lieu de [{x}, B].

2.2 Définitions

On donne les propriétés suivantes.

Proposition 2.2.1
Soient X etY deur espaces topologiques, A, A1, ..., A, des sous ensembles de X et B, By, ..., B,

des sous ensembles de Y. Alors

n

(1) LL:JlAi,B] =N[4, B].

i=1

@ |4 A 8] = A s

i=1 i=1

Démonstration.

UA“B

=1

={feC(X,Y): (UA)CB}
= {feCX,Y): Uf ) C B}
—{feC(X,Y): f(A4) Cc B,Vie{l,...,n}}

- n{f € C(X,Y): f(A) C B}

=4, Bl.

=1
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2. ={feC(X,Y): ﬂB}

A
i=1

={feC(X,)Y): f(A) C B;,Vie{l,..,n}}

= {f € C(X.Y): f(4) C B}

-
Il
—

[A, B;] .

Il

-
Il
A

Définition 2.2.1 La famille B, = {ﬂ [z, U] - 2 € X, U; € 7v,Vi=1,...,n} est une base pour

une topologie sur C(X,Y) appelée la topologze de la convergence simple, qu’on la note par 7, et

Uespace obtenu sera noté Cp(X,Y).
Proposition 2.2.2 Soit x € X, et U CY et considérons la projection
P:YY —Y
fr—=P(f) = f(z)

Alors [x,U] = C(X,Y) N P7Y(U).

Démonstration. On a

[z, U ={f € C(X,Y): f(x) € U}
={feCX,Y): P(f) €U}
={feC(X)Y): fe P7H(U)}

=CO(X,Y)n P Y (U).
|

Proposition 2.2.3 La topologie T, coincide avec la topologie induite sur C(X,Y) par la topo-
logie produit de Y.

Démonstration. Soit 71 la topologie induite sur C(X,Y) par la topologie produit de I'espace
produit YX et soit W € 71. Alors W = AN C(X,Y), oit A est un ouvert de YX. (On peut

prendre A un ouvert élémentaire de YX). On a donc

A= P U,) NP (Uy)N..nN P U,,)

21



avec r; € X; et U,, € 7y. Donc
ANC(X,Y) = [x1,U] 0.0 [z, Uy, |

Alors ANC(X,Y) € 1,. D'ou 7y C 7.

Inversement, montrons que 7, C 71. Soit W € 7,. Alors W = |J Q; , ©; € B,. Alors ils existent
el

T1,To, ..., € X, et U, Us,,...,U, € 1y telle que

Q, = U[l‘j,UjLVi el.
j=1
On a donc
[z, U] = C(X,Y) N P_H(U;)

Alors pour tout 7 on a
Q=C(X,Y)NnP (Uh)N..n P (Uy)
Donc |J @, €. Doa W e etdonc 7, C7y. B
el
Théoréme 2.2.4 Soient X etY deux espaces topologiques. SiY est un espace T; (i = 0,1,2,3),
alors Cp(X,Y) lest aussi.

Démonstration. Supposons que Y est un espace T;, (i = 0,1,2,3). Alors Y =[], Y, Y, =
Y est aussi un espace T;. Donc Cp(X,Y) comme un sous espace de [[, . Y, est un espace T;.

Proposition 2.2.5 Soit X, Y deuz espaces topologiques et By une base de Y. Alors la famille
BII; = {Dl[xm U;x; € X;U; € By} est une base de Cp(X,Y).

k

Démonstration. Soit W = () [z;, Vi] € B, avec x; € X et V; ouvert de Y pour tout i = 1, ..., k.
i=1

Soit f € W = [z, Vi]; alors f(x;) € Vi, Vi = 1,..., k. Pour tout ¢ = 1,...,k, comme By est

k
-1
une base de Y, il existe W; € By tel que f(x;) € W; C V;. Donc

k k
i=1 i=1
Posons
k
i=1
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Alors

ﬂ[l’z,%] = U Af = U Af.

k few
fe.ol[“’v”

Donc tout ouvert de C,(X,Y) s’écrit comme réunion d’éléments de B;. D’ou B;, est une base

de Cp(X,Y). m

2.3 Topologie de la convergence uniforme sur C(X,R)

Soit X un espace topologique et R ’espace des nombres réels muni de la topologie usuelle.
Rappelons qu'une suite de fonctions (f,,)nen € RY converge uniformément vers une fonction f
si

Ve >0,30 > 0,Ve € X,Vn >4 : |fu(x) — f(x)] <e

ou d’une maniére équivalente, si :

lim sup |, () — f(2)] = 0.

n—oo

On écrit dans ce cas

lim f, = f

n—o0

Définition 2.3.1 Soient A C C(X,R) et f € C(X,R). On définit 'ensemble A comme suit

f €Z<:> El(fn)nEN - A> 11_I>I1 fn - f

Proposition 2.3.1 Soit A,B deux parties de C(X,R). Alors

1. 0 =0.

o S
N N
SRS

A N Y [\S)
SN[
Il -

Sy

I

s

-

oy

Démonstration.
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. évident.

. Si f € A, alors la suite constante f,, = f, pour tout n € N, converge uniformément vers
f.Donc f € A. Dot A C A.

. Soit f € A, alors 3(fn)nen C A tel que : nh_r)go fn=f. Mais A C B, donc (f,)nen C B
et comme nh_)rgo fn= falors, f €B.

.OnaAC AUBet BC AUB donc d’aprés (3) on aura A C AUBet B C AU B. Doil
AUB C AU B. Inversement, soit f € AU B alors il existe (f,)ney C AU B tel que :
lim f, = f. Supposons que (f,)neny C A, alors il existe une sous suite (f,,)ien C A telle
a;gollir& fn, = f. Dot f € A, ce qui nous donne f € AU B.

. D’aprés (2), on a A C A. Montrons l'inclusion inverse. Soit f € A , alors il existe
(fa)nen C A. prenons € = 5=, out k € N*. Alors il existe § > 0, telles que pour tout
re Xona

fale) = @) < 57

Prenons n(k) > 6 , alors

Pour tout k£ > 0, il existe n(k) € N tel que

1
|fn(k’)(x) - f<17>| < ﬁ,Vx e X.

Comme f,x) € A, alors Jnky = lim g¥ ot (¢¥)ieny C A. Donc
1—00
Ve > 0,38 > 0,Vi > & ¢ | fum (z) — g (2)] <e.

Pour £ = 5,36 > 0,Vi > 8" : | fa () — gF(2)] < 5

Prenons i = i(k) > ¢', alors

N 1
VE € N* ¢ | fry () — gf(k)(a:)\ < o

Posons g = gf(k), pour tout k£ € N*. Alors

1
VE e N*:|f(x) — gr(z)] < E,Vx € X.

D’oflklim g = [ et (gk)keNCAéfezﬁjcz. Dot A = 4.
— 00

24



Définition 2.3.2 La famille 7, = {W C C(X,R) : CV = CWV} est une topologie sur C(X,R)
appelée la topologie de la convergence uniforme. On note Cy(X) = C,(X,R) Uensemble C(X,R)

munit de la topologie T,.

Proposition 2.3.2 Soit X un espace topologique. Alors la topologie de la convergence simple

sur C(X,R) est moins fine que la topologie de la convergence uniforme, c-a-d, 7, C 7, et on

écrit Cp(X) < Cu(X).
Démonstration. On a
7, C 7y & id : Oy(X,R) — C,(X,R) est continue < id(F) C id(F),VF C C(X,R)

. Soit F C C(X,R). Notons par F* et F” les fermetures de F par rapport aux topologies 7, et
Tp, Tespectivement. Donc on va montrer que F* c F". Soit fe F*. Alors il existe (fu)nen C F

telle que lim f,, = f. On sait que
n—oo
feF &VUeV,(f):UNF #0.

Soit U € V,(f) , alors U = C(X,R)N(( P (U;)) ou Uj est un ouvert de R, Vi € {1,2,...,n}.
i=1

Comme U; est un ouvert de R alors il existe £ > 0 tel que
1f(x;) —e, f(a;) +elc U, Vi € {1,2,...,n}.
Comme nh—>Holo fn = f alors
dj e N*: |f(z) — fi(x)] <e,Vx e X.
En particulier,
|f(zi) = [i(@i)| <e= fi(z:) €1 f(zi) —e, f(2:) + e[ C Ui Vi€ {1,2,....,n}.

Donc

fie(zaUil=U= f; eUNF=UNF #.
i=1
DoufeF cadF CF. m
Corollaire 2.3.3 L’espace C,(X) est un espace T;, (i = 0,1, 2).

Démonstration. 1l suffit de voir que 7, C 7, et C,,(X) est un espace 7;,i =0,1,2. m
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2.4 Topologie Set-Open
Soit X Y deux espaces topologiques et « une famille de sous ensembles de X.

Définition 2.4.1 On appelle topologie set-open sur C(X,Y) la topologie notée 7, et qui a
comme base la famille

B, ={Ni.,[B;, U]/ B; € a,U; € 1y }.

On note C(X,Y) muni de 7, par Co(X,Y).

Remarque 2.4.1

(1) Si « est la famille de toutes les parties finies de X, alors T, = T,.

(2) Si o = K(X), la famille de toutes les parties compactes de X, alors 1, = 71, est appelée
dans ce cas la topologie compact-open et Co(X,Y) = Cp(X,Y).

Proposition 2.4.1 Soit X un espace T5. La topologie de la convergence simple est moins fine

que la topologie compact-open sur C(X,Y), c-a-d, 1, C 7.
Démonstration. On a B, C By, puisque toute partie finie est compacte. D’ott 7, C 73,. ®

Proposition 2.4.2 Soit X un espace topologique complétement régulier et Y un espace T} qui
contient un chemin v tel que y(0) # v(1). Alors Cp(X,Y) = Ci(X,Y') si et seulement si toute

partie compacte de X est finie.

Démonstration. Supposons que toute partie compacte est finie, alors on a B, = By, d’ou
Tp = Tk

Inversement, Supposons que 7, = 7, et montrons que toute partie finie de X est compacte.
Soit K un compact de X et v :[0,1] — Y un chemin de Y tel que 7(0) # ~(1). Considérons

I’application :

g: X —Y
r+— g(x) =~v(1),Vx € X

Posons U =Y \ {7(0)}. Comme Y est un espace 11, alors {7(0)} est un fermé. Donc U est un
ouvert. De plus ¢(K) = {v(1)} C U, alors g € [K,U| € 7, = 7,. Donc il existe un ouvert de
base dans C,(X,Y") de la forme

W = [{L'l, Ul] N [.7}2, UQ] N..N [.Z'n, Un]
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ou ry,....,xr, € X et Uy, ...,U, € Ty tel que
geW C [K,U]...(x)

Posons B = {1, 2, ...,x,} et montrons que K C B. Supposons que K ¢ B, donc il existe
xo € K telle que 2o ¢ B. 1l est claire que B est fermé dans X car X est 7. Comme X est
complétement régulier, il existe f : X — [0, 1] une application continue telles que f(x¢) =0
et f(B)={1}. Alors yo f € C(X,Y) et

(yo f)(w) =~(1) = g(x;) € U, Vi € {1, ...,n}.
Donc yo f € W. D’autre part
(Yo f)(wo) =7(0) U = (yo [)K) LU = (yo f) & [K,U].
Ce qui est contradictoire avec (x). Donc K C B et donc K est fini. m

Exemple 2.4.1 Considérons l’espace C,(N,R), oo N est muni de la topologie induite de R.
On a
1 1
{n} = NN|n — 5 nt 5[,Vn eN.

Donc N est un espace discret et donc toute partie compacte sera finie. D ot
Cp(N,R) = Cx(N,R).
Mais Cx(N,R) # C,(N,R)

Définition 2.4.2 Soit « une famille de sous ensembles d’un espace topologique X . On dit que

o est un réseau de X st
Vee X,VV eV(zr),dJAca:z € ACV.

Si tous les éléments de a sont fermés (compacts) on dit alors que o est un réseau fermé (com-

pact).

Exemple 2.4.2
1. Toute base est un réseau.

2. La famille, F(X), des parties finies d’un espace topologique X est un réseau fermé. En effet,
Vee X,VV eV(x),H{a} e F(X):xe{z}CV

Si de plus X est séparé, alors F(X) est un réseau compact.

3. La famille K(X) est un réseau compact de X.
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Proposition 2.4.3 Soient XY deux espaces topologiques et f une application continue sur-

jective. Si av est un réseau de X, alors f(a) est un réseau de Y, ou f(a) = {f(A)/A € a}.

Démonstration. Supposons que « est un réseau de X et montrons que f(a) est un réseau de
Y.i.e.,
Vy e Y,YU € V(y),3B € f(a) :y e BC U.

Soit y € Y et U € V(y). Alors il existe x € X tel que y = f(z) et f~Y(U) € V(z) car [ est

continue surjectif. Comme « est un réseau alors,
JAca:ze AcC fHU),

alors f(z) € f(A) C U, et donc y € f(A) C U. 1l suffit de poser B = f(A). D’ou f(a) est un

réscaude Y. m

Proposition 2.4.4 Soit X un espace topologique et o un réseau de X. Soit V un fermé d’un

espace topologique Y . Alors [B, V] est un fermé de Co(X,Y), pour tout B € .

Démonstration. 11 suffit de montrer que C,(X,Y)\[B, V] est un ouvert de C,(X,Y). Soit
[ €C(X,Y)\[B,V]. On a

f&[B,V]= f(B) €V = 3y € B tel que f(zg) € V = f(zg) €Y\V = z9 € fHY\V).
Comme « est un réseau, alors
IBy € a:x9 € By C fH(Y\V) = f€[By,Y\V].

Montrons que [By,Y\V]| C Co(X,Y)\[B, V]. Soit g € [Bo, Y\V]. ALors g(z) ¢ V et comme
xo € B, alors

9(B) LV =g ¢ [BV]=ge CuX,Y\[B, V]
Dot [By, Y\V] C Co(X,Y)\[B,V]. Donc C,(X,Y)\[B, V] s’écrit comme réunion d’ouverts de
Co(X,Y). Donc [B, V] est un fermé .

Définition 2.4.3 Soient X et Y deux espaces topologiques. Un sous-espace B de X est dit
Y -compact si pour toute application continue f: X — Y, 'ensemble f(B) est compact dans
Y.

Exemple 2.4.3 Toute partie compacte d’un espace topologique X est R-compcate.
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Proposition 2.4.5 Pour X et Y deux espaces topologiques et o un réseau de X, on a les
propriétés sutvantes :

e SiY est un espace T;, alors Co(X,Y) est lui aussi un espace T;, pour i < 2.

e Si « est une famille de Y -compacts, et si Y est un espace complétement régulier, alors

Co(X,Y) est lui aussi complétement régulier.

Démonstration. On va montrer que si Y est un espace T3, alors C,(X,Y) est aussi 7.
Notons que les autres cas ou Y est un espace Ty ou Th se démontrent d’une facon similaire.
Soit f,g € Co(X,Y) tel que f # g, c’est a dire il existe z € X ou f(x) # g(z). Comme Y
est T, alors il existe un voisinage ouvert U de f(z) tel que g(x) € U et un voisinage ouvert
V de g(z) tel que f(z) ¢ V. Par ailleurs, a est un réseau, donc il existe By, By € « tels que
v € B, C fY(U)etwe By Cg (V). Dou [By,U] et [Bs, V] sont deux voisinages ouverts de
f et g respectivement et on a g & [By,U] et f & [By, V], et donc Co(X,Y) est Th.
Maintenant, supposons que « est un réseau de Y-compacts, et Y est un espace complétement
régulier. Il suffit de montrer que pour tout f € C,(X,Y) et tout voisinage [B,U] de f, ou
B € « et U un ouvert de Y, il existe une fonction continue G : Co(X,Y) — [0, 1] tels que
G(f) = 0et G(h) = 1, pour tout h € C,(X,Y)\[B,U]. Donc soit f € Co(X,Y) et [B,U] un
voisinage de f de la sous-base dans C,,(X,Y). On a f(B) est un compact de Y, et puisque Y
est un espace complétement régulier, alors il existe une fonction continue g : Y — [0, 1] tels
que g(f(B)) = {0}, et g(y) = 1,Vy € Y\U. Définissons 'application de C,(X,Y’) dans [0, 1]
par

G(h) = suprep(g o h)(r)

pour tout h € Co(X,Y). 1l est clair que G(f) = 0, et pour tout h & [B, U], il existe = € B tel
que h(z) € Y\U, ce qui implique que g(h(z)) = 1 et ceci signifie que G(h) = 1. Et pour conclure
il nous reste a justifier que G est continue. Pour cela on doit montrer que pour tout intervalle
ouvert |a,b[ de R, I'image réciproque G~1([0, 1]N]a, b]) est ouvert dans C,(X,Y’). Prenons les
deux ensembles V = {z € [0,1],z < a} qui est un fermé de [0,1] et W = {z € [0, 1],z < b} qui

est ouvert dans [0, 1]. On a

GH([0,1]N]a, b)) = {Ca(X, Y N[B, g~ (V)]} N [B, g (W),
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En effet,

G ([0,1]N]a,b)) = {h € Cu(X,Y): G(h) €[0,1]N]a, b}

= {h e Cu(X\Y) : suprep g(h(z)) € [0,1] et a < supsep g(h(x)) < b}
= {h e Cu(X\Y) : suprep g(h(z)) € [0,1] et supzep g(h(x)) > a} N
{h € CalX,Y) : suprcs g(h(x)) € [0,1] et supscs g(h(x)) < b).
Posons
E={h e C.(X,Y): supep g(h(x)) € [0,1] et supyep g(h(z)) > a},
et

F = {h € Ca(X.Y)) : supsep glh(x)) € [0,1] et sup,es g(h()) < b}.

En utilisant le fait qu’une fonction continue sur un compact a valeurs réelles est bornée et atteint
ses bornes, on peut facilement déduire que pour tout h € Co(X,Y), on a supyep g(h(z)) < b
(resp. supzep g(h(z)) < a) si et seulement si g(h(x)) < b (resp. g(h(z)) < a), pour tout x € B.

On a alors
E = C. (X, Y)\{he€ Cu(X,Y) : supzep g(h(x)) € [0,1] et supyep g(h(x)) < a}
= Co(X,Y)\{h € Co(X,Y) : g(h(z)) € [0,1] et g(h(z)) < a,Vx € B}
= Co(X,Y)\{h € Cu(X,Y) : g(h(z)) € V,Vz € B}
= C (X, Y)\{h € C(X,Y) : h(z) € g 1(V),Vz € B}
= C. (X, Y)\{h e C(X,Y):h(B)C 1(V)}
= Co(X,Y)\[B, g (V)]
et
F = {heC,X,)Y):g(h(x)) €[0,1] et g(h(x)) < b,Vz € B}
= {heCu(X,Y):g(h(x)) € W,Vz € B}
= {heCu(X,Y):h(z) € g ' (W),Vz € B}
= {heCy(X,Y):h(B)Cg (W)}
= [B,g~ (W)
D’ou

GH([0,1]N]a, b)) = ENF = {Ca(X,Y)\[B,g " (V)]} N [B, g~ (W)].
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D’aprés la Proposition 2.4.4, [B, g (V)] est un fermé, et donc Co(X,Y)\[B,g (V)] est un
ouvert. D’ou G7([0, 1]N]a, b]) est ouvert dans C,,(X,Y). mNous savons que tout espace compact

est un Y-compact. Ainsi, nous avons le résultat suivant :

Corollaire 2.4.6 Pour tout espace topologique X et tout espace complétement réguier Y, on a

Cp(X,Y) et Cp(X,Y) sont aussi complétement réguliers.
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