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Chapitre 1

Groupes libres et présentations de
groupes



1.1 Groupes libres

Définition 1.1.1

Soient G un groupe et X une partie non vide de G. X est dite partie libre de G si toute
application f : X — H, ou (H,-) est un groupe arbitrairement donné, se prolonge a un
homomorphisme f : G — H tel que le diagramme suivant est commutatif

N

H

c-a-d foi= f oui est linjection canonique.

Définition 1.1.2
On dit que G est un groupe libre sur X si :

1. G=< X >;
2. X est une partie libre de G.

Exemple 1.1.1 Le groupe additif (Z,+) est libre sur {1}.

Proposition 1.1.3
Soit X une partie libre de G. Alors G est libre sur X si et seulement si le probléme de

prolongement
: G
N
H

X

admet une solution unique.

Démonstration.
Supposons que G est libre sur X, et f1, fo : G — H deux homomorphismes qui pro-
longent f avec f; # fo. Donc il existe g € G tel que fi(g) # f2(g9). Ona g e G =< X >,

€1 .62

alors il existe xy,x9,...,x, € X tel que g = z7'a5? -+ - 25 , &, = £1. On a fi(g) =

filagtag? - anr) = file)® fuleg)™ - fi(@n)™ 5 or fijy = fo = f done
filg) = F(@)™ f(22)™ - flan)™ = fa(2)? fal22)™ - - falen)™ = fal9),

ce qui est absurde par hypothese.

Inversement, montrons que < X >= G. Considérons X —s< X >—7+ G oi1 i et j sont les
inclusions canoniques. En utilisant la commutativité du diagramme, il existe un unique
homomorphisme 7 : G —< X > tel que 7 0 i = i, oll i est I'inclusion canonique de X
dans GG. Considérons maintenant les applications

i0ji<X> =< X>etjoi:G— G.
On a joi(z) = j(i(z)) = j(z) = z pour tout z € X. Donc (j o 1)x = Idgx. Et
d’apres 1'unicité du prolongement on obtient j o7 = Idg. De la méme maniere, on obtient
10j = Id.x~. Donc i est une application bijective d’inverse j, dot1 G =< X >. m



1.1.1 Construction du groupe libre

Soit X un ensemble donné. Soit X un ensemble en bijection avec X tel que X N X =
(). Donc pour tout z € X il existe un élément unique z € X appelé antipode de z.
Considérons X U X qu’on appellera alphabet et ses éléments des lettres. On appelle mot
toute suite finie ordonnée de lettres. L’ensemble des mots union {()} sera noté M (X UX),
ou ) représente le mot vide, i.e, ne contient aucune lettre. La concaténation des mots
est une loi interne dans M(X U X) appelée produit des mots. Si w;,w, € M(X U X),
alors wq - woy, ou plus simplement wjws, est obtenu en recollant dans I'ordre le premier au
deuxieéme mot. Ainsi (M (X U X),) est un monoide qui a comme élément neutre le mot
vide 0.

Définissons deux opérations élémentaires :

1. Simplification : Elle consiste a supprimer au début, entre deux lettres, ou a la fin
d’un mot un mot du type z ou xx.

2. Adjonction : Elle consiste a rajouter au début, entre deux lettres, ou a la fin d'un
mot, un mot du type xZ ou Zz.

Considérons dans M (X U X) la relation suivante : pour tout w,w’ € M(X UX), w est en
relation avec w’, et on écrit wRw', si et seulement si w’ s’obtient de w apres un nombre
fini d’opérations élémentaires.

Proposition 1.1.4
R est une relation d’équivalence sur M(X U X) compatible avec le produit des mots.

Démonstration. Il est clair que R est réflexive puisque tout mot s’obtient de lui méme
apres zero opération.
Si w et w’' sont deux mots tel que w’ s’obtient de w apreés un nombre fini d’opérations
élémentaires, alors il suffit d’effectuer le méme nombre d’opérations opposées pour obtenir
w a partir de w’. Donc R est symétrique.
Transitivité : Soient w, w’, w” trois mots tels que wRw’ et w’ Rw”. Donc w’ s’obtient de w
apres un nombre fini d’opérations élémentaires et w” s’obtient de w’ apreés un nombre fini
d’opérations élémentaires. Il suffit de réunir toutes les opérations effectuer pour obtenir
w” a partir de w. Donc wRw"” et la relation est transitive.
Montrons maintenant que R est compatible avec le poduit des mots. Soient w, w’, wy, w}
quatre mots tels que wRw' et w;Rw]. Alors w’ s’obtient de w apres un nombre fini,
(¢j)1<j<m, d’opérations élémentaires et w] s’obtient de wy apres un nombre fini, (p;)1<i<n,
d’opérations élémentaires. Donc le mot ww, se transforme en w'w; en effectuant les g;
opérations, ensuite on effectue les p; opérations pour transformer ce dernier mot en w'wj.
D’ot ww' est en relation avec wiw|. ®

Siw= 21292, € M(XUX), alors on écrit [w] = [z125- -2, sa classe d’équivalence
suivant R.
Le produit des mots dans M (X UX) induit une loi de complosition interne dans ’'ensemble
quotient M (X U X)/R donnée par

[wl] . [U)Q] = [Ull .’LUQ] .

Remarque 1.1.5
1. [0] est I’élément neutre de M (X U X)/R. Par exemple [v7] = [0] et [x7 z2] = [0].

2. Si[vyxy---m,] € M(X UX)/R, alors son inverse est [T, Tn_1---T1).



Ainsi M(X U X)/R muni de la loi du produit des classes (quotient) est un groupe.

Proposition 1.1.6
(M(X UX)/R,-) est un groupe libre sur [X] = {[z] / z € X}. Avec la convention que
z=x""1et[z] =[z]'. On note L(X)=M(XUX)/R

Démonstration.

On a M(X UX)/R =< [X] > . Montrons que M(X U X)/R est libre sur [X]. Soit
f : [X] — (H,-) une application, ou H est un groupe quelconque. Soit I'application
fi 1 [X]U[X] — H définie par fi([z]) = f([z]) et fi([7]) = (f([z]))~*. Considérons
I’application

-~

fi: M(XUX)/R= [X]> — H
oemie oz — Az zy)) = Al - f(E)
ﬁ est correctement définie car si---y;--y; - - - est un autre représentant de [ - - z;--x; - - - |,

c-a-d deux mots en relation, alors ils ont la méme image. En effet, si wRw’ alors on peut ob-
tenir w’ a partir de w apres un nombre fini d’opérations élémentaires ; ceci consiste a rajou-
ter T ou Zzx ou simplifier 2T ou Zz. En appliquant f; sur zZ, on obtient f([z])f([z])™! =
er. Alors dans H ceci revient a multiplier par ey ou supprimer ey ce qui ne change pas
élément. Il est clair que fi est un homomorphisme de groupes et fi,, = f. ®

1.1.2 Propriétés des groupes libres

Définition 1.1.7

On appelle longueur d’un mot le nombre de ses lettres. On note l(w) la longueur d’un mot
w. Un mot w € M(X UX) est dit irréductible ou réduit s’il ne contient pas de mot du
type T ou Tx.

Remarque 1.1.8

1. Siu,v € M(XUY),EZOTS l(uv) = l(u)+1(v). On déduil donc que tout élément non
vide x dans M (X U X), est non inversible. En effet, sl existe y € M(X U X) tel
que xy = 0 alors l(xy) =1(0) ; or l(zy) > 1 et I(0) =0 donc x est non inversible.

2. Un mot de longueur 1 est réduit.

3. Un motu € M(X UX) est de longueur 1 si et seulement siu € X ouu € X.

Théoreme 1.1.9
Dans chaque classe de L(X) Il n’y a qu’un seul mot réduit.

Démonstration.
On ne donne ici que 'idée de la preuve, le lecteur intéressé peut consulter [?].

1. Etape 1 : Si z est un mot de M (X UX), on construit de proche en proche un mot
réduit r(z) appelé forme réduite de x.

2. Etape 2 : On montre que si x est en relation avec y, alors leurs formes réduites
sont identiques.

3. Etape 3 : On montre que si deux mots réduits x et y sont en relation, alors x = .

n
Soit M I'ensemble de tous les mots réduits de M (X U X).



Proposition 1.1.10
L application
o: LX) — M
[w] — o([w]) =w,

ot w, est le mot réduit qui représente la classe [w)], est une application bijective.

On peut donc grace a l'application ¢ définie ci-dessus introduire dans M une loi de
composition interne donnée par :

wy - w), = oo~ (wy) - o~ (wy)) = @([w,][w)]) = o([ww)])

i.e, le produit de deux mots réduits est le mot réduit dans la classe du produit de ces
mots.

Proposition 1.1.11
(M,-) est un groupe isomorphe a L(X).

Proposition 1.1.12

Soit G un groupe. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Le groupe G est libre sur une partie X ;

(2) tout élément de G admet une écriture unique sous forme de mot réduit;
(3) St eq = a7' ...tk avec x; € X et e; € Z alors e; = 0 pour tout i.

Démonstration. G est libre sur X équivalent a G isomorphe a M, le groupe des mots
réduits de M (X U X~ 1). Donc a chaque élément g € G on lui associe son mot réduit.
Donc I'unicité de écriture est assuré par cet isomorphisme. m

Théoréme 1.1.13
Soient X et 'Y deux ensembles, alors L(X) est isomorphe a L(Y') si et seulement si X
et Y ont le méme cardinal.

Démonstration.

Supposons que X est en bijection avec Y, et montrons que L(X) est isomorphe a L(Y).
Comme X est en bijection avec Y, il existe une application bijective f : X — Y.
Considérons I'application

so: Y — L(Y)
y — [yl

Alors 'application sgo f : X — L(Y), est compatible avec la relation entre les mots de X
et I’égalité dans L(Y'). Donc sgo f induit une application sy o f : [X] — L(Y) ; et comme
[X] est une partie libre de L(X), alors elle se prolonge uniquement a un homomorphisme
de groupes f: L(X) — L(Y). Considérons maintenant f~':Y — X et 'application

s1: X — L(X)

Comme on a déja fait avec f, 'application s; o f~! : Y — L(X) induit une application

—_——

siof~t: [Y] — L(X)
bl — [ W)l



—_—

Et comme L(Y") est libre sur [Y], alors s; o f~1 se > prolonge en un unique homomorphisme

de groupes 7—\1 : L(Y) — L(X). Montrons que f et f~ 71 sont inverses 'un de 'autre. On
a pour tout [y] € [Y], que

Fof=Xwh) = f(F~ W) = [F (@) = [yl = Idryy(ly)

c-a~-d la restriction de f 7—\1 sur [Y] est égale a Idpeyyy), donc d’apres I'unicité du
prolongement on obtient f f~ F1=1d L(v)- En utilisant la méme méthode sur f~!o f on

obtient donc f— 1o f = Idpx). Donc f est bijective, et donc c’est un isomorphisme de
groupes.

Réciproquement, supposons que f : L(X) — L(Y) est un isomorphisme, et montrons
que X est en bijection avec Y. Soient M) l'ensemble des mots réduits de M (X U X), et
M, Vensemble des mots réduits de M (Y UY). Soient f; I'isomorphisme de M; vers L(X),
et fo 'isomorphisme de M, vers L(Y), et considérons le diagramme suivant :

LX) —1 (v

] E

My — M,.
L i Yofon 2

Alors ¢ = f;' o f o fi est un isomorphisme de groupes entre M; et M. Soit w = z un
mot réduit dans M; constitué d’une seule lettre. Montrons que ¢(x) est aussi constitué
d’une seule lettre. Supposons p(x) = yi* - - - y;" - - - yir, avec g; € {—1,1,0}, alors cela
implique que
= Yyt oyl ye) = o Myt o (YY) - e (yEr), done @ s'éerit de deux maniéres.
Alors d’apres I'unicité de 1'écriture, il existe ig € {1,---,n} tel que

{ g # 0,51 i =i,

e =0,si i1

Donc z = ¢~ (y;, )% c—;a—d o(z) = yzo, compte tenu de la Remarque 1.1.8 on conclut que
o(X) =Y ou p(X) =Y. Dol ¢x est une bijection entre X et Y. m

Corollaire 1.1.14
St L est un groupe libre et si X et'Y sont deux parties génératrices libres de L, alors

Card(X) = Card(Y).
Ce résultat justifie la définition suivante :

Définition 1.1.15
St L est un groupe libre, alors le cardinal d’une partie génératrice libre de L est appelé le
rang de L.

Remarque 1.1.16

1. En particulier, un groupe libre est de rang fini n s’il posseéde une partie génératrice
libre finie de cardinal n.

2. D’aprés le Théoréeme 1.1.13, deux groupes libres L et L' sont isomorphes si et
seulement si rang(L) = rang(L').



Théoreme 1.1.17
Tout groupe est image épimorphe d’un groupe libre. En particulier, tout groupe de type
fini est tmage épimorphe d’un groupe libre de type fini.

Démonstration.
Soient G’ un groupe et X = {x;};e; un sous ensemble de G tel que G =< X >. Soit YV
un ensemble en bijection avec X ; on peut supposer que Y = {y;}ic;. On définit alors
I’application

f: M{Yuy) — G

avec la convention f(y;) = x; et f(7;) = x; . Alors f est compatible avec la relation
d’équivalence entre mots dans M (Y UY) et I’égalité dans G'; donc elle induit une appli-
cation f : L(Y) — G. On vérifie facilement que c’est un homomorphisme de groupes
surjectif. m

Corollaire 1.1.18
Tout groupe est le groupe quotient d’un groupe libre par un de ses sous groupes normaux.

Démonstration.

Soit G =< X > un groupe donné. D’apres le Théoreme 1.1.17, il existe un épimorphisme
f:LY)— G;donc G = f(L(Y)). D’apres le premier théoreme d’isomorphisme, on a
L(Y')/ ker f est isomorphe & G. ®

Définition 1.1.19
Un groupe est libre, s’il est isomorphe a un groupe qui a une partie génératrice libre.

Proposition 1.1.20
Si G est un groupe libre, alors il existe une partie Y C G tel que G soit libre sur'Y .

Proposition 1.1.21
Soit G =< X >. Alors G est libre si et seulement si G est isomorphe a L(X).

Démonstration.

Considérons les applications

L(X)
[z].

1 est compatible avec les relations d’équivalences entre mots dans X et I'égalité dans G,
donc elle induit une application

10 X — G s: X
T

—
et
r — T —

i: [X]=X/R —
[z] = i([z]) = i(z) = =

Comme L(X) est libre sur [X], 7 se prolonge & un homomorphisme unique i : L(X) — G.

Et d’autre part, comme G est libre sur X alors s se prolonge a un homomorphisme unique

5: G — L(X).

Montrons maintenant que i 05 = Idg et 504 = Idpx).

1. On a pour tout € X que i o5(x) = i(s(z)) = i([z]) = i([z]) = 2 = [dg(x).
Donc (EOE)‘ x = i, or on sait que Idg x = 7, donc d’apres I'unicité du prolongement
ona (io3s)=Idg.



2. On a (goE)HX] :j, ol
g [X] — L(X)
[z] — [a]
et Idpx)x) = j. Comme L(X) est libre sur [X], alors Soi= Idpx).
Donc i est un isomorphisme de groupes.

Proposition 1.1.22 Soit G un groupe libre. Alors
1. G est infini.

2. Si G est engendré par plus de deux éléments, alors G est non abélien.

Démonstration.

1. Par la Proposition 1.1.21, on peut supposer que G = M(X U X)/R. Soit alors
x € X. Sin # m alors z" et 2™ représentent deux classes différentes. Donc
[z]" # [2]™. Ce qui implique que 'ensemble {[z]" : n € Z} C M(X U X)/R sera
infini.

2. Supposons que G =< X > est abélien et prenons deux éléments x1, x5 de la partie
génératrice de G. Alors x1xy et xox; sont deux mots réduits qui représentent la
méme classe. Contradiction.

1.2 Présentations de Groupes

1.2.1 Définitions
Soient (G, -) un groupe et A C G. Alors

N(A) =< {gag_1 g€ G a€ A} >= {glailgflgga?g;l .- ~gnaf1"g;1 ca; € Aygi € Gep==1,i=1,n}

est un sous groupe normal dans G contenant A, qu’on I'appelle le sous groupe distingué

engendré par A ou le sous groupe normal engendré par A.

Soient G un groupe donné, engendré par une partie X, et ¢ : L(X) — G I’épimorphisme
1

associé, défini par ¢([---x; - -2;--+]) =z oo ot € Xi€ L

Dans le reste de ce text la classe de g sera notée aussi g.

Définition 1.2.1
On appelle relation (entre les générateurs) tout élément de kero.

Définition 1.2.2
On appelle présentation de G tout couple (X, R), ou

1. X est une partie génératrice de G.
2. R est une partie de L(X) tel que N(R) = kero.
On écrit G =< X : R >.



N(R) est I'ensemble de toutes les relations entre les éléments de X.
N(R) =< {gag™',g € L(X),a € R} > .

Puisque N(R) est engendré par R alors on peut obtenir toutes les relations entre les
éléments de X a partir des relations de R et les relations qui n’appartiennent pas a R
sont des relations superflues.

Exemple 1.2.1
1. Le groupe libre sur X a pour présentation < X : () >.
2. Le groupe cyclique d’ordre n engendré par x a pour présentation < x :x" =1 >.
3. Le groupe symétrique S, est engendré par les transpositions s; = (i, + 1),i =
1,n —1; les relations sont alors s? = 1 pour i = 1,n — 1,(s;841)° = 1 pouri =
1,n—2,s;8; = sjs; pour |i — j| > 1.
Pour n =4, alors Sy =< 81, 82, 83 : 51,53, 52, (5152)3, (5253)%, (5153)% >.

Définition 1.2.3
Un groupe est dit de type fini s’il admet une partie génératrice finie.

Théoreme 1.2.4
Tout groupe admet une présentation.

Démonstration.
Soient GG un groupe et X une partie génératrice de G. Soit f : X — G une application
quelconque, et f : L(X) — G 'homomorphisme de groupes tel que f \x = J. Posons

R = kerf, alors N(R) = R, car R est un sous groupe normal dans L(X). I suffit de

prendre ¢ = f; donc < X : R > est une présentation de G. m

1.2.2 Morphismes de présentations

Un groupe peut avoir plusieurs présentations ce qui rend nécessaire 1’étude des liens
entre ces présentations.

Définition 1.2.5
Soient X,Y deux ensembles. Un morphisme de présentations de < X : R > dans <Y :

S > consiste en une application ensembliste p : X — L(Y) telle que I’homomorphisme
induit @ : L(X) — L(Y) satisfait a §(R) C N(S). On écrit p :< X : R>—=<Y : § >.

On note y<x.r> la surjection canonique de L(X) dans L(X)/N(R).

Proposition 1.2.6
Tout morphisme de présentations ¢ :< X : R >—<Y : S > induit un unique homomor-
phisme @ : L(X)/N(R) — L(Y)/N(S) tel que le diagramme suivant est commutatif

L(X) —" L(X)/N(R)

l«z

L(Y)/N(S)

V<Y :S>

Si de plus on note u la classe d’équivalence d’un élément u de L(X) dans L(X)/N(R),
alors
P(@) = d(v<x:r>(u))
= (Yev:s> 0 P)(u)

I
S|



Démonstration.
Soient @ : L(X) — L(Y), Yey.s> : L(Y) — L(Y)/N(S), et considérons

Y<yss> 0P 1 L(X) — L(Y)/N(S).

On cherche a montrer que y.y.s~ 0® est compatible avec la relation d’équivalence définie,
par N(R), sur L(X) et d’égalité définie sur L(Y)/N(S), i.e, si w(w')™' € N(R) alors
(V<y.5509)(w) = (Y<y.5>09)(w') ; pour cela il suffit de montrer que N(R) C ker(y<y.s=©
¥). Montrons d’abord que R C ker(y<y.s> c%). On a

R C ker(y<y.s>0P) & Vw € R, (Y<y.5> 0 P)(w) = 1v)n(s) = N(9).

Or w € R implique que B(w) € B(R) C N(S). Donc (y<y.s= 0 p)(w) = N(5).

Dot R C ker(y<y.s> © p). Comme N(R) est le plus petit sous groupe normal de L(X)
contenant R et ker(vy<y.s> o @) est distingué dans L(X) alors N(R) C ker(y<y.s> © P).
Soient maintenant w,w’ deux éléments en relation dans L(X); donc ww'™' € N(R). Or
N(R) C ker(y<y.s> © @), donc ww'™' € ker(y.y.s> o ). Ceci implique que (V<y.s> ©
?)(ww' ™) = N(S), ce qui est équivalent & (yey.s5» 0 P)(w) = (y<y.5> © @)(w’). D’ou
Y<y.s> © P est compatible avec la relation d’équivalence définie sur L(X) et d’égalité
définie sur L(Y")/N(.S) ; donc elle induit une application ¢ : L(X)/N(R) — L(Y)/N(S).
On montre facilement que ¢’est un homomorphisme de groupes.

u

Remarque 1.2.7
Soient p < X : R>=><Y :S>etp: <Y : S >< Z:T > deuxr morphismes de
présentations. Alors o p:< X : R>—=< Z :T > est un morphisme de présentations et

— ~

Yop=1toop.

us avons vu qu'un morphism résentations induit un momorphisme sur
Nous avons ’ orphisme de présentations induit homomorphisme sur les
groupes présentés mais qu’en est-il du contraire ?

Proposition 1.2.8
Pour tout homomorphisme f : L(X)/N(R) — L(Y)/N(S) il existe un morphisme de
présentations p :< X : R>—=<Y :S > tel que p = f.

Démonstration.
Soit # € X ; on a alors (foy<x:r>|)(7) € L(Y)/N(S). Comme 7y.y.s- est surjective, alors
il existe v € L(Y) tel que Yoy.s~(v) = (f o v<x.r>)(z). Considérons I'application

p: X
x
et vérifions que ¢, ainsi définie, est un homomorphisme de présentations et que @ = f.

D’apres la définition de ¢, le diagramme suivant est commutatif

L(X) —""> L(X)/N(R)

d |

L(Y)/N(S)

Y<Y:S>

10



c-a-d on a yoy.g5 0P = f oy.x.gr>. Donc pour tout r € R on a

(Y<vis> 0 @)(r) = (f 0 yex:r>)(r) = f(N(R)) = N(S).

Ceci nous donne @(r) € kery.y.ss,et cela pour tout r € R, donc p(R) C keryoy.s~ =
N(S). D’ott ¢ est un morphisme de présentations. Comme @ est 'unique homomorphisme
de groupes telle que @ o Yox.r> = Y<v.s5> © @, d’apres la Proposition 1.2.6, et que f o
V<X:R> = Y<v:5> © P, alors on obtient g = f. =

Définition 1.2.9
Deux présentations sont du méme type si et seulement s’il existe deuxr morphismes de
présentations ¢ : < X : R>=><Y :S>etp:<Y :5>=>< X : R > tels que :

pop= Idpxynw)y et @o )= IdryyNs)-

On dit alors que @ est une équivalence de présentations et que 1 est son équivalence
muverse.

Il est facile de vérifier que la composition de deux équivalences de présentations est une
équivalence de présentations.

Proposition 1.2.10
Deux présentations sont du méme type si et seulement si les groupes qu’elles définissent
sont isomorphes.

Démonstration.

Supposons que G =< X : R > et G' =< Y : S > sont deux présentations du méme
type et soient ¢ :< X : R >—=<Y : S > une équivalence de présentations et ¢ :< Y :
S >—< X : R > son équivalence inverse. Alors wogo Idrx)ner) et gpow = Idry)/N(s)-
Donc @ et 1 sont des isomorphismes de groupes, c-a-d L(X)/N(R) et L(Y)/N(S) sont
isomorphes. Comme G est isomorphe a L(X)/N(R) et G’ est isomorphe a L(Y)/N(S5),
alors G et GG’ sont isomorphes.

Inversement, supposons que G et G’ sont isomorphes. Soit f : L(X)/N(R) — L(Y)/N(S5)
un 1som0rphlsme de groupes Alors il existe deux morphismes de présentations, ¢ et v,
tels que ¢ = fetw f~1. Donc ¢o¢—]dL(y/N(5 eti/}ogp—]dL x)/N(r)- D’out p et ¥
sont des équivalences de présentations. m

1.2.3 Equivalences de Tietze

Théoreme 1.2.11
Soit < X : R > une présentation d’un groupe G et soit s € N(R). Posons S = RU {s}.
Alors les groupes G =< X : R > et G' =< X : S > sont isomorphes.

Démonstration.

Montrons d’abord que N(R) = N(S). Ona N(S) = N(RU{s}) donc R C RU{s} C N(95),
de plus comme N(S) est un sous groupe normal dans L(X) et N(R) est le plus petit sous
groupe normal dans L(X) contenant R, alors N(R) C N (S ).

D’autre part, soit w € N(S), alors w = g5 g, 9255295 " - Gns sieng 1 avec g; € L(X) et
si€S,e;==+1.0nas, € Sdoncs, € Rous,=s,alors s; € N(R). Comme N(R) est
un sous groupe normal dans L(X) alors

G187 91 9285295 gusimg, ' € N(R),
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avecn € N, g; € L(X),i € {1,...,n}, il vient w € N(R) d’'ou N(S) C N(R), on obtient
N(S) = N(R), alors L(X)/N(R) = L(X)/N(S), donc G et G’ sont isomorphes.

m Soit l'inclusion i : X — L(X) alors i(R) = R C N(S) et i(S) =S C N(R), donc i est
I’application ensembliste sous-jacente a deux équivalences de présentations :
pr<X:R>><X:S>ety) <X :S>><X:R>.

Définition 1.2.12
Les équivalences pr :< X : R >—=< X : S > et ¢ :< X : S >>< X : R > s’appellent
des équivalences du type Ia, Ib respectivement.

Remarque 1.2.13
Une équivalence du type Ia ne fait qu’ajouter une relation superflue tandis qu’une équivalence
du type Ib ne fait qu’enlever une relation superflue.

Théoreme 1.2.14
Soit < X : R > une présentation de groupe, soient v € L(X), et y ¢ X telle que v =7.
Alors les groupes G =< X : R > et G' =< X U{y}: RU{yv '} > sont isomorphes.

Le Théoreme 1.2.14 nous donne deux équivalences ¢ :< X : R >—=< X U{y} :
RU{yv™'} > et o) :< X U{y}: RU{yv™'} >—>< X : R > appelées équivalences du
type I1a et 11b respectivement.

Remarque 1.2.15
Une équivalence du type Ila ne fait qu’ajouter un générateur superflu tandis qu’une
équivalence du type I1b ne fait qu’enlever un générateur superflu.

Définition 1.2.16
Les équivalences La, Ib,I1a, et [1b s’appelent les équivalences(transformations) de Tietze.

Théoreme 1.2.17
Deux présentations définissent le méme groupe si et seulement si de 'une on peut obtenir
lautre aprés une suite finie d’équivalences de Tietze.

1.3 Exercices

Exercice 1.3.1 Montrer que (Z,+) est un groupe libre sur {1}.

Exercice 1.3.2 Soit F,, un groupe libre engendré par n générateurs xi,xs, ..., Tp.

a) On appelle puissance total d’un mot W = x5'x32...x5F sur x; le nombre
j

PR
(W) =Y e
im=J
Calculer 9, (W), 9o(W), 04(W),95(W) pour W = a7 zoxwy *asw,.

(b) Montrer que pour tout 1 < j < n, il existe f; un épimorphisme de groupes de F,, dans
7.

Exercice 1.3.3 Montrer qu’un groupe G est libre sur une partie X si et seulement si la
condition suivante est vérifiée : 1 = x]'x5?..xi" avec s; € Z et x; € X pour tout i, alors

s; = 0 pour tout 1.

Exercice 1.3.4 Soient X etY deux ensembles de méme cardinal et ¢ : Mx ~ L(X) —
My ~ L(Y) un isomorphisme de groupes. ¢ conserve t-il la longueur, i.e., [(w) = l(p(w))
pour w € Mx ?.
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Chapitre 2

Groupes des tresses

2.1 Générateurs et relations

Définition 2.1.1 On appelle groupe de tresses d’Artin B,,, n € N*, le groupe engendré
par n — 1 générateurs oy, ...,0,_1, et les relations entre ces générateurs sont :

0,0 = 0j0; si|j—i| > 2 (2.1)
0i0i410; = 04100441 pour i =1,..,n — 2. (2.2)

Les deux relations (2.1) et (2.2) sont appelées relations d’Artin (ou de tresse). D’apres la
définition on a

e B; est trivial.

e By =< g7 > est un groupe infini cyclique isomorphe au groupe des entiers relatifs Z.

Exemple 2.1.1

Montrons que 020103090103 = 010302010302. Fn utilisant les relations d’Artin, on a
090103090103 — 020301020103 — 0203092010203

— 030903010903 — 030201030203 — 0309010920309

— 030109010309 — 010302010302.

Soit F' un groupe donné, X un sous-ensemble non vide de F', et ix : X — F' I'inclusion
canonique.

Définition 2.1.2

On dit que F est libre sur X (ou que X est une partie libre de F'), si toute application
f: X — G, ou G est un groupe arbitrairement donné, se prolonge a un ( unique) ho-
momorphisme de groupes f : F — G telle que f = f oi; cette équation exprime la
commutativité du diagramme suivant :

X =
N

Q T
k|

Un groupe qui est libre sur une partie génératrice est dit groupe libre sur cette partie.
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Exemple 2.1.2
Le groupe (Z,+) est libre sur {1}. En effet, toute application f de {1} dans un groupe
quelconque (G, .) se prolonge a un homomorphisme de groupes

f: 7 — G
no— J(1) = F1).F(1). (1) (nfois)

Théoreme 2.1.3 Soit G un groupe engendré par n éléments. Alors G est ["'tmage épimorphe
d’un groupe libre sur une partie a n éléments.

Remarquons que si (G, .) est un groupe arbitraire et f : B, — G est un homomorphisme
de groupes, alors les éléments {s; = f(0;) : 1 <1i < n—1} vérifient les relations de tresses.
Pour la situation inverse, on a la proposition suivante.

Proposition 2.1.4

Soit G =< $1, ..., Sp—1 > un groupe donné. Si les éléments {s; : i = 1,....,n — 1} vérifient
les relations de tresses, alors il existe un unique homomorphisme de groupes f : B, — G
telle que s; = f(o;) pour tout i € {1,...,n — 1}.

Démonstration.

Soit F), le groupe libre engendré par {o; : 1 < i < n — 1}. D’apres le Théoreme 2.1.3,
il existe un unique homomorphisme de groupes f : F, — G telle que f(o;) = s; pour
tout s = 1,...,m — 1. Les relations de tresses (2.1) et (2.2) permettrons & f d’induire un
homomorphisme f : B, — G. f est ’homomorphisme recherché. m

Soit G = S, le groupe des permutations de 'ensemble {1,2,...,n} et considérons, pour
chaque ¢, la transposition s; = (i,7 + 1), ou s; permute i et i + 1 et laissant fixe les autres
éléments de {1,2,...,n}.

Exercice 2.1.5 Montrer que les transpositions vérifient les relations de tresses.

Ceci nous permet de définir un homomorphisme de groupes surjectif 7 : B,, — S,,, appelé
projection, telle que 7(0;) = s; pour tout i = 1,....,n — 1.

Proposition 2.1.6 Le groupe B, est non commutatif pour n > 3.

Démonstration.
Supposons que B, est commutatif. Alors o109 = 0907. 1l résulte que

8189 = m(01).w(02) = 7(0109) = 7(0201) = S251

ce qui est impossible. Donc B,, est commutatif, pour n > 3. =
Pour tout n, on peut définir un homomorphisme de groupes

7;” . Bn — Bn+1
o > in(0y) = oy

appelé inclusion naturelle (ou injection). Donc B,, peut étre vu comme un sous groupe
de B, 11, et
31CBQC33C...
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2.2 Tresses géométriques

Dans cette section, nous donnons une définition géométrique du groupe des tresses.

Définition 2.2.1 On appelle tresse géométrique a n brins b la réunion de m courbes
disjointes dans R* x [0,1], appelées brins de b, reliant les points (1,0,0),...,(n,0,0) auz
points (1,0,1),....(n,0,1) et coupant en n points chaque plan horizontal R* x {t} avec
te0,1].

=0 \/ » X

\/

FIGURE 2.1 — Tresse géométrique a 3 brins

Définition 2.2.2 Soient b et I deux tresses géométriques a n brins. On dit qu’elles sont
isotopes s’il existe une suite continue de tresses géométriques a n brins bs (s € [0,1]) tel
que by = b et by = V. D’une maniére équivalente, s’il existe une application continue
F:bx[0,1] — R? x [0,1] telle que, pour tout s € [0,1], Uapplication Fy : b — R? x [0, 1]
avec b > x — F(x,s) est un plongement son image est une tresse géométrique a n brins,
Fy=id et F1(b) =10".

Proposition 2.2.3 La relation binaire ”étre isotope” est une relation d’équivalence sur
I’ensemble des tresses géométriques a n brins.

Définition 2.2.4 On appelle tresse an brins une classe d’équivalence de tresses géométriques
an brins vis-a-vis de l’isotopie. Si b est une tresse géométrique, on note sa classe d’équivalence
par [b].

On note par GB,, I'ensemble des tresses a n brins.

Loi de composition sur ’ensemble des tresses

Etant donnés deux tresses géométriques b et b'. On définit le produit bb' comme
étant la tresse géométrique obtenu en placant b’ au-dessous de b et en comprimant. Plus
précisément, bb’ est 'ensemble des points (x,y,t) € R? x [0, 1] telles que (z,y,2t) € b si
OStS%et (:c,y,Qt—l)Eb’si%Stgl.

Lemma 2.2.5 Le produit des tresses géométriques est compatible avec la relation d’iso-
topie, i.e., si by est isotope avec by et by est isotope avec b, alors biby est isotope avec
b0l
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D’apres le lemme ci-dessus, le produit des tresses géométriques induit une loi de com-
position, appelée multiplication des tresses, dans ’ensemble des tresses a n brins donné
par

[b].[6'] = [bb].

la multiplication des tresses est associative et admet comme élément neutre la tresse
triviale 1,, représenté par la tresse géométrique

b= ({1,2,...,n} x {0}) x [0,1] € R* x [0, 1].

Donc (GB,, .) est un monoide. On montre plus tard que c’est un groupe isomorphe a B,,.

Diagramme de tresse

Définition 2.2.6 Un diagramme de tresse a n brins est un ensemble D C R x [0, 1] qui
est la réunion de n courbes appelées les brins de D et qui vérifient les trois conditions
sutvantes :

1. Chaque brin est homéomorphe a l'image de l'intervalle [0, 1] par la projection R x
[0,1] — [0,1].
2. Chaque point de l'ensemble {1,...,n} x {0,1} est l’éxtrémité d’un unique brin.

3. Chaque point de R x [0, 1] appartient a au plus deux brins. A chaque point d’inter-
section de deuz brins qu’on appelle "point double ou de croisement”, ces brins sont
transverses. On indique le brin passant sous l’autre par une légere discontinuité du
trait.

»
! o

\/

\J

FIGURE 2.2 — Diagramme d’une tresse géométrique a 3 brins.

Remarque 2.2.7

(1) Trois brins d’un diagramme D ne se croisent en aucun point.

(2) Dans la condition (3), la transversabilité signifie que dans un petit voisinage du
point de croisement le diagramme D se voie, a homéomorphisme pres, comme [’ensemble
{(z,y) € R? : zy = 0}.

(3) La compacité des brins implique que le nombre des points de croisement de Dest fini.

Chaque diagramme de tresse D représente une classe d’isotopie de tresses géométriques
comme suit : a chaque diagramme D on lui associe une tresse (D) en utilisant 'identifi-
cation R x [0,1] C R x {0} x [0,1]. On peut supposer

D C R x {0} x [0,1] C R* x [0,1].
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Dans un petit voisinage d’un point double de D on pousse légerement le brin dessous dans
R x]0,4+00[x[0, 1] en augmentant la seconde coordonnée et en laissant fixe la premiere et
la troisieme. cela transforme D en une tresse géométrique a n brins. Sa classe d’isotopie
est une tresse bien définie présenté par D. On note 3(D) la tresse obtenue.

Il est facile de voir que chaque tresse peut étre présenté par un diagramme D (il suffit de
prendre la projection sur R x {0} x [0, 1].

Définition 2.2.8
On définit l’isotopie et le produit dans l’ensemble des diagrammes de tresses de la méme
facons que dans le cas des tresses géométriques.

Il est évident que si D est isotope a D’ alors (D) = 5(D’) et DD’ représente 3(D)5(D’).

Définition 2.2.9

(1) On appelle mouvements de Reidemester toute transformation de type I,1I ou I11
comme dans la Figure 2.3.

(2) Deux diagrammes de tresses sont dits R-équivalents si on peut passer de l'un a l'autre
par une suite finie de mouvements de Reidemester.

Il est clair que si D et D’ sont R-équivalents alors 5(D) = B(D’).

Théoreme 2.2.10 Deux diagrammes de tresses représentent deux tresses géométriques
1sotopes si et seulement s’ils sont R-équivalents.

Démonstration. Voir [3] m

8- 0
HH

FIGURE 2.3 — Mouvements de Reidemeister

Le groupe GB,

Nous montrons que ’ensemble des tresses G B,, muni de la multiplication définie avant
a une structure de groupe. Pour tout ¢ = 1,...,n — 1, nous définissons deux tresses
élémentaires o} (resp. o; ) ol les brins sont tous verticaux sauf pour les brins i et i + 1
qui se croisent, le brin i + 1 passant sur (resp. sous) le brin i, voir la Figure .. Alors GB,

est engendré, comme un monoide, par les tresses o, , 07, ...,00 1,0, ;.
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s " 1 ol i@ i+l n

Al TR

(@) (b)

FIGURE 2.4 — (a) le générateur o', (b) le générateur o;
Lemma 2.2.11 Toute tresse o € GB,, admet un élément inverse o' € GB,,.

+

%

€1 €2

. . _ . L . -
Démonstration. Supposons o = o;/0;2...0;", avec ¢; = +. Il est clair que 0;0; =

o; 07 = 1 pour tout i = 1,2,...,n — 1. Posons 0~' = o, %0, “"'..0;*. Alors oo™ =
o lo =1, (avec la convention —+ = —=+—et —— =+). =

Corollaire 2.2.12 GB,, a une structure de groupe.

Lemma 2.2.13 Les générateurs oy , 04 ,...,0. | vérifient les relations de tresses.

Démonstration.
La premiere relation se découle du mouvement (7). La deuxieme relation se découle de
(I1I) (puisque deux diagrammes isotopes representent la méme tresse). m

Théoreme 2.2.14 ][] existe un unique homomorphime de groupes ¢ : B, — GB, telle
que @(0;) = o, pour tout i = 1,...,n — 1. De plus ¢ est un isomorphisme.

Démonstration.

L’existence et 'unicité de ¢ sont garantis par le Lemme 2.2.13 et la Proposition 2.1.4. De
plus ¢ est surjectif car oy, ...,0,} | engendre GB, et ils sont dans I'image de ¢. Il nous
reste donc que de montrer que ¢ est injectif. Pour ce faire, on définit une application
Y : GB, — B telle que ¥ o ¢ = idpg,.

Chaque o € GB,, peut étre représenter par un diagramme de tresse D dont les croisements
ont des coordonnées seconde distinctes et

— — €1 ~€2 €k
o =0(D) = ojlo;..0;,

ol ¢; égale + ou — et iy, i,...,5; € {1,2,...,n — 1}. On définit

V(o) = Y(D) = (04,)" (04,)?...(03,)F,

ou
-1

(o))t =05 et (0;) =0,

L’application 1 est correctement définie et, par construction, vérifie ) o ¢ = idg,. =

Groupe de tresses pures

Rappelons qu’on a définit, dans la premiere section, un homomorphisme de groupes 7
de B, dans le groupe symétrique S,,.
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Définition 2.2.15
On appelle groupe de tresses pures le noyau de la projection naturelle = : B, — S,. On

note ce groupe par P, et un élément de P, sera appellée tresse pure a n brins. Donc
P, =ker(rm: B, — S,).

D’apres la définition, une tresse géométrique a n brins représente un élément de P, si et
seulement si, pour tout i = 1, ..., n, le brin de cette tresse ataché au point (,0,0) a comme
éxtrémité le point (7,0, 1).

Pour tout 1 <17 < 5 < n, on pose

_ o2 1 1
Aij = 07104100, 1.0, ;.

FIGURE 2.5 — La tresse pure A, ;

Théoreme 2.2.16
Le groupe P, est engendré par
entre ces générateurs sont

M générateurs {A;; : 1 < i < j < n}. Les relations

A;j sir<s<i<jouir<r<s<j,
1 } )
Ata 4 = ] Aradigd 515 =1
r,s<1i,j44r,s Ai7jAS]A’LjA lA_ SiT:i<8<j,
AW-ASJA 1A 1A As ;A A 1A_ sir<i<s<j].

Théoreme 2.2.17
Pourn >3, C(B,) = C(P,), le centre de B, est un groupe infini cyclique engendré par
A2 ou

An == (0102...Un,l)(alag...on,Q)...(0102)01.

2.3 Espaces de configurations

Dans cette section, on donne la définition d’une tresse comme mouvements des points
dans une variéte. Soit M un espace topologique et

M"=MxMx..xM
I’espace produit de n > 1 copies de M muni de la topologie produit. On pose
Fou(M) = {(u1,u2, ..., u,) € M" | w; #u; pour tout i# j}.

Cet sous espace de M™ est appelé 'espace de configuration de n-uplets ordonnés de n
points distincts de M.
Soit M une variété connexe de dimension dim(M) > 2 éventuellement avec bord.
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Définition 2.3.1 On appelle groupe de tresses pures a n brins de M le groupe fon-
damental m (F,(M)).

Si on prend M = R? on obtient le groupe de tresses pure P,.
Théoréme 2.3.2 P, = m(F,(R?)).

Démonstration.

Définissons une application ® de ’ensemble des tresses géométriques pure dans I’ensemble
des lacets de F,(R?) basé en ¢, = ((1,0),(2,0), ..., (n,0)) comme suit : & chaque tresse
géométrique pure b C R? x [0, 1] on associe le chemin (lacet) o : I = [0,1] — F,,(R?)
défini par a(t) = (uy(t),...,u,(t)) ou le “™ brin de b intersecte le plan R* x {t} au
point (u;(t),t) pour tout i = 1,...,n. Ce chemin a comme origine et éxtrémité le point
¢, = ((1,0),(2,0), ..., (n,0)). Posons ®(b) = a.

L’application ® est bijective d’inverse 'application ¥ définie comme suit : de tout lacet
a=(ay,qn,....ap) : I =1[0,1] — F,(R?) basé en ¢,, on fait associer la tresse géométrique

pure
b= J (), 0).

i=1tel
L’application ® est bi-compatible avec la relation d’équivalence d’isotopie définie sur ’en-
semble des tresses géométriques pure et d’homotopie définie sur I’ensemble des lacets de
Fn(R?) basé en ¢, = ((1,0),(2,0), ..., (n,0)); donc b et & sont isotopes si et seulement si
®(b) = a et (V') = o/ sont homotopes. D’out P, est isomorphe a 7 (F,(R?),q,). =
Fixons un ensemble fini de points @),, dans I'intérieur de M, avec m € N. Posons

Fnn(M) = Fo(M = Q).

Il est claire que Fo (M) = Fp(M) et Frp1(M) =M — Q.
Le groupe symétrique S,, agit sur F,, ,(M) par permutation des coordonnées, i.e.,

Ve,y € Fun(M), 2Ry < Jo0 € S, : x = o(y).
L’espace quotient
Coon(M) = Frnn(M) /S, = Frnn(M)/R.

est appelé 'espace de configuration de n-uplets non-ordonnés de n points distincts de
M — Q,,.

Définition 2.3.3
On appelle groupe de tresses de M — Q,, a n brins le groupe fondamental m1(Cp,pn(M)).

Théoreme 2.3.4

Le groupe GB,, est isomorphe & m1(Con(R?),q) ot q est le point de Co,(R?) représenté
par l’ensemble

{(1,0),(2,0),...,(n,0)} C R2.

Démonstration. L’isomorphisme est défini comme suit : a chaque tresse géométrique b
on associé le lacet ay, : I — Cp ,(R?) défini par ay(t) = b, ot by x {t} =bN(R* x {t}). m
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2.4 Automorphismes de tresses de groupes libres

Nous donnons la définition du groupe de tresses comme groupe d’automorphismes
d’un groupe libre sur n générateurs. Soit F,, un groupe libre sur xy, zs, ..., T,.

Définition 2.4.1
On dit qu’un automorphisme @ de F, est un automorphisme de tresses s’il vérifie les deux
conditions suivantes :
(i) 1l existe une permutation p de l'ensemble {1,2,...,n} telle que p(xy) et conjugué
dans Fy, a x,m pour tout k € {1,2,...,n}.
(ii) p(x122...00) = T1T2....Ty.

On note ensemble des automorphismes de tresses de F,, par B,,. Remarquons qu’un auto-
morphisme de F), est totalement déterminé par son action sur les générateurs x1, xo, ..., Tp,.
D’apres la définition, il est facile de vérifier que I'inverse d’un automorphisme de tresses et
la composition des automorphismes de tresses sont aussi des automorphismes de tresses.
D’ou on a le théoreéme suivant.

Théoréme 2.4.2 L’ensemble B,, muni de la composition des applications, notée multi-
plicativement, i) = @ o pour tout ¢, € By, a une structure de groupe.

Exemple 2.4.1
Pour tout 1 =1,2,...,n — 1, les deuxr automorphismes de F,, suivants

Tkl stk =1, xkxkﬂx,;l stk =1,
~ —1 . . ~—1 . .
Gi(zy) =< oy wpxy stk=i+1, ;6; (vp) =4 Tr—1 sik=1+1,
T sinon. T sinon.

sont des automorphismes de tresses de F,.

Démonstration.

ok =1 :

GioG; (zx) = 6i(0 ’l(xk)) = Gi(merpnzy ) = Gi(wr) (@i [Fi(ze)]

-1
$k+133k+137k37k+193k+1 = T.

o7 ' 0 di(w) = &7 (i) = 67 (wrar) =
ok =17+1
G; 057 (ax) = 6i(6; (w1)) = Gil@pa1) = .
G, o Gi(wk) = 6y oy g 15%) 67 (2x)] 105 (k) ay ().
= %71%—1%%71%—1 = Tk.
ki kAitl:

G060, Hxr) = 6:(6; (zp) = 63(xp) = 10
Ui —1 @) O'l = O' 1(5'1(3%)) = 5'-71<$k) = Tk.

m Rappelons la définition suivante.
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Définition 2.4.3
Soient X, B deux espaces topologiques, et P : X — B une application continue. On dit
que P est un fibré localement trivial de fibre F si pour tout y € B, il existe un voisinage
Vdey, eth:V x F — P YV) un homéomorphisme telle que le diagramme suivant
commute :
VxF L pyv)
NP
pri
V

Il est claire que F est homéomorphe & P~1(b), pour tout b € B.

Théoreme 2.4.4

Soit M une variété conneze de dimension dim(M) > 2 éventuellement a bord. L’ applica-
tion P : Fpyn(M) — Fp (M) définie par P(uy, ug, ..., uy) = (U1, Uz, ..., u,) oul <1 <mn,
est un fibré localement trivial de fibre Fppsrp—r(M).

Démonstration.
Fixons un point base u” = (u}, ...,u?) dans F,, (M), et considérons la fibre
PHu?) = {(u, s ), Y1, o Yn) € Frnn(M)/

ul, .., ud Ypy1, ...,y sont distincts et dans M — Q,,}.

Choisissons @, 1, égale a Q,, U {u?,...,u’} alors, on obtient

cey Wpe

Fontrm—r(M) = {(Yrs1, s Yn)/Yri1s -, Yo sont distincts et dans M — Qs }-

Donc il existe un homéomorphisme

h: Foirmr(M) — P7HY, . ul)

“ey r

défini par
h(yT+17 R yn> = (U’(1J7 e ugu Yr+1, 7yn)

Nous donnons la preuve de la trivialisation locale de P seulement dans le cas r = 1. Fixons
un point zg € M —Q,, = Fr1(M) = Fp . (M). Ajoutons un autre point g,,11 a I’ensemble
@, pour former Q),,11. Prenons un homéomorphisme f : M — M qui fixe ),, comme
ensemble (i.e., f(Qn) = Qm), telle que f(gmi1) = o. Soit U un voisinage de z, dans
M — @,, homéomorphe & une boule ouverte et soit U la fermeture de U. Définissons une
application continue # : U x U — U possedant les propriétés suivantes :
(1) 0, : U — U définie par 0,(y) = 0(u,y) est un homéomorphisme qui fixe le bord U
point par point.
(1) Oy (u) = xo.
Selon (), Papplication @ se prolonge a une application, notée aussi 0 : U x M — M,
définie par
O(u,y), si(u,y)elUxU
G(U,y):{ Y, si(u,y) € U x (M —=U).

L’homéomorphisme recherché ¢ : U X Fpy10-1(M) — P7H(U) est donné par

Ptz oy tin) = (u, 0,7 (F (u2)), -0, 0,7 (f ()

On a donc P o ¢ = Pr;. L’homéomorphisme inverse ¢! est donné par :

O N, ug, oy tn) = (u, fHOu(12)), oy [ (Ou(un))).
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Définition 2.4.5

On appelle homomorphisme oubliant toute application f, : P, — P,_1, pour chaque
n > 2, définie comme suit : a chaque élément de P, représenté par une tresse géométrique
b, ot le i brin de b relie (i,0,0) a (¢,0,1) pouri =1,2,...,n, on associé la tresse f,(b)
an — 1 brins obtenue a partir de b en oubliant le n**™ brin.

L’application f,, est bien définie puisque si b et b’ sont deux tresses géométriques isotopes,
alors f,,(b) et f,(0') sont aussi isotopes.

Proposition 2.4.6

(1) fn est un homomorphisme de groupes.

(2) fonoi=1idp, , oui estlinclusion naturelle i : P, — P,_;.
(8) L’homomorphisme f, est surjectif.

Pour n > 2, on pose
U, =ker(f,: P, — P,_1).

Notons que f,, a une section alors, on a le resultat suivant.

Proposition 2.4.7 P, est isomorphe au produit semi-direct de P,_1 par U,.

Chaque tresse pure [ € P, peut étre développer uniquement sous la forme § =
i(B")B, avec ' € P, 1 et B, € Uy,. Ici ' = fu(B) et B, = i(B")"'S. En appliquant ce

développement inductivement, on conclut que  peut étre écrite uniquement sous la forme

B = [23354...5, (2.3)

ou p; CU; C P; C P, pour j =2,3,...,n. L’écriture (2.3) est appelée la forme normale
de .
Rappelons que, pour 1 <1 < j <mn,

Aij = 0j10-92..0i410,0;,1...0; 4.

Alors A;,, € U, pouri=1,2,..n— 1.

Définition 2.4.8 Une variété connexe M est asphérique si son revétement universel est
contractile.

D’une fagon équivalente, une variété connexe M est asphérique si ses groupes d’homotopies
m; (M) sont triviaux pour tout ¢ > 2.

Proposition 2.4.9
Pour tout m > 0; n > 1 la variété F,,,(R?) est asphérique.

Démonstration.
On considere le fibré F,, ,(R?) — F,,1(R?) = R? — Q,, de fibre F,,11,,—1(R?) défini, ci-
dessus, dans la preuve du Théoreme 2.4.4. La chaine d’homotopie de ce fibré nous donne
une chaine exacte

e — 7Ti+1(R2 — Qm) — Wi(.Ferl,n,l(RZ)) — 7Tl<f‘m7n(R2)) — Wi(RQ — Qm) — ...

Notons que R? — Q,, se rétracte par déformation & un bouquet de m cercles. Ce bouquet
de cercles est asphérique puisque son revetement universel est un arbre et par conséquent
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est contractile. Donc, R? — @, est asphérique. Il résulte que m;(R? — Q,,) = 0 pour 7 > 2.
On conclut que pour tout ¢ > 2,

Ti(Finn(R?)) 2 mi(Frnsro-1 (R?)).
Par induction, on obtient

7Ti(JT_;n,n(IRQ)) = 7Ti(JT_.m—&-n—l,l(]RQ» = ﬂi(RQ - Qm—i—n—l) = 0
|

Théoreme 2.4.10
Pour tout n > 2, le groupe U, est libre sur les (n — 1) générateurs {A;n}i=1, n—1

Démonstration.

En prenant M = R? dans le Théoréme 2.4.4, on obtient le fibré localement trivial

P : F(R?) — F,,_1(R?) de fibre F,,_1 1(R?). Les groupes ma(F,_1(R?)) et mo(F—1.1(R?))
sont triviaux d’apres la Proposition 2.4.9 et le fait que F,,_1 1 (R?) est une variété connexe.
Ceci nous donne une suite exacte courte

1 — 7 (Fro11(R) — w1 (Fn(R2) 25 oy (Fuoy (R?)) — 1 (2.4)

Puisque 7 (F,(R?)) est isomorphe & P, et m1(F,_1(R?)) est isomorphe & P,_;, alors on
identifie ’homomorphisme P, avec 'homomorphisme oubliant f,, : P, — P,_1. Donc
(2.4) deviendra

1 — 7T1(]:n_171<]R2>> — Pn i) Pn—l — 1 (25)

Pour calculer le groupe 7 (F,_11(R?)) = m(R? — @Q,_1), on prend

Qn-1 = {(1,0),(2,0),...,(n—1,0)} C R?

et on prend ay = (n,0) comme point base de R? — Q,_;. Le groupe 7 (R?* — Q,_1,ao)
est libre de rang n — 1 engendré par les générateurs zq,...,x,_1 comme dans la Figure
??. L’homomorphisme m(F,_11(R?)) — P, = m(F,(R?)) dans (2.5) est induit par
I'inclusion

]R2 - Qn—l - fn—l,l(Rz) — Fn(R2)
a€R*—Qn — ((1,0),(2,0),...,(n — 1,0),a)

En comparant les Figures 77 et 7?7, on observe que cet homomorphisme envoie x; sur 4, ,,
pour tout ¢. Finalement, la suite exacte (2.5) implique que U, est libre sur {A; , }iz1. n-1.
[ |

Corollaire 2.4.11
Pour i = 1,2,..n, Uenlévement du 1™ brin définit un homomorphisme de groupes f: :
P, — P,_1. Le noyau de f' est un groupe libre de rang n—1 engendré par les générateurs

Al,i) cey Ai—l,i) Ai,i-i—la ) Ai,n'
Théoreme 2.4.12

L’application & : B, — B, définie par &(o;) = 6; pour i =1,2,....,n — 1, est un isomor-
phisme de groupes.
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Démonstration.

L'image d’une tresse 8 € B, par £ sera notée 3. Dans la preuve de ce théoréme il est
nécessaire de donner la définition explicite de B Les éléments &4, ..., 5,1 € B, vérifient
les relations de tresses, donc il existe un homomorphisme de groupes de B, dans B, qui
envoie g; sur ¢; pour tout i. On va donner une autre définition pour cet homomorphisme :
Si € B,etu€ U, =kerf,,alorsi(f) ui(8)"! € P,y1 car P,y est un sous-groupe
normal de B,,;;. De plus, d’apres la définition de f,, 1, il résulte que i(B)u i(3)~" € Upy1;
par suite la formule

u— (Bui(B)

définit un automorphisme de U, ;. On obtient donc un homomorphisme de groupes £ de
B, dans le groupe, Aut(U,1), des automorphismes de U, ;.

D’apres le Théoreme 2.4.10, on peut identifier U, avec [}, en posant xy = A1 € Upia
pour k = 1,2, ...n. Sous cette identification on a £(5) = B pour tout 3 € B,. En effet,
il suffit de vérifier cette égalité pour les générateurs oy, ...,0,_1 de B,. Ceci revient a la
vérification des égalités

Apt1n41 si k=1,
. . _1 o _1 . .
i(03) A1 i(00) " = S A Akt Agnr stk =i +1,
Al g1 sinon.

Ces égalités sont vérifiées en dessinant leurs diagrammes de tresses et de vérifier que ces
deux diagrammes représentent des tresses isotopes.

Montrons l'injection de I'homomorphisme & : B, — B,. Considérons une tresse
B € B, telle que B = 1; en abélianisant § on obtient ’homomorphisme identique de
Un+1/[Un+1, Uns1]. Donce w(5) = 1. Ainsi g € P, C B,. D’apres la formule normale, on a
B = Paf3...0, telle que 3; € U; C P; C P, pour tout j =1,2,...,n.
Supposons [ # 1. Prenons le plus grand ¢ < n telle que §; # 1. Alors 8 = (503....0;.
Comme /3 = 1, on doit avoir £(3) = 1. Donc i(f3) € P,,; commute avec tous les éléments
de U,41 et en particulier avec A;,1. Notons que (s, s, ..., Bi—1 sont des tresses sur les
¢ — 1 brins extrémement gauches. Donc ils commutent avec A;,1. D’apres le corollaire
précédent, les tresses Ay, ..., Ai—1, Aiit1, ..., Ains1 engendrent un sous-groupe libre de
P,11. De plus, on sait que la tresse 3; commute avec A;, 1 et elle est dans le groupe
Ui, C P, C P41 qui est engendré par Ay, ..., A;_1,;. Mais ceci est possible que si 3; = 1,
ce qui contradictoire avec le choix de 7. Donc = 1.

Montrons maintenant que & : B, — B, est surjectif. Soit ¢ un automorphisme de
tresses de F,, non-trivial. Supposons que

p(er) = Aeun Ay

ouk=1,2,..,n et Ay est un mot dans 'alphabet xfl, .., o1 On peut toujours choisir
Ay de sorte que le produit Aka:u(k)A,zl soit un mot réduit, i.e., ne contient pas des mots
de la forme x,z; ! ou z'z,. D’apres la définition de I'automorphisme de tresses, on a

o(T129...2,) = @(x1)p(x2)...0(xy)
= Alxu(l)Al_lAgl’u(g)AQ_I...Anl‘u(n)A;I

= X122...Tp.

I résulte que
Alx#(l)AflAgx#(g)Agl...Anx#(n)Agl = T1X2...Tp. (26)
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D’abord, on appelle terme special le terme z,,) qui apparaitre au milieu de Akaru(k)A,zl
. Chaque lettre x1,zs,...,x, apparaitra comme terme special du coté gauche de (2.6)
exactement une seule fois. L’égalité (2.6) implique que le coté gauche de (2.6) va étre
réduit au coté droit apres toute réduction possible, i.e., simplification de z,x, ! = z 'z, =
1. Supposons qu'un terme special x,) est simplifié avec une lettre :z:;(lk) pendant ces
réductions; ce I;(lk) ne peut pas étre obtenu du mot Akxu(k)Alzl lequel supposé réduit. Si

x;(lk) vient de Al;ll, alors on doit avoir
-1 1 4-1
pour certain mot B. Par suite
A1 = Akfﬂu(k)B_l- (27)

Si la lettre x;(lk) qui annule le terme special x,) est obtenue du coté droit du terme
special z,,(;+1). Alors on doit avoir

-1 1

pour certain mot B; puis Ap = AkaMkH)AﬁlB_lxu(k); on pose A = A,;ilB_lx”(k).
On aura
Ak = Ak+1$u(k+1)A‘ (28)

De méme, si x;(lk) vient de Ay, 1. On obtient
pour certain mot A. Si :v;(lk) vient du coté gauche du terme special :v;(lkfl). Alors

Ak I—BI A lAk 1T

(k) u(k 1)’

ou B est un mot. Donc A, = Ax_1x (k 3 Ak le (k) . Posons A = Ak Bz (1). D’ou

Si les termes spéciaux du coté gauche de (2.6) ne se simplifient pas avec d’autres lettres.
Alors, on doit avoir u(k) = k pour tout k, A; et A, sont des mots vides et chaque paire
A,;lAkH se simplifie de sorte que A, = Ajy1 pour tout k. Donc ¢ = id, ce qui est
impossible.

D’apres ce qui précede, il existe j € {1,2,...,n — 1} et un mot A (peut étre vide) dans
rft, .. ! satisfaisant 'une des deux condltlons suivantes :

(a) On a une égalité des mots A; = A 12,341 A.

(b) On a une égalité des mots Ajﬂ = Aj:c;(lj)A.

Remarquons que

(a) = (2.7) pour j=k-—1 A=B"
(b) = (2.8) pour Jj=

(b) = (2.9) pour  j=

(b) = (2.10) pour j=k—1
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Cette condition implique que ¢ est dans l'image de I’homomorphisme £. Pour justifier
cette affirmation, définissons la longueur de ¢ comme étant la somme sur k = 1,2,....,n
des longueurs des lettres des mots Akx“(k)Agl

Si la condition (a) est vérifiée, alors 'homomorphisme ¢6; = pog; : F,, — F,, peut étre
calculer comme suit :

ooi(zr) = o(ar) = AkzumyAy " . pour k#j,j+1
805j(a7j) = @(%‘H) = AJ+1% ]+1)AJ+1

©G(Tj41) = Sﬁ(ff]ilf’?jl"jﬂ)

1

—A]Hx G+1) A]HA Tu(j) A A]quﬁl AJJrl

2A4 b CATE X AT Am Alx_l A Az A_
JHIL L G1) 41 JH1Lp(+1) (s pGH+D A1+ (+1) 2541

Le mot Aj1A est plus court que A; = A;j12,;41)A. par conséquent, la longueur de g
est plus courte que celle de ¢.

Si (b) est vérifiée alors, la longueur de ap&jl est plus courte que celle de ¢. Ceci implique
que ¢ peut étre réduit a l'identité par en répétant la composition seulement avec 7, et
&j’l. Ainsi ¢ est un produit de puissances de ¢;. Par conséquent, ¢ est dans I'image de

’homomorphisme 8 — 3. ®

2.5 Groupe de difféotopies

Définition 2.5.1
Soit M une variété orienté éventuellement a bord et () un ensemble fini de points dans
Uintérieur de M. On appelle endo-homéomorphisme de (M,Q) tout homéomorphisme
f: M — M vérifiant :

i) f(Q)=Q.

it) NreodM: f(x)=u (i-e.flomr = idonr).

Remarquons que chaque endo-homéomorphisme induit une permutation sur Q. On note
que si M est connexe et OM = (), alors tout homéomorphisme f : M — M préserve
I’orientation.

Définition 2.5.2
On dit que deux endo-homéomorphismes fo, f1 de (M,Q) sont isotopes s’il existe une
famille { fi}1er d’endo-homéomorphismes de (M, Q) telle que l'application

MxI—M
(x,t) — fi(x)

soit continue. La famille { fi}cr est appelée une isotopie de fy a fi .

2

Il est facile de vérifier que ” étre isotope” est une relation d’équivalence sur ’ensemble
des endo-homéomorphismes de (M, Q). Deux endo-homéomorphismes isotopes induisent
la méme permutation sur ().

Définition 2.5.3
On appelle groupe de difféotopies, noté M(M,Q), le groupe des classes d’équivalences
des endo-homéomorphismes de (M, Q) vis-a-vis de lisotopie, muni de la loi de composition

fg=fogpour f,g € M(M,Q). On note M(M) = M(M,D).
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Exemple 2.5.1
Soit D = D™ une boule fermée, de dimensionn > 0, dans R™ . Alors, ona  M(D) = {1}.

Démonstration.
On peut prendre D la boule unité de R™. On note la norme Euclidienne du vecteur z € R™
par |z| . Pour tout endo-homéomorphisme h de D, la formule suivante :

z sit<l|z| <1
hiz) =47 SislEls
th(%) silz| <t

définit une isotopie {h; : D — D}ier de hg = id & hy = h. On note que si h(0) = 0, alors
h(0) = 0 pour tout t € 1.
Par conséquent, on obtient aussi M(M,{0}) ={1}. =

Exercices

Exercice 2.5.4 On sait que By =< 01,03/010201 = 090109 >. Posons x = 010907 et
Y = 0109.

(1) Montrer que 2* = y* et que By =< z,y/x* = y* >.

(2) Montrer que x> € C(Bj3), le centre de Bs.

Exercice 2.5.5 Démontrer les égalités suivantes, en utilisant les relations d’Artin :
(1) (0102)* = (0201)°

(2) 0102010309 = 0203010905

(3) <0'10'20'3)4 = (0'30'20'1)4

Exercice 2.5.6 Démontrer les égalités suivantes, en utilisant les relations d’Artin :
(1) 010907 = 05 0100.

(2) oy oy oy = o0y oyt
(3o oyt =0y to oyt

Exercice 2.5.7 (1) Montrer que pour tout n > 1, le groupe B,, est engendré par les deux
éléments oy et a = 0105...0,_1. (indication : o; = o' toal ™).

(2) Montrer qu’il existe un homomorphisme de groupes f : B, — Z tel que f(o;) = 1,
pour tout i = 1,...,n — 1. Montrer que f induit un isomorphisme de B, /[By, B,| dans Z.
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