Chapter 2

SYSTEMES D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES

2.1 Position du problémes :

Soit a résoudre le systeme d’équations différentiélles suivant :

dX1

o =anx;+apxy+..... + ajxy. (D
dX2

E = das X1 +ay»xy+..... + arpxy.

dx,

E =an1x1 +ampnxy+..... + apnxn.

ol a;; sont des constantes, x;(¢) sont des fonction inconnues de ¢
Le systeme (1) est appelé systeme d’équations différentélles homogenes a coefficients

constants
Pour résourdre ce systeme, on recherche une solution particuliere du systeme sous la forme
kt kt kt
X|=0oe", xp =00e ,....., X, = Oue (2)

2.2 Calcul des coefficients ¢; et de la constante & :
X1,X2,.....,X, sont des solutions du systeme (1), ce dernier peut s’écrire sous la forme

.
kOtlekt = (an(xl + a0+ ..... +a1nan)e’“
kOtzekt = (a21061 +axon+..... + azn(xn)ekt

kk(Xnekl = (a,,l o +anlh +..... + ann(xn)ek’

(a11 —k)OCl + a0+ ..... + a0, =0 3)
a1 o + (a22 - k)OCQ + ... + ax,0, =0
4)

a1 0 + a0+ ...+ (ap, — k), =0



Afin de résoudre le systeme (3), on calcule le déterminant de ce dernier donné par

a1 —k ap Ain
Alk)=| an an—k ay (5)
anl ap2 ann — k
— Sikest tel que A(k) # 0, le systeme (3) admet une seule solution
o =0 =.... = o, = 0. Par conséquant le systeme (2) donne des solutions triviales :

x1(t) =x(t) = ...... =x,(t) =0

— Par ailleurs, pour obtenir des solutions non triviales du systeme (2), il faut que : A(k) =
0.
cependant , le systeme (3) n’a de solution non nulle que si le déterminant

A(k) =0 (©6)
Le calcul de ce déterminant donne une équation de degré n de type :

Ak) =K'+ A+ A2+ A, =0 (7)

dont les racines soit ki,kz .....,k,
L’équations (5) est dite “ équation caractéristique “ du systeme (1) . Sous racines sont
appellées “racines de 1’équation caractéristique® .
() _

On substitut chaque racine k; dans le systeme (3) et on détermine les coefficients ¢, =

Océl) — ... = o\ relatif & cette racine .

Remarque :

Ces coefficients sont définis a une constante multiplicative commune que I’on peut toujours
choisir I’'un des coefficients égal a 1 .

2.3 Etude de quelques cas

2.3.1 Les racines sont réelles est distinctes

Pour chaque racine k;, écrivant le systeme (3) et déterminant les coefficients ocl(l) = oé’) =
..... = ,S’) correspondants

On obtient alors les solutions du systeme (1) .
) _ l(l)ek1t7 xgl) _ az(l)eklt, O -

Pour &y : xgl =, ' xy =0, et JXn =0 e
Pour k5 : xiz) = al(Z) ekt xgz) = Océz)ekzt, ..... , xflz) = OC,(ZZ) a
Pour &, : xgn) = Otl(n)ek”t, xgn) = Océn)ek"t, ..... ) A = gkt

La solution générale du systeme (1) est une combinaison linéaire quelconque des solutions
partculieres précédentes .



(xl = clxgl) + szgz) + el + cnxgn)
Xy = clxgl) + czxgz) + . + cnxgn)
S clxg,l) + czx,(f) —+ .. + cnx,(,n)

X] = cloc( )ek‘t +cza(2)ekzl + ... + cnocl(n)ek”t. (8)

2
—|—czoc2( Jekot L +cn0, e

1 2
Xy, = cla,S )eklt —|—c206,(l )ekzt +..... +cp 0y
ou c,cy,.....,c, sont des constantes arbitraires. Elles peuvent €tre calculer a partir des
conditions initiales .
Exercice :

Déterminer la solution générale du systeme :

d

% — 2x; 42,1 9)
d

W Tntae

Puis la solution particuliere telleque : t =0, x; =1,x, =2.

Solution :

on pose : x; = a1e, xr = el < ‘% = akeX ‘% = apkeX
le systeme (1) devient :
(2—/{)061—1-2&2 =0.2 (10)

o+ 3—-klay =0.
on résoud le systeme (2) :

=0 (2-k(B—k)-2=0

Sk*—5k+4=0
A=25-16=9

2—k 2
1 3—-k



ki="5"=1, k=" =4
xgl) = al(l)e’, xgl) = ocz(])e’
N ) g

Calcul des ai(j )
e Pour k;=1:

On remplace dans I’une des deux équation du systeme (2)

on pose 061(]) =1= Océ = —% .
(1)

N _ it (
d’ot x; " =e ) X5

e Pour ky=4:

—2061(2) +2062(2) —0=a? = OéZ) =7 | (on pose 061(2) =1).

La solutions générale du systeme est alors

x1 = c1€' +cre*3 (11)

1
Xy = —Ecle’ +02€4t

Solution particuliere :

t=0, x1=1, xp=2

on rempace dans (3)

I =ci+c. :>—1:%c1:>c1=—%
2:—%4—62.
2 5 5
a=l-a=ltr=7 =a=3
d’ou
2 5
xlz—get—i—ge‘”
1 5
X2 = —§€t+§€4t

2.3.2 Les racines sont distinctes, mais certaines sont complexes :

4



Supposant que parmi les racines de 1’équation caractéristique existent deut racines complexes
conjuguées .

ki =a+ib, ky =a—ib.

A ces racines corespondent les solutions

1) _ aj(l)e(a+ib);

SRR
~ S~/

2) OC,(-Z) pla—ib)

Les coefficientf ocj(.l) et aj(-z) sont déterminés a partir du systemes (3)
Les parties réelles et imaginaires de la solution sont aussi des solutions. On obtient ainsi

deux solutions particulieres :

—(

X; :e‘”(ﬁ;l)cosbx—kﬁf)sinbx) (12)
(
J

=e%( }/j(-l) cosbx + )/j(-z) sinbx )

B }1)7 B ](2), ](1),7/](2) sont des coefficient réels définis au moyen de o'V et a}(z)
Des combinaisons linéaires de (8) entrent alors dans la solution générale du systeme

Exercice :

Trouver la solution générale du systeme :

d
% = —Tx1+x2
d
% =—-2x1—5x
Solution :
(=7 —k) 1

(-7—k)ai+a =0 :>A' -2 (=5-k)

=201+ (=5—k)op =0
k> +12k+37=0 (eqt caractéristique)

Solution de I’équation caractéristique :

e Pour ki =—-6+1i:



(—7+6—i)oc1(1) +oc2(1) =0. = %(1) = (1+i)oc1(1)
2a1(1)+(—5+6—i)a2(1) =0.

on pose : afl):1©a§1)21+i.

xgl) _ p(—6+01 xél) =(1 +l~)e(—6+i)r

Y

e Pour kry=-—-6—1i:
{(—7+6+i)a1(2)+a2(2) 0 :>oc2(2):(1—i)a1(2)

20 4 (=54 6+l =0
on pose : a1(2)21<:>a2(2):1—i.

2) _ o (6+i)t

X ; xgz) = (1—i)e~ (6T

x1 = cpelm0t 4 oy (040
X =c (1 4 i)ef(6+i)t 14 Cz(l _ l‘)ef((hLi)t

on peut aussi remplacer les deux solutions particulieres par leurs parties réelles et imaginaires
séparément :

xgl) — e Y (cost +isint), x?) = e "(cost —isint)
xgl) =(1+ i)e’b’(cost +isint) = e*b’[(cost —isint) +i(cost —isint)]
xéz) = (1 —i)e ¥ (cost —isint) = e "[(cost —isint) —i(cost +isint)]



