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 01السلسلة رقم 

 

 

 

 :  1تمرين ال

       حل المعادلات التفاضلية الخطية ذات المعاملات الثابتة بدون طرف ثان التالية:

  a) 𝑦̈ − 4𝑦̇ + 3𝑦 = 0           b) 𝑦̈ − 6𝑦̇ + 9𝑦 = 0       c)  𝑦̈ + 𝑦̇ + 𝑦 = 0   

 

 : 2 التمرين  

𝑦(0)حل المعادلات التفاضلية التالية علما أن:     = 𝑦̇(0)و    0 = 0   . 

    a − 𝑦̈ + 3𝑦̇ + 2𝑦 = 4                                                                                                        

b −  𝑦̈ + 3𝑦̇ + 2𝑦 = 2cos⁡(5𝑡)                  c −  𝑦̈ + 4𝑦̇ + 5𝑦 = 2 

 

𝑦̈ا ــ           حل المعادلتين التفاضليتين::   3التمرين  − 3𝑦̇ + 2𝑦 = 2𝑡3 − 7𝑡2 + 2𝑡 − 1 

𝑦̈ − 4𝑦̇ + 13𝑦 = 10co s(2𝑡) + 25⁡𝑠𝑖𝑛2𝑡        ب ــ 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 حــل الــسـلـسـلـة 

 

 

 : 1التمرين حل 

a) 𝒚̈ − 𝟒𝒚̇ + 𝟑𝒚 = 𝟎 

𝑦(𝑡)نبحث عن حل من الشكل:   = 𝑒𝑟𝑡       

=∆بعد التعويض نحصل على المعادلة المميزة:     4⁡⁡ ⟸ ⁡⁡𝑟2 − 4r + 3 =       للمعادلة جذران:     0

𝑟1 = 𝑟2و      1 = 3            

𝑦𝐻(𝑡)و يكتب الحل المتجانس:                         = 𝐴1𝑒
𝑡 + 𝐴2𝑒

3𝑡         

 b) 𝒚̈ − 𝟔𝒚̇ + 𝟗𝒚 = 𝟎 

=∆  المعادلة المميزة:       0⁡⁡ ⟸ ⁡⁡𝑟2 − 6r + 9 = 𝑟0لها جذر مضاعف         0 = 3                  

𝑦𝐻(𝑡)و يكتب الحل المتجانس:                         = (𝐴1𝑡 + 𝐴2)𝑒
3𝑡 

 

 

   𝒚̈ + 𝒚̇ + 𝒚 = 𝟎c)   

=∆المعادلة المميزة:           −3⁡⁡ ⟸ ⁡⁡𝑟2 + r + 1 =       للمعادلة جذران مركبان:   ،   0

                     

  𝑟1 =
−1+i√3

2
𝑟2و       =

−1−i√3

2
    

𝑦𝐻(𝑡)                      يكتب الحل المتجانس:                        = 𝑒−
1

2(𝐴𝑐𝑜𝑠
√3

2
𝑡 + 𝐵𝑠𝑖𝑛

√3

2
𝑡) 

 

 :  2حل التمرين    

𝒚̈ا ــ    + 𝟑𝒚̇ + 𝟐𝒚 = 𝟒 a −                                                                  

𝑦̈حل المعادلة بدون طرف ثان:       + 3𝑦̇ + 2𝑦 = 𝑦(𝑡).   نبحث عن حل من الشكل:    0 = 𝑒𝑟𝑡    

𝑟2بعد التعويض نحصل على المعادلة المميزة:     + 3r + 2 = 0                                            

=∆نحسب المحدد:   𝑏2 − 4𝑎𝑐             :نجد∆= 9 − 8 = 1 > 0                                           

𝑟1,2     إذن يوجد جذران مختلفان    =
−b∓√∆

2a
𝑟1و منه       = 𝑟2و       1− = −2 

𝑦𝐻(𝑡)و يكتب الحل المتجانس:              = 𝐴1𝑒
−𝑡 + 𝐴2𝑒

−2𝑡         

نبحث الآن عن حل خاص للمعادلة ذات الطرف الثاني و الذي يكون من نفس طبيعة الطرف الثاني أي    

𝑦𝑃( ) = 𝐶𝑡𝑒 = 𝐶            :2بالتعويض𝑦𝑃(𝑡) = 2𝐶 = 𝑦𝑃(𝑡)إذن         4 = 𝐶 = 2    

   يكتب الحل العام للمعادلة

  𝑦(𝑡) = 𝑦𝐻(𝑡) + 𝑦𝑃(𝑡) = 2 + 𝐴1𝑒
−𝑡 + 𝐴2𝑒

−2𝑡    

 نستعمل الشروط الابتدائية:    2و    𝐴1الثابتين  لتحديد 



𝑦(0) = 0⁡ ⟹ 2 + 𝐴1 + 𝐴2 + 0 

 𝑦̇(0) = 0⁡ ⇒ ⁡−𝐴1 − 2𝐴2 = 0    

𝐴2نستنتج :    = 𝐴1و       2 = −4  

 يكتب الحل العام للمعادلة: و في الأخير   

𝑦(𝑡) = 𝑦𝐻(𝑡) + 𝑦𝑃(𝑡) = 2 − 4𝑒−𝑡 + 2𝑒−2𝑡   

 

               (I)                b −  𝒚̈ + 𝟒𝒚̇ + 𝟒𝒚 = 𝟐𝐜𝐨𝐬⁡(𝟐𝒕)    

𝑦̈حل المعادلة بدون طرف ثان:        + 4𝑦̇ + 4𝑦 = 𝑦(𝑡).   نبحث عن حل من الشكل:    0 = 𝑒𝑟𝑡   

𝑟2بعد التعويض نحصل على المعادلة المميزة:      + 4r + 4 = 0                                               

=∆نحسب المحدد:   𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 𝑟1,2لدينا جذر مضاعف          0 = −
b

2a
= −

4

2
= −2      

𝑦𝐻(𝑡)و يكتب الحل المتجانس:            = (𝐴1 + 𝐴2𝑡)𝑒
−2𝑡         

)𝑦𝑃الحل الخاص     )                                   :𝑦𝑃(𝑡) = 𝑦0cos⁡(2𝑡 + 𝜑)   

                                                           𝑦̇(t) = −2y0sin⁡(2t + φ)  

                                                           𝑦̈(t) = −4y0cos⁡(2t + φ)  

 :   (I)نعوض في

−4y0 cos(2t + φ) − 8y0 sin(2t + φ) + 4𝑦0 cos(2𝑡 + 𝜑) = 2𝑐𝑜𝑠2𝑡                                            

−8y0(𝑠𝑖𝑛2𝑡𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠2𝑡) = 2𝑐𝑜𝑠2𝑡⁡ ⟹⁡ {
−8𝑦0𝑠𝑖𝑛𝜑 = 2
𝑐𝑜𝑠𝜑 = 0⁡⁡⁡⁡

 

}و منه نستنتج:                 
φ =

3π

2

𝑦0 = 0.25
𝑦𝑃(𝑡)يكتب الحل الخاص:         = 0.25cos⁡(2𝑡 +

3𝜋

2
)    

   التفاضلية:الحل العام للمعادلة  

                         𝑦(𝑡) = 𝑦𝐻(𝑡) + 𝑦𝑃(𝑡) = (𝐴1 + 𝐴2𝑡)𝑒
−2𝑡 + 0.25cos⁡(2𝑡 +

3𝜋

2
) 

 

c −  𝒚̈ + 𝟒𝒚̇ + 𝟓𝒚 = 𝟐 

   𝒚̈ + 𝟒𝒚̇ + 𝟓𝒚 = 𝟎 ;  𝑟2 + 4r + 5 = 0⁡;⁡⁡∆= −4 ⟹ 𝑟1 = −2 + 𝑖⁡, 𝑟2 = −2 − 𝑖⁡  



       ⟹⁡𝒚𝑯(𝒕) = 𝒆−𝟐𝒕(𝑨𝒄𝒐𝒔𝒕 + 𝑩𝒔𝒊𝒏𝒕)      

  𝒚𝑷(𝒕) = 𝑪𝒔𝒕𝒆 = 𝑪⁡⁡ ⟹ 𝟓𝑪 = 𝟐⁡⁡ ⟹ 𝑪 =
𝟐

𝟓
⁡⁡⁡⁡⁡⟹⁡⁡𝒚𝑷(𝒕) = ⁡

𝟐

𝟓
   

𝑦(𝑡)الحل العام للمعادلة التفاضلية:          = 𝑦𝐻(𝑡) + 𝑦𝑃(𝑡) = 𝒆−𝟐𝒕(𝑨𝒄𝒐𝒔𝒕 + 𝑩𝒔𝒊𝒏𝒕) +
𝟐

𝟓
                       

 

 : 3حل التمرين  

𝒚̈ا ــ        − 𝟑𝒚̇ + 𝟐𝒚 = 𝟐𝒕𝟑 − 𝟕𝒕𝟐 + 𝟐𝒕 − 𝟏     

𝑦(𝑡)                             يكتب الحل العام على الشكل:  = 𝑦𝐻(𝑡) + 𝑦𝑃(𝑡) 

𝑦̈     للمعادلة: 𝒚𝑯(𝒕)الحل المتجانس   − 3𝑦̇ + 2𝑦 = 0  

(𝑡)  المعادلة المميزة من أجل حل من الشكل  = 𝑒𝑟𝑡      :r2 − 3r + 2 = 0      

𝑟1،   للمعادلة جذران حقيقيان = 𝑟2و   1 =  و يكتب الحل المتجانس:      2

   𝑦𝐻(𝑡) = 𝑐1𝑒
𝑡 + 𝑐2𝑒

𝑡    

𝑦𝑃(𝑡)    يكون الحل الخاص من نفس شكل الطرف الثاني: = 𝐴3𝑡
3 + 𝐴2𝑡

2 + 𝐴1𝑡 + 𝐴0 

      𝑦̇𝑃 = 3𝐴3𝑡
2 + 2𝐴2𝑡 + 𝐴1              

     𝑦̈𝑃(𝑡) = 6𝐴3𝑡 + 2𝐴2 

𝑦̈      نعوض في المعادلة التفاضلية: − 3𝑦̇ + 2𝑦 = 2𝑡3 − 7𝑡2 + 2𝑡 − 1 

6𝐴3𝑡 + 2𝐴2 − 9𝐴3𝑡
2 − 6𝐴2𝑡 − 3𝐴1 + 2𝐴3𝑡

3 + 2𝐴2𝑡
2 + 2𝐴1𝑡 + 2𝐴0⁡ 

= 2𝑡3 − 7𝑡2 + 2𝑡 − 1 

⟹⁡

2𝐴3 = 2
−9𝐴3 + 2𝐴2 = −7

6𝐴3 − 6𝐴2 + 2𝐴1 = 2
 

 2𝐴2 − 3𝐴1 + 2𝐴0 = −1 

𝐴0      نستنتج = 𝐴1و       0 = 𝐴2 = 𝐴3 = 1 

𝑦𝑃(𝑡)      و منه: = 𝑡3 + 𝑡2 + 𝑡  

𝑦(𝑡)        و يكتب الحل العام : = 𝑦𝐻(𝑡) + 𝑦𝑃(𝑡) = 𝑐1𝑒
𝑡 + 𝑐2𝑒

𝑡 + 𝑡3 + 𝑡2 + 𝑡 



⁡𝒚̈ب ــ      − 𝟒𝒚̇ + 𝟏𝟑𝒚 = 𝟏𝟎𝐜𝐨 𝐬(𝟐𝒕) + 𝟐𝟓⁡𝒔𝒊𝒏𝟐𝒕 

𝑦̈حل المعادلة بدون طرف ثاني:                   − 4𝑦̇ + 13𝑦 = 0   

r2المعادلة المميزة:                          − 4r + 13 = =∆المحدد:          0 16 − 52 = −36         

  

𝑟2 =
−𝑏−𝑖√∆

2
= 2 − 3i              و𝑟1 =

−𝑏+𝑖√∆

2a
= 2 + 3i     :جذران مركبان 

    𝑦𝐻(𝑡) = 𝑒2𝑡 (λ𝑒𝑖
√|∆|

2
𝑡 + ⁡𝜇𝑒−𝑖

√|∆|

2
𝑡)⁡      

𝑦𝐻(𝑡)    و تكتب على الشكل:                   = 𝑒2𝑡(𝐴𝑐𝑜𝑠3𝑡 + 𝐵𝑠𝑖𝑛3𝑡) 

𝑦𝑃(𝑡)الحل الخاص: نبحث عن حل من الشكل            = 𝐴𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 𝐵𝑠𝑖𝑛2𝑡  

                                           𝑦̇𝑃 = −2𝐴𝑠𝑖𝑛2𝑡 + 2𝐵𝑐𝑜𝑠2𝑡⁡⁡⁡; ⁡⁡⁡⁡ 𝑦̈𝑃 = −4𝐴𝑐𝑜𝑠2𝑡 − 4𝐵𝑠𝑖𝑛2𝑡 = −4𝑦𝑃 

 نعوض في المعادلة     

  𝑦̈ − 4𝑦̇ + 13𝑦 = 10co s(2𝑡) + 25⁡𝑠𝑖𝑛2𝑡     

     8𝐴𝑠𝑖𝑛2𝑡 − 8𝐵𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 9𝐴𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 9𝐵𝑠𝑖𝑛2𝑡 = 10𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 25𝑠𝑖𝑛2𝑡    :من هنا نجد𝐴 = ⁡⁡𝐵و⁡⁡2 = 1    

)𝑦𝑃إذن                   ) = 2𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 𝑠𝑖𝑛2𝑡     

𝑦(𝑡)الحل العام          = 𝑦𝐻(𝑡) + 𝑦𝑃(𝑡) = 𝑒2𝑡 (λ𝑒𝑖
√|∆|

2
𝑡 + ⁡𝜇𝑒−𝑖

√|∆|

2
𝑡) + ⁡2𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 𝑠𝑖𝑛2𝑡⁡ 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 


