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Exercice 1: Soit £ = C([a;b],R) P'espace vectoriel des fonctions continues sur [a,b] & valeurs
réelles. On munit E de la norme || - ||o définie par :

[fllee = sup |f(z)], Vfe€E.

z€[a,b]

b
Soit T': E — R la forme définie par : f— Tf = / f(x)dx.
1. Montrer que T est une forme linéaire continue sur F.
2. Montrer que ||T||g = b — a.

Exercice 2: Soit £ = C([0; 1], R) I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs
réelles. On définit la forme A : E — R par

A(f) = F(0), feE.

1. On munit F de la norme || - || définie par :

[fllo = sup |f(z)|, VfeE.

z€[0,1]
e Montrer que A est une forme linéaire continue sur E et calculer sa norme.

2. On munit cette fois E de la norme

1l = / ()] dt.

e Montrer que A n’est pas continue sur F.

Indication: Raisonner par absurde et utiliser la suite de fonctions f, : [0,1] — R,

B 2n(1 — nt) sitel0, 1],
Jn(t) —{ 0 sit €]L,1].

3. En déduire que 'espace E n’est pas de dimension finie.



o0
Exercice 3: Soit F := (*(R) lespace des suites réelles x = (,,),>1 vérifiant > 22 < oo, muni
n=1

o 3
de la norme |22 :( > xfb) .
n=1

1. Soit A : E — E Dapplication définie par :

T

= (@n)no1 = A2) :(—>n21, > %

nOé
e Démontrer que A € L(FE) i.e. que A est une application linéaire continue sur F.

2. Pour tout entier p > 1, on définit lapplication A, : £ — E par

1 T T
L = (In)nZI = AP(‘/E) :<1_a7 2_a7 B p_§7 07 ) .
e Montrer que A, est un opérateur borné de rang fini pour tout p > 1.

3. Démontrer I'estimation suivante pour tout x € F tel que ||z|; < 1:

1A(x) = Ay(@)]l2 S( > k%) L Vp> 1.

4. En déduire que lim A, = A dans L(E).

p—0o0

5. En déduire que A est un opérateur compact.

Exercice 4: Soient (E, || - ||g) et (F,|| - ||r) deux espaces de Banach et A € L(E, F) tel que
Im(A) est dense dans F, i.e. Im(A) = F. Supposons que:

30 >0, [[Aw)|r>Clulle YueE.
1. Montrer que 'opérateur A est injectif.
2. Montrer que Im(A) est fermé dans F.

3. En déduire que A est inversible.
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