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Exercice 1: Soit E = C([a; b],R) l'espace vectoriel des fonctions continues sur [a, b] à valeurs

réelles. On munit E de la norme ‖ · ‖∞ dé�nie par :

‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|, ∀ f ∈ E.

Soit T : E → R la forme dé�nie par : f 7→ Tf =

∫ b

a

f(x) dx.

1. Montrer que T est une forme linéaire continue sur E.

2. Montrer que ‖T‖E′ = b− a.

Exercice 2: Soit E = C([0; 1],R) l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] à valeurs

réelles. On dé�nit la forme A : E → R par

A(f) = f(0), f ∈ E.

1. On munit E de la norme ‖ · ‖∞ dé�nie par :

‖f‖∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)|, ∀ f ∈ E.

• Montrer que A est une forme linéaire continue sur E et calculer sa norme.

2. On munit cette fois E de la norme

‖f‖1 =
∫ 1

0

|f(t)| dt.

• Montrer que A n'est pas continue sur E.

Indication: Raisonner par l'absurde et utiliser la suite de fonctions fn : [0, 1]→ R,

fn(t) =

{
2n(1− nt) si t ∈ [0, 1

n
],

0 si t ∈] 1
n
, 1].

3. En déduire que l'espace E n'est pas de dimension �nie.



Exercice 3: Soit E := `2(R) l'espace des suites réelles x = (xn)n≥1 véri�ant
∞∑
n=1

x2n <∞, muni

de la norme ‖x‖2 =
(
∞∑
n=1

x2n

) 1
2

.

1. Soit A : E → E l'application dé�nie par :

x = (xn)n≥1 7→ A(x) =

(
xn
nα

)
n≥1

, α >
1

2
.

• Démontrer que A ∈ L(E) i.e. que A est une application linéaire continue sur E.

2. Pour tout entier p ≥ 1, on dé�nit lapplication Ap : E → E par

x = (xn)n≥1 7→ Ap(x) =

(
x1
1α
,
x2
2α
, ...,

xp
pα
, 0, ...

)
.

• Montrer que Ap est un opérateur borné de rang �ni pour tout p ≥ 1.

3. Démontrer l'estimation suivante pour tout x ∈ E tel que ‖x‖2 ≤ 1 :

‖A(x)− Ap(x)‖2 ≤

(
∞∑

k=p+1

1

k2α

) 1
2

, ∀p ≥ 1.

4. En déduire que lim
p→∞

Ap = A dans L(E).

5. En déduire que A est un opérateur compact.

Exercice 4: Soient (E, ‖ · ‖E) et (F, ‖ · ‖F ) deux espaces de Banach et A ∈ L(E,F ) tel que
Im(A) est dense dans F, i.e. Im(A) = F. Supposons que:

∃C > 0, ‖A(u)‖F ≥ C ‖u‖E ∀u ∈ E.

1. Montrer que l'opérateur A est injectif.

2. Montrer que Im(A) est fermé dans F.

3. En déduire que A est inversible.
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