Master 2. Mathematiques Fondamentale et Discrete.
Module : Théorie des codes correcteurs d’erreurs 2.

Chapitre 1: Notions d'algebre.

1.1 Anneau des polynémes.

Définition 1.1. Soit A un anneau commutatif. Un polyndme sur A est une suite P=(a;);cn d’é1éments de A (dits coefficients)
qui sont nuls sauf un nombre fini. On note A[X]={ P=(a;)icn / 8 A} I’ensemble des polynémes sur A, ou X=(0, 1,0, ...,0..)
est dite I’indéterminé. Si on muni A[X] par les lois d'addition (+) et multiplication (.) définies par :

(@)ient(0)ien=( aithy)icn et (@)ien. (0)ien=(Z =0 a;b;—; )icn, alors on aura la proposition suivante :

Proposition et définition 1.2.

(A[X], +, .) est un anneau commutatif dit anneau des polynémes d’indéterminé X. D’éléments neutres 0=(0, 0, ...., 0...)
pour la loi (+) dit polynéme nul et (1, 0,0, ..., 0, ...) pour la loi (.).

Remarque: On a pour tout entier n, X"=(0, 0,...,0, 1, 0, ....) ou 1 se trouve en position n+1, et tout polyndme P=(a;)icn
s’écrit P =¥, a; X' et comme cette somme est fini alors il existe un entier n tel que a,#0, et P = Y™ , a; X'. L entier n est
appelé le degré du polynéme P noté d°(p), Par convention d°(0)=-«. Le coefficient a, est dit le coefficient dominant, si
a,=1 on dit que P est un polynéme unitaire.

Exemple: Les polyndémes de degré nul sont de la forme P=a / ac A-{0} dit polyndmes constants. Les polyndmes de degré
1 sont de la forme P=ax+b / ac A-{0} et be A, ceux de degré 2 sont de la forme P=aX2+bX+c / ac A-{0} et b,ceA.
Proposition 1.3.

A[X] est un anneau intégre si et seulement si A est un anneau integre.

Proposition 1.4. Division Euclidienne.

Si A est un anneau commutatif intégre alors, VAe A[X] et VBe A[X]-{0} de coefficient dominant inversible alors :

3(Q, R) e K[X]xK[X]: A=BQ+R /R=0 ou d°(R) < d°(B)

Proposition 1.5. Division Euclidienne

Si K est un corps commutatif alors ’anneau IK[X] est un anneau commutatif Euclidien.

Conséquence 1.6.

Si K est un corps commutatif alors KK[X] est un anneau principal.

Remarque :

Si | est un ideal de K[X] alors il est principal engendré par tout polyndme non nul de | de degré minimum, et le polynéme
unitaire P engendrant | est dit « le générateur » de | et on a:

I=(P) ={ PQ/ Qe K[X]}, les éléments de | sont dits les multiples de P.

Exemple :

Soit I={PeR[X] : P(1)=0} I est un idéal de R[X] et on a: Pel &P(1)=0=P=(X-1)Q / QeR[X])=Pe(P;=X-1).

donc I=(P;=X-1) I’idéal engendré par le polynéme P;=X-1.

1.2 Racines d'un polynéme et I'anneau quotient K[X]/(P).
Définition 1.7.
1) Un élément o de I’anneau A est dit racine du polynéme P = Y™  a; X' e A[X] si et seulement si
P(a) = X", a; o*= 0 (le zéro de A).
2) o est dite racine multiple de P d’ordre k si P=(X-0)"Q et Q(c)=0. Si k=1, o est dite racine simple.
Exemple : P=(X-1)2(X+1) e R[X] admet 1 comme racine double et (-1) comme racine simple.
Proposition 1.8.
Si a est une racine d’ordre k d’un polynéme P de K[X] alors a est racine d’ordre k-1 de son dérivé P".
Proposition 1.9.
Si K est un corps commutatif et | un idéal de IK[X] de générateur un polyndme P Alors IK[X]/(P) est un anneau commutatif
d’élément neutre 0 =I par ’addition et 1 =1+ par la multiplication, dit anneau quotient de K[X] par I’idéal I=(P).
Conséquence 1.10.
Si Pe K[X] est un polynéme irréductible alors I’anneau quotient IK[X]/(P) est un corps commutatif.
Exercice: Soit K un corps commutatif. L'ensemble K,.1[X]= {Pe K[X] tel que d°(P) < n-1} est une sous-algebre de K[X].

1.3 Corps finis.

1.3.1 Construction des corps finis.

Proposition 1.11. : Si p est un entier premier et P un polyndme irréductible sur F,, de degré n alors le corps F,[X]/(P) est un
corps commutatif fini isomorphe & (Fp)n.1[X] (I’anneau des polyndmes sur F,, de degré < a n-1) et de cardinal p".

Preuve: Soit I’application ¢ de Fy[X] dans (Fp)-1[X], A—¢(A)=R tel que R est le reste de la division Euclidienne de A par
P. ¢ est un morphisme d’anneaux surjective car : Imo={¢p(A) / AcF,[X]}= {R/ ReF,[X] et d°( R)<n-1}= (Fp)aa[X].

On a A=QP+R avec R=0 ou d°(R) < n-1 et Kerp={AcF,[X] / $(A)=0}={AcF,[X]/ R=0}

Kerg={ PQ / QeF,[X] }=(P) I'idéal engendré par le polyndme P. selon le premier théoréme d’isomorphisme alors:
Fo[X1/(P) = (Fp)n1[X] = (Fp)" et donc Card(F,[X]/(P))=p".



Proposition 1.12.

Si K est un corps fini alors la caractéristique de K est un entier premier p et KK admet un sous-corps isomorphe a F, dit sous-
corps premier de K et le cardinal de K est de la forme p".

Preuve : Comme K est un corps alors ¢’est un anneau intégre donc car(IK)=0 ou car(IK)=p premier, si on suppose car(K)=0
alors K est infini absurde car K est fini.

L’application f: Z — K,k + f(k) = k. 1, est un morphisme d’anneaux de noyau Kerf=pZ et F,=Z/pZ = f(Z) or f(Z) est
un sous-corps de K, donc on peut considérer F, comme un sous-corps de K dit sous-corps premier de K et donc le corps K
est considéré comme espace vectoriel sur F, et si dimgK = n alors K = F," et card(K)=p".

Propriétés 1.13.

Soit p est la caractéristique d'un corps commutatif fini K alors :

1) pest le plus petit entier non nul vérifiant p.1,=0.

2) vx€ K: p.x=0,

) Vx,y € K: (x+y)’ =x° + yP et (xy)P= x"+ yP,

4)VieN,vx,y € K: (x + y)P =xP + yP'

Proposition 1.14.

Si K est un corps commutatif fini de caractéristique p et de cardinal p" alors :

(K'=K -{0}, .) est un groupe cyclique d’ordre p"™-1 et V xeK : xP"= x.

Preuve:

1) K'=U(K) est un groupe cyclique multiplicatif de cardinal p"-1. Donc vV xe K" : xP"~1 = 1 en multipliant par x on trouve v
xeK" : xP"= x et comme cette égalité est vrai pour x=0 alors on trouve V xeK : xP"= x.

Définition 1.15. Racine primitive d’un corps fini.

Si K est un corps commutatif fini de cardinal p" , alors tout générateur o. du groupe cyclique K~ est appelé racine primitive
(ou élément primitif) de K et K={0, o' / 0< i < p"-2}.

Proposition et définition 1.16.

Soit K un corps commutatif fini de car(IK)=p premier et B eK. L’ensemble I;={P F,[X]/ P(3)=0} est un idéal (principal) de
Fo[X]. Son générateur noté Mg est appelé polyndme minimal de 8 sur F, (ou dans Fy[X]).

Remarque:

Si o est une racine primitive de K alors le polyndme minimal M,, est appelé polynéme primitif de K

Proprietés de Mg 1.17.

1) Mg est un polynéme unitaire de Fy[X] qui s’annule en f3.

2) Si Pe I (i.e. P(B) = 0) alors Mg divise P.

3) Mg est un polynéme irréductible (premier) sur Fp.

Preuve: 1) et 2) découlent de la définition de Mg. Pour 3) soit P, QeF,[X] : PQel < (PQ)(B)=0 < P(B)Q(B)=0 et comme
Fo[X] est integre alors P(B)=0 ou Q(B)=0 =Pelz ou Qelg d’ou I est premier donc d'aprés la proposition 11.1.8.2 et Mg est
premier (irréductible).

Exemple :

Soit K un corps commutatif fini tel que car(K)=3 et p=1cK

1={PeFR;[X]/ P(1)=0}={ (X-1)Q / Qe F3[X] }=<(X-1)> et M;=X-1 est le polyndme minimal de p=1 sur F;.

Proposition 1.18.

Soit ek, I’application ¢ : Fy[X] — K, P—¢(P)=P(B).

¢ est un morphisme d’anneaux de noyau g et le corps Fy[X]/ 15 est isomorphe a Im(¢).

Preuve:

Kerg={ PeF,[X]/ P(B)=0}=1s=(Mp) et donc d’apres le premier théoréme d’isomorphisme on a :

Fol X1/ Kerg= Im(¢) =F,[X]/ lg= Im(dp)={P(B)/PeF,[X]} qu’on note Fy[B].

Le corps Fp[X]/ (Mg) est isomorphe a Fy[B] ensemble des polyndomes d’indéterminé B sur F, dit extension de F, par f3.
Remarque (exercice) : Fy[B] est le plus petit sous-corps de K contenant f et F,.

Proposition 1.19.

Si d°(Mg)=n alors Fy[B] est un espace vectoriel sur F, de dimension n et admet B={1,p2, ..., B"'} comme base.

Proposition 1.20.

Si a. est une racine primitive d’un corps commutatif fini K alors: K = F,[X]/(M,,) ou M,, est le polynéme primitif de K.
Preuve: il suffit de montrer que Fy[o] = K. On a a.eK alors si P=Y};.o a; X' eF,[X] alors P()=Y;5 a; & €K d’ott Fy[a] cK.
Si xeK = x=0 ou xe K" = x=0 ou x=a' / 0< i < p" -2 et dans les deux cas xe Folod

Théoréme de Wadderburn 1.21. Tout corps fini K est un corps commutatif.

Conclusion :
Tout corps fini K est isomorphe au corps quotient de 1’anneau des polyndmes sur Son sous-corps premier par 1’idéal engendré
par le polynéme primitif de K.




1.3.2 Existence des corps finis.
Pour p un entier premier et neN", posons-nous les questions suivantes :
1) SiP estun polyndme unitaire et irréductible sur F existe-il un corps fini K et une racine primitive o de K tel que P=M,,
2) Existe-il un un polyndéme unitaire et irréductible de degré n sur Fy,
3) Existe-il un corps fini K de cardinal p".
Remarque : Si L est un corps commutatif quelconque et K un sous-corps de L, en remplagant K par L et F, par K on peut
genéraliser la definition de Iz pour BeL, et le polyndme minimal Mg de B sur K et ses propriétés comme dans le cas
précédent.
Théoréme 1.22.
Soit K un corps commutatif et PeK [X] irréductible, unitaire et non constant alors
Il existe une extension L de K et a.eL tel que P=M,,.
Preuve: il suffit de prendre L=IK[X]/(P) qui est un corps commutatif et I'application
f: K — K[X])/(P), x — f(x) = X est un morphisme de corps injective donc K est isomorphe a f(IK) qui est un sous-corps de
K[X]/(P) d’ou L est un sur-corps de K et a=XeL, si P=Y1, a; X* alors P(a)=Y" ga; & =¥ ga; X' =¥, a; X*
=y a, X' =P = 0. Donc P vérifie les propriétés dans 111.2.1.7 alors P==M,,.

Deflnltlon 1.23.
Une extension L d’un corps commutatif K est dite corps de rupture d’un polynoéme P sur KK, si Pe K[X] et P admet au
moins une racine a.eL.
Exemple :

1) Si P=aX+belK[X] de degré 1, alors K est un corps de rupture de P et o=-ba™ est une racine de P.

2) P=X2+1eR[X], alors le corps L=C est un corps de rupture de P sur R car a=i est une racine de P dans C.
Proposition 1.24.
Si K est un corps commutatif et PeK[X] avec d°(P)>1 alors P admet un corps de rupture L sur K.
Définition 1.25.
Une extension L d’un corps commutatif K est dite corps de décomposition d’un polyndme P sur KK de degré n, si PeK [X]
et P = a(X-ay) (X-ay)...(X-a,) ou a;el, ackK, (P est dit est scindé dans L).
Exemple :
1) Si P=aX+heK[X] de degré 1, alors K est un corps de décomposition de P car P=a(X-ba™)
2) P=X2+1eR[X], alors le corps L=C est un corps de décomposition de P sur R car P=(X-i)(X+i) tel que a,=i et a,=-i les
racines de P dans C.
Proposition 1.26.
Si K est un corps commutatif et PeK[X] avec d°(P)>1 alors P admet un corps de décomposition L sur K.
Théoréme 1.27.
Si p un entier premier et neN", alors il existe un corps fini K de cardinal p” et un polynéme irréductible PeF,[X] et d°(P)=n.
Preuve: Soit P,= XP" — Xe Fo[X] et K; le corps de décomposition de P, sur F alors toutes les racines de P, sont différentes
en effet on a P;=XP, tel que P,= XP"~1.1 est de degré p"-1, on a sa dérivé P,'= - XP"~1 n'admet gu'une seule racine qui n'est
pas racine de P, donc toutes les racines de P, sont différentes et I’ensemble
K ={xeKi, xP" —x = 0} des racines de Pqest un corps car il est stable par I'addition et la multiplication et contient F, et de
card(K)=p". Si a est une racine primitive du corps K alors il suffit de prendre P= M,, le polyndme minimal associé a o alors
P est un polynéme irréductible, unitaire et d'apres Proposition 1.11. et Proposition 1.10, K = F,[X]/<M> donc card(K ) =
card(F,[X]/ <My> d’ot p" = p*® = d°(P)=n.
Théoreme 1.28. Deux corps finis K et K* de méme cardinal sont isomorphes.
Conséquence 1.29. Si K est un corps de cardinal p" o0 p un entier premier et neN et s’il existe PeF,[X] irréductible avec
d°(P)=n alors K = F,[X]/ <P>.
En effet : on a card(F,[X]/ <P>)= p*®= p" = card(K) donc K = F,[X]/(P).

Conclusion :
Le corps fini K de cardinal q=p" tel que p entier premier et neN" est dit corps de Galois
Noté F, =Fp,n.Pour decrire le corps de Galois F(de cardinal g=p") il suffit de connaitre une racine primitive

a de Fy et son polyndme minimal M, (dit polyndme primitif) tel que d°(M,)=n et Fq=F,[a]={0, 1, a, o2,...,0P 2},

Exemple 1 :
Description du corps de Galois K =Fg , on a card(F¢)=9=32 donc p=car(Fg)= 3 et n=2
On a besoin d’un polyndéme irréductible P de degré n=2 sur le corps F3={0, 1, 2}.
Soit P=X2+X+2 eF3[X] comme P(0)=2-0, P(1)=1+0, P(2)=2=0 alors P est irréductible sur F3, et il existe une racine primitive
o de Fy, de polyndme minimal M,=P.
Ona Fy=F;[0]={0, 1, o, a2,0 o, o, o0’}
M, (0)=0 =a2+0+2=0 =a? = -a-2=2a+1 =0 = 202+a=20+2 =0’ =2,
=20, o® = a+l, o'= a. En fin F={0, 1, 2, a, 2a, a+1, a+2, 2a+1, 2a+2}.
Exemple 2: Décrire le corps de Galois de cardinal qg=16 (Fg).



1.3.3 Racines niéme de I’unité.

Définition 1.30. Soit n un entier non nul et KK un corps, on appel racine niéme de I’unité sur K tout élément o de K racine
du polyndme X"-1e K[X], c'est aussi I'ordre de o dans le groupe K.

On note G,(K) I’ensemble des racines niémes de ’unité dans K c.a.d. G,(K) = {x € K—{0}:x" — 1 = 0}

Exemple.

1- Les racines troisiéme de ’unité sur C sont a;=1, a,= % + %i, Oliz= 12 - %i etsur Rou Q c’est a=1.

2- Les racines quatriémes de 1’unité sur R sont oy,=1, o= -1.

Rappelons le théoreme suivant concernant les groupes cycliques :

Théoréme 1.31. Si G est un groupe cyclique d’ordre n et H = {X € G, xK = 1} I’ensemble des racines d’ordre k de ’unité
alors H est un sous-groupe (cyclique) de G d’ordre d = PGCD(n, k).

Théoréme 1.32. Groupe des racines niéme de ’unité

Soit K=F, le corps de Galois de cardinal g=p' tel que re N’et de caractéristique p premier.

L’ensemble G,(K) = {x € K — {0}: x™ — 1 = 0} est un sous-groupe cyclique d’ordre d = PGCD(p" — 1, n) dit groupe des
racines niémes de ’unité sur F, et on a G, (K)=G4 (K).

Preuve : il suffit d’appliquer le théoréme ci-dessus pour G= K'=F-{0} et H=G,, (K)

1.3.4 Corps des racines niemes de ’unité sur F,.

Soit p un entier premier et neN" et cherchons un corps de décomposition K de X"™-1 sur F,,

c-a-d. un sur-corps KK du corps premier F, tel que X"-1 se décompose en produit de polyndmes premiers ( pas nécessairement
tous différents), i.e. X"-1=[TiL,(X — 3,) tel que B,eK.

Remarque : On peut écrire 1’entier n sous forme n=Np™ o NAp=1let meN ona 2 cas:

1) nap=1 (n premier avec p) donc m=0et N=n.

2) nn’est pas premier avec p dans ce cas n=Np™ et m=0 et NAp=1. Ce cas peut étre envoyer au premier cas. C-a-d. que la
décomposition de X"-1avec n n’est pas premier avec p se déduit de celle de X"-1 avec N premier avec p carona:

Xt —1 = XNP" 1 = xNPT _ 1P™ = (XN — 1)P",

X"—1=0& XN-1)P" =0 XN -1 =06t G,(K) = Gy( K).

Proposition et définition 1.33. Construction du corps des racines ni¢mes de I’unité :

Soit p un entier premier et neN, il existe un unique (le plus petit ) corps de décomposition de X"-1 sur F, , ¢’est le corps

IK = Fpr oU r est le plus petit entier non nul tel que N divise p'-1 ce corps est dit corps des racines ni¢mes de 1’unité sur F,.
Etona:

X" — 1 = [INoH(X — B)P"avec B=o’ tel que s = % OU o est une racine primitive de K.

Preuve:

1) sin premier avec p. En effectuant la division Euclidienne de p par n on trouve :

p=q.n+ pjavec0 <p; <n = p =p;[n]onapan=1ldoncpan=letp, <n

donc p; est inversible dans Z/nZ et soit r est I’ordre de p; donc r est le plus petit entier non nul tel que p;" = 1[n] et
comme p = p;[n] alors p* = 1[n]=p" — 1 = 0[n]

d’ou r est le plus petit entier non nul tel que n divise p" — 1.

Soit K=Fr le corps de Galois ot r est I’entier définie ci-dessus. Selon le théoréme 111.2.3.2 ci-dessus le groupe cyclique

G, (K) est d’ordre d = PGCD(p" — 1,n)=n car dans ce cas n divise p" — 1.

Si pe K est un générateur de G, (K) alors G,(K) = (B) = {1,B, B?, ..., "~} constitué de n racines distinctes de X"-1 et X"
-1qui se décompose donc par :

X" —1 = [[H(X — BY) et donc K =Fr est un corps de décomposition de X"-1 sur Fp.

Remarque : Si o est une racine primitive de K(générateur de K") alors d’aprés les propriétés des groupes cycliques on peut
prendre B (générateur de G, (K) = (B)) de la forme p=c’ tel que s = %.

Le corps K=Fr est le plus petit corps de décomposition de x"-1 sur F.

En effet :

- Si L =F,v est un autre corps de décomposition de X"-1 sur F alors n divise p¥ — 1 comme r est le plus petit entier non nul
tel que n divise p" — 1 alors par division Euclidienne de v par r on trouve : v=rg+t tel que 0<t <r, t=0 si hon on aura :

p¥ = 1[n]Ap" = 1[n]=p" = 1[n]ap~®" = 1[n]=p' = pV U = 1[n]

Ce qui montre que t est le plus petit entier non nul tel que n divise p* — 1 ce qui est bsurde,

donc t=0 et v=rq d’ou r divise v et donc IK =Fr est un sous-corps de L =Fpv.

Donc chaque corps de décomposition L de X"-1est un sur-corps de K.

- Si L est un sur-corps de K=Fralors L est automatiquement un corps de décomposition de de X"-1 sur F,.

D’ou K=Fr est le plus petit corps de décomposition de X"-1 sur Fp.

2) sinn’est pas premier avec p.

Soient n=Np™ et m=0 tel que NAp=1 et r le plus petit entier non nul tel que N divise p'-1

alors le corps IK =Fr est le corps de décomposition de XN-1et donc celui de X"-1 qui se décompose par :

XN =1 =X =B = X" — 1 = [[M51(X — )" avec B est un générateur du groupe G, (K) et p=c’ tel que s = prT-1 et
o est une racine primitive de K.




Exemple :

Déterminer K le corps des racines 15-imes de 1’unité sur F, et décomposer X*-1 sur F,. N=15 et p=2 . Le corps concerné est
K=F," tel que r est le plus petit entier non nul tel que N=15 divise 2"-1 on trouve r= 4 et donc K= F,*=F.

(XP-D)=T12 X = B) = (X = DX = B) ... (X = B1*) et X¥*-1=(X"-1)°=[[{2,(X — B)? = (X — D*(X — B)? .. (X — B**)* et
B=o’=a est une racine primitive 15-ieme de ’unité ot o est une racine primitive de K.

1.3.5 Décomposition de X"-1 en produit de polynémes irréductibles sur F,.
Soit K = F,r corps des racines ni¢mes de 1’unité sur Fj et G, (K) = {x € K":x" — 1 = 0}
Définition 1.34. Racines niémes primitives de I’unité.
On appel racine niéme primitive de I’unité tout générateur 3 du groupe cyclique G, (K).L’ensemble de ces racines niéme
primitive de I’unité est noté P,(KK) et donc :P,(K)={B <G, (K) /B engendre G,(K)}.
Définition 1.35. Polyndmes cyclotomiques :
Soit K = Fp,r corps des racines ni¢mes de I’unité sur F,
On appelle Polyndme cyclotomique d’indice n, le polyndme noté @ (X) € F,[X] dont ses racines sont les racines niemes
primitives de I'unité dans K. i.e. @ (X) = [L.ep, (X — €).
Définition 1.36. Fonction indicatrice d’Euler :
On appelle Fonction indicatrice d’Euler la fonction:
¢ N—>N
n— ¢(mn) =card{ie N:i<netiAn =1}
Exemple : pour n=6, ¢(6) = card{1,5} = 2.
Rappelons le théoréme suivant concernant les générateurs d’un groupe cyclique :
Théoréme 1.37. Si G est un groupe cyclique d’ordre n engendré par g, alors :
(gkengendreG) @ 1<k<n-1AkAn=1.
L’ensemble des générateurs de Gest: P = {gh,1 <k <n—1A kAn = 1}etCard(P) = ¢(n)
Proposition 1.38.
Soient neN" et K= F,r corps des racines niémes de I'unité sur Fy .
Si [3 est une racine primitive niéme de I’unité, Alors I’ensemble de tous les générateurs de G,(K) (les racine primitives
niémes de I'unité) est : P,(K) = {$//1 <j < n—1etjAn= 1} etcard(P,(K)) = o(n).
Proposition 1.39.
Soient neN" et K = Fpr le corps des racines ni¢mes de 1’unité sur F. Si  est une racine primitive niéme de 1’unité alors Le
polynéme cyclotomique @, (X) s’écrit : @, (%) = [Tygjen—1(x — B')et d°(8,(X)) = o(n).
jAn=1
preuve : ]
9, () = [leep, o)X — €)et e est de laforme e=p tel que 1 <j < n—letjAn =1

Donc 9,(x) = Hlsjsn_l(x — Bj)et pour le degré ona:

jAn=1
i X i X1
do((z)n(x)) =d° (Hlsjsn—l(x - B])> = 1sjsn-1 do(X - B]) = 1sjsn—1:|Pn(K)| = (P(I’l).
jAn=1 jAn=1 jAn=1

Proposition 1.40.

Soient neN" et p premier tel que n premier avec p et K = Fr corps des racines ni¢émes de 1’unité sur F,

Alors le polyndme X"-1 se décompose par : X" — 1 = []g/n @a(%).

Preuve :

Comme nap=1 alors si B est une racine primitive niéme de I’unité le groupe G, (K) = {1, B, .., Bn_l} est de cardinal n. sid
divise n on note P4(K) I’ensemble des racines primitive d’ordre d de Iunité. 11 est évident que Py(K) =G, (K) et la famille
{P4(K)}4n forme une partition de G,(KK) (exercice) et on a

X" =1 = [Leg,a0X = &) = [ayn(ITeep 00X = €)) oF (Iepy )X — €)) n’est que le polyndme cyclotomique @4 (x) d’ou
X" =1 =]]g/nBq ().

Conséquence 1.41. Si n n’est pas premier avec p alors n=N.p™avec Nap=1letx" — 1 = Hd/n[Q)d(X)]pm.

Preuve : il suffit d’aprés Proposition 1.40. de décomposer XN — 1 = [Ta/nPa ().

Etona x" — 1=(xN — D)P" =x" — 1 = [[4,u[0a()]P" .

Proposition 1.42. Si neN" et p premier tel que n premier avec p. Alors les polyndmes cyclotomiques @,,(x)sont des
polyndmes unitaires & coefficients dans F,.

Preuve :

On démontre par récurrence sur n.

Si n=1, @, (x)=X-1 donc unitaire et @, (x) eF,[X]. On suppose que pour tout m<n: @, (x) unitaire et @, (x) eF,[X].
Ona:X"—1=]lgnPa(®) = Ila/naenPa(X). Bn(x)= P(x).0,(x) avec P(x) = [a/na=n Da(x)0na: vd/nalors d<n et
donc @4(x) est unitaire @4(x) eF,[X] donc P(X) est unitaire et P(X) eF,[X] et comme X"-1eF,[X] est unitaire alors

0, (x) eFp[X] et unitaire.



1.3.6 Calcul direct des polynémes cyclotomiques.
Proposition 1.43.

Si p est un entier premier alors @,(x) = xP™" + ... +x+ 1.
Preuve :

XP —1=Tlg/p 0a(®) = 0:(x)Pp(x) = (x — 1)@, (x) donc @, (x) =
Exemple :

B,(x)=x+1,0;x) = x> +x+1,0:(x) =x*+x3+ x2+x+1
Conséquence 1.44.

xP—

P—1 - -
— = xPTh 4 xPTE 4L

k
k-1 k-1 xP -1

o +xP +1=

+ x®2P Ty 4y

Si p un entier premier et ke N* alors : @ (x) = x®~2P
Preuve:

k
K = 1= [Ty a0 = B0 g 8a00 =27 = 128,00 (7 = 1) = 0,600 = 2=

k-1\P
k p -
X1 (x ) 1 ( k—1)
. - = = p

Remarque : @ x(x) B R D (x '

Exemples :
B,(x)=x+1,0;x) = x> +x+1,0:x) =x*+x3+ x2+x+1

8
B.(0) = B2 () = x2+1, 0500 = B5() = S =B,(x*) =x* +1.
Théoréme 1.45.
Soit p entier premier et neN”,
1) si p divise nalors . @,,(x)= @, (xP).

2) si p ne divise pasnalors : @ _x(x)= 0n?) et en particulier @, (x)=220%)

s On (P ) A 0,
Exemples :

5 10 5
P15(x) = ¢3.5(X):Q;33(&)) = szi;:ll: X+ x7+ x5 +xt+ ¥ +x+ 1
(2)2()(32) X9+ 1_ ¢ 3
01500 = 0,52 (0 = 75 = 1577~ x° — x* + Louencore
352 12 6

015(x) = B 5(x)= QG(XS) — (02_3()(3): P3(x)?) _ xM4x0+ 1 6_y3 4+ 1.

B3(x3)  x6+x3+1

1.3.7 Décomposition de X"-1 en polynémes irréductibles sur F,.
Théoréme 1.46.
Soient p premier, neN et K= Fpr le corps des racines ni¢mes de I’unité sur Fy .
Alors 9,,(x) se decompose en produit de o(n)/r polyndmes irréductibles de degré r et a coefficients dans Fy.
Preuve :
Soit K = Fp,r le corps des racines ni¢mes de 1’unité sur F,
Soit B une racine nieme primitive de I’unité et posons I,={ie 1, n: iAn=1} et on a: p'=1 dans Z/nZ et donc
Viel, : p'i = i dans Z/nZ et comme i est premier avec n alors, les ensembles J; ={ i, pi, ... , p"“i}ou iAn=1 (dits classes
cyclotomiques) sont de cardinal r et forment une partition a I, c.a.d I,= UK],.
8,X) = Tep, 10X = &) = Mjn=1(X = B') = Mjer, (X = F)=IT,_ ez, (X — B') avec card(3y) = r alors:
Q)n(X): Hf€]1(x - B]) erlz(x - B])"'erlk(x - B])
Si j; est le représentant de la classe Jj, alors pour tout ie[1,k]: Hjeli(x — Bj): [ (X — Bji”l)
Lemme 1.47.
Soit B est un élément d’un corps fini K de caractéristique p , et soit Mg le polyndme minimal de 3 de degre r alors :
1) Lesélémentsp ,B?, ..., Bpr_l(dits conjugués de B) sont distincts.
2) My séerit: Mg=TT=3 (X — B7) et Wle[Lr-1] My =M e
D’apres le lemme ci-dessus : @ (x)= MgjiMgjz .. Myj, qui est le produit de k= @(n) /r polyndmes irréductibles, car on a:
d°(8, (X)) = kd°(Mgj)= ()= kr = k= p(n)/r.
Exemple :
Soit n=15 et p=2, le corps des racines 15-émes de 1’unité est K= F,r ou r est le plus petit entier non nul tel que n=15 divise
2'-1 on trouve que r=4, donc @;5(x) se décompose en produit de ¢ (15)/r = 8/4 = 2 polyndmes irréductibles de degré r=4
cad Bs(X)= (X*+aX3*+bX*+ X+ DX*+a'X>+b'X2+c'X+1)
B1s(X)=03s(X) =X+ X"+ X+ X* + X3+ X + 1.
Aprés développement et identification on trouve :a=b=b'=c' =0etc=a’ =1
Bis(X) = X*+ X+ DX*+ X3+ 1).
Conséquence 1.48.
Soient p premier, neNtel que nAp=1 et soit K= Fpr le corps des racines niemes de I"unité.



Si @(n)=r alors @, (x) est un polyndme irréductible.

Preuve : comme o(n)=r alors k=1 et @ (x)= Mg qui est un polyndme irréductibles

Exemple 1: soient p=3 et n=5. Le corps de décomposition de X°-1 sur F5

Est IK= F5r ol r est le plus petit entier non nul tel que n=5 divise 3"-1 on trouve que r=4

ona (5) = 4 donc B (X) = X* + X3 + X? + X + 1 est irréductible sur Fs.

Exemple 2: La décomposition de X°-1 sur F, donne:

X%-1=0,; (X). B3 (X). Bo(X) = (X-1)( X2+X+1) ( X®+X3+1). L’ordre de p=2 dans Z/9Z est r=6 donc le corps des racines 9-
emes de 1'unité est K= F,s et ¢ (9)=6=r donc @4(X) est irréductible.

Théoréme 1.49. (Décomposition de x"-1 en produit de polyndmes irréductibles).

Soient p premier, neN" tel que nAp=1. Alors le polyndme X"-1 se décompose en produit de polynémes irréductibles sur Fo.
Preuve : il suffit d’appliquer la proposition 1.40 et sa Conséquence 1.41 et le Théoréme 1.47

Et sa Conséquence 1.48.

Remarque : Si n n’est pas premier avec p alors n=Np"™ avec NAp=1, on applique le théoréme ci-dessus, en décomposant le
polynéme XN-1 et on en déduit la décomposition de X"-1.

Exemple 1:

Décomposer le polyndme X>-1 en polyndmes irréductibles sur F,. Soit K= F,r le corps des racines niémes de 1*unité sur F,.
n=5 premier avec p=2. le plus petit entier non nul r tel que n=>5 divise 2"-1 est r=4 donc K= F,a. X5-1= [la/s 9a ()=

0, (x). 05(x)= (X-1)@5 ().

Décomposons @< (x) en produit de polyndmes irréductibles sur F,. On a ¢(5)=4=r et donc

B (X) = X* + X3 + X% + X + 1 est irréductible sur F,.

Donc X>-1=(X-1)(X* + X3 + X2+ X + 1) .

Exemple 2 :

Décomposer le polyndme X™-1 sur F5. n=15 et p=3, n n’est pas premier avec p et n=Np™

Tel que N=5 premier avec p=3 et m=1, Soit K= F5r le corps des racines niémes de 1’unité sur F3. le plus petit entier non nul r
tel que N=5 divise 3'-1 est r=4 donc K= Fa.

X-1= [Ta/s 84 ()= 01 (x). B5(x)= (X-1)B5(x) or @5 (X) = X* +X> + X2 + X + 1

est irréductible sur F5. Donc X™-1=( X>-1)% =(X-1)*(X* + X3 + X2 + X + 1)%.

Exemple 3: TD

Décomposer les polyndmes X**-1 , X°-1, X*-1 sur F, et F et Fs.



