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Exercice n̊ 1. (3 points)
Soient X, Y deux ensembles non vides, F,G : X ⇒ Y deux m-a et V ⊂ Y . Montrer
que :
1) (F ∪G)−1

+ (V ) = F−1
+ (V ) ∩G−1

+ (V ).
2) (F ∪G)−1(V ) = F−1(V ) ∪G−1(V ).
3) F−1

+ (V ) ∩G−1
+ (V ) ⊂ (F ∩G)−1

+ (V ).
4) (F ∩G)−1(V ) ⊂ F−1(V ) ∩G−1(V ).

Exercice n̊ 2. (3 points)
Soit (An)n ⊂ R tel que

An =

{ {0} si n est pair
{0, 1} si n est impair.

Calculer lim sup
n→∞

An et lim inf
n→∞

An.

Exercice n̊ 3. (4 points)
Soit F : R ⇒ R la m-a définie par :

F (x) =

{
[−1, 1] si x 6= 0
{0} si x = 0.

1) Montrer que F est s.c.i sur R et qu’elle n’est pas s.c.s au point x0 = 0.
2) Donner une sélection de F .

Solution

Exercice n̊ 1.
1)

(F ∪G)−1
+ (V ) =

{
x ∈ X : (F ∪G)(x) ⊂ V

}
=

{
x ∈ X : F (x) ∪G(x) ⊂ V

}

=
{
x ∈ X : F (x) ⊂ V ∧ G(x) ⊂ V

}

=
{
x ∈ X : F (x) ⊂ V

} ∩ {
x ∈ X : G(x) ⊂ V

}

= F−1
+ (V ) ∩G−1

+ (V )
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2)

(F ∪G)−1(V ) =
{
x ∈ X : (F ∪G)(x) ∩ V 6= ∅} =

{
x ∈ X : (F (x) ∪G(x)) ∩ V 6= ∅}

=
{
x ∈ X : (F (x) ∩ V ) ∪ (G(x) ∩ V ) 6= ∅}

=
{
x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅ ∨G(x) ∩ V 6= ∅}

=
{
x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅} ∪ {

x ∈ X : G(x) ∩ V 6= ∅}

= F−1(V ) ∪G−1(V )

3)

F−1
+ (V ) ∩G−1

+ (V ) =
{
x ∈ X : x ∈ F−1

+ (V ) ∧ x ∈ G−1
+ (V )

}

=
{
x ∈ X : F (x) ⊂ V ∧G(x) ⊂ V

}

⊂ {
x ∈ X : (F (x) ∩G(x)) ⊂ V

}

=
{
x ∈ X : (F ∩G)(x) ⊂ V

}

= (F ∩G)−1
+ (V ),

d’où, F−1
+ (V ) ∩G−1

+ (V ) ⊂ (F ∩G)−1
+ (V ).

4)

(F ∩G)−1(V ) =
{
x ∈ X : (F ∩G)(x) ∩ V 6= ∅}

=
{
x ∈ X : (F (x) ∩G(x)) ∩ V 6= ∅}

=
{
x ∈ X : (F (x) ∩ V ) ∩ (G(x) ∩ V ) 6= ∅}

⊂ {
x ∈ X : (F (x) ∩ V ) 6= ∅ ∧ (G(x) ∩ V ) 6= ∅}

=
{
x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅} ∩ {

x ∈ X : G(x) ∩ V 6= ∅}

= F−1(V ) ∩G−1(V ),

d’où, (F ∩G)−1(V ) ⊂ F−1(V ) ∩G−1(V ).

Exercice n̊ 2.
1)

lim sup
n→∞

An =
⋂
n≥1

(⋃

k≥n

Ak

)

=
(⋃

k≥1

Ak

) ⋂ (⋃

k≥2

Ak

) ⋂ (⋃

k≥3

Ak

) ⋂
· · ·

=
({0, 1} ∪ {0})

⋂ ({0, 1} ∪ {0})
⋂ ({0, 1} ∪ {0})

⋂ ({0, 1} ∪ {0}) · · ·
= {0, 1}

⋂
{0, 1}

⋂
{0, 1} · · · = {0, 1},

d’où, lim sup
n→∞

An = {0, 1}.
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2)

lim inf
n→∞

An =
⋃
n≥1

( ⋂

k≥n

Ak

)

=
( ⋂

k≥1

Ak

) ⋃ ( ⋃

k≥2

Ak

) ⋃ ( ⋂

k≥3

Ak

) ⋃
· · ·

=
({0, 1} ∩ {0})

⋃ ({0, 1} ∩ {0})
⋃ ({0, 1} ∩ {0})

⋃ ({0, 1} ∩ {0}) · · ·
= {0}

⋃
{0}

⋃
{0} · · · = {0},

d’où, lim inf
n→∞

An = {0}.
Exercice n̊ 3.
1) Pour montrer que F est s.c.i sur R, il suffit de montrer que F−1(V ) est un ouvert
de R pour tout ouvert V de R. En effet, soit V un ouvert de R, nous avons

F−1(V ) =
{
x ∈ R : F (x) ∩ V 6= ∅}

=
{
x ∈]−∞, 0[∪]0, +∞[: [−1, 1] ∩ V 6= ∅} ∪ {

x = 0 : {0} ∩ V 6= ∅}

=
{
x ∈]−∞, 0[∪]0, +∞[: [−1, 1] ∩ V 6= ∅} ∪ {

x = 0 : 0 ∈ V 6= ∅}.

i) Si 0 ∈ V et donc [−1, 1] ∩ V 6= ∅ =⇒ F−1(V ) = R qui est un ouvert de R.
ii) Si 0 /∈ V et [−1, 1]∩ V 6= ∅ =⇒ F−1(V ) =]−∞, 0[∪]0, +∞[ qui est un ouvert de
R.
iii) Si [−1, 1] ∩ V = ∅ et donc 0 /∈ V =⇒ F−1(V ) = ∅ qui est un ouvert de R.
Par suite, F est s.c.i.
Montrons maintenant qu’elle n’est pas s.c.s au point x0 = 0. Il suffit de montrer
qu’il existe un ouvert U de R tel que F (x0) ⊂ U et pour tout voisinage Ω de x0, il
existe x ∈ Ω et F (x) * U .
En effet, soit U =] − 1

2
, 1

2
[, nous avons F (0) = {0} ⊂ U , mais pour tout ε > 0, il

existe x ∈]− ε, ε[, par exemple x = ε
2
, et F (x) = [−1, 1] *]− 1

2
, 1

2
[= U .

Il s’en suit que F n’est pas s.c.s au point x0 = 0.

2) On dit que la fonction f : R −→ R est une sélection de F si f(x) ∈ F (x) ∀x ∈ R.
Par exemple les fonctions x 7−→ f(x) = sin x, x 7−→ g(x) = |x|

1+|x| sont des sélections
de F .
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