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Exercice n°1. (3 points)
Soient X, Y deux ensembles non vides, F,;G : X = Y deux m-a et V C Y. Montrer
que :
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Exercice n°2. (3 points)
Soit (Ap)n C R tel que

A — {0} si n est pair
"1 {0,1} sin est impair.

Calculer limsupA,, et liminfA,,.
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Exercice n°3. (4 points)
Soit F': R = R la m-a définie par :

Flz) = {[ 1,1] sz'.:cgéo

{0} stz = 0.

1) Montrer que F' est s.c.i sur R et qu’elle n’est pas s.c.s au point xy = 0.
2) Donner une sélection de F'.

Solution

Exercice n°1.
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(FUG)ZNV) = {zeX: (FUG)(x cV}—{xeX:F()UG )c Vi
= {xeX-F()cVAG )c Vi
= {xeX FizycVin{zeX: Gx)cV}
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(FUG)(V) = {zeX: (FUG)(z)NV #0} ={zeX: (Fl)UG))NV #0}
= {zeX: (Fl@)NV)U(Gx)nV)#0}
= {zeX: Flx)nV#0VGx)NV #0}
= {zeX: F(x)ﬂV#(Z)}U{xEX:G(:C)ﬂV#@}
= FH(V)UG(V)
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dot, FYA(V) N GTY(V) € (FNG)TA(V).
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(FNG)(V) {zreX: (FNG)(z)
{zeX: (Flx)nG(z))NV #0}
{reX: (Flx)nV)n(Gx)NV) #£0}
{rex: (F()ﬂ ) #OA(G(x)NV) # 0}
{xEX Flx)NV £0}n{ze X: Glz)nV #0}
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(z)NV #0}
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dot, (FNG)"Y(V) € FY(V)nG-L(V).

Exercice n°2.

D
limsup 4, = ﬂ(U Ak)
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= ({o.13u{o}) (o, 1yu{oy) () ({o, 1 u{o}) () ({o, 13U {o}) - -
= {07 1}ﬂ{07 1}ﬂ{07 1} = {07 1}a

d’on, limsupA,, = {0, 1}.
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2)

liminf A, = | J () 4)

n—oo

- (NwUUwUNU-

= ({0, 13n{o}) | ({0, 13 n{o}) |J ({0, 13 n{0}) [ (0,13 n {0}) - --
= {0y Jfo3 [ J{o} - - = {0},
do, lim inf A, = {0}.

Exercice n’3.
1) Pour montrer que F est s.c.i sur R, il suffit de montrer que F~'(V) est un ouvert
de R pour tout ouvert V' de R. En effet, soit V' un ouvert de R, nous avons

FHV) = {zeR: Fl)nV #0}
= {2 €] —00,0U]0,+oof: [-1,1]NV #B}uU{z=0: {0}NV #£0}
= {z €] —00,0[U]0, 400 [-L, 1NV #P}U{z=0: 0V #0}.

i)Si0€Vetdone [-1,1]NV #0 = F (V) =R qui est un ouvert de R.

) Si0g Vet [—1,1]NV #£0 = F (V) =] — 0o, 0[U]0, +00[ qui est un ouvert de
R.

iii) Si [-1,1]NV =0 et donc 0 ¢ V = F~ (V) = 0 qui est un ouvert de R.

Par suite, F' est s.c.i.

Montrons maintenant qu’elle n’est pas s.c.s au point xy = 0. Il suffit de montrer

qu’il existe un ouvert U de R tel que F(zq) C U et pour tout voisinage € de x, il
existe z € Q et F(x) € U.

En effet, soit U =] — 1, 1[, nous avons F(0) = {0} C U, mais pour tout ¢ > 0, il
existe © €] — ¢, ¢[, par exemple z = £, et F(z) = [-1,1] ¢] — 1, 1[=U.

Il s’en suit que F' n’est pas s.c.s au point xy = 0.

2) On dit que la fonction f: R — R est une sélection de F'si f(x) € F(z) Vo € R.
|z|

sont des sélections
1+|z|

Par exemple les fonctions x — f(x) =sinz, z — g(z) =
de F.




