Chapitre 3

Tenseur des déformations

1. Vecteur de déplacement

Au cours d’une transformation imposée par des sollicitations externe, le solide passe
d’une configuration initiale notée Cy a une configuration courante Cy a l'instant ¢. 11
en résulte, pour des fibres infinitésimales de mati¢re, des variations de longueur et
des angles.

Le point My de la configuration initiale devient le point M de la configuration

3 S — —_—
courante. Dans la base orthonormée (l, 7, k), les vecteurs OM et O M|, valent :

OMO = x_o) = in)‘l‘ yO]_)-I_ZOE
OM =3%= xT+yj+zk

Le vecteur déplacement U du point My est donné par :

OM — OM, = i(M,) = ul + vj + wk

Ainsi, les coordonnées du point M sont :

v (X0, Y0, Zo) Yot + 3 v(x0, Yo, Zo)

x (X0, Y0, Zo) {xo} u(x0, Yo, Zo)
Z(Xo, Yo, Zo) Zo w (X0, Y0, Zo)

2. Tenseur des déformations

2.1. Tenseur gradient de transformation

Le vecteur déplacement infiniment petit dU se relie aux vecteurs infiniment petits

dx et dx, par:



Ceci s’écrit sous forme matricielle :
{dx} = {dxo} + {du}
{dx} = [Fl{dxo} = ([L] + [ID{dx,}

rdx  dx  0x] du  Ou 0uj

dx, 0dy, 0z, dx, 0y, 02z,

dy dy 0dy dv dv Odv

[F] = dxy 0y, 0z, 1Ll = dxy 0y, 0z
dz 0z 0z dw Jdw Jdw

[dx, 0y, 02zl [0xy 0y, 02zl

[F] est le tenseur gradient de transformation (ou de déformation).
[L] est le tenseur gradient de déplacement.

Le tenseur [L]peut étre décomposé en sa composante symétrique [€] et sa

composante antisymétrique [£2] :

2.2. Tenseur des dilatations

Le produit scalaire de deux vecteurs dans la configuration courante est donné par :
d¥.dx" = {dx}"{dx'} = {dxo}" [F]"[Fl{dxo} = {dxo}" [C]{dx0}

[C] = [F]T[F] est le tenseur des dilatations de Cauchy.

2.3. Tenseur des déformations de Green-Lagrange

Les longueurs des vecteurs dXet dX sont respectivement ds et dsj.

ds? —ds,® = dX.d% — dxg. dxg = {dx}T{dx} — {dx,}" {dx,}
= {de}T([C] - [1]){dx0} = Z{de}T[E]{de}

[E] = %([C ] = [I]) est le tenseur des déformations de Green-Lagrange.

Le tenseur de Green-Lagrange peut en deux composantes linéaire et non-linéaire :

[E] = 2 (IL] + [LI7) + 5 (LLITIL)

Linéaire Non linéaire



Les déplacements étant petits par rapport aux dimensions du solide, les dérivées

partielles des déplacements étant petites devant I'unité ; le tenseur des déformations
de Green-Lagrange [E] se réduit en sa composante linéaire qui est la composante

symétrique du tenseur gradient de déplacement [&].

[£] = €] = 5 (IL1 + [L17)

€xx Exy Exz
[e] = [éyx  E&yy  Eyz
€zx €zy €2z

3. Transformation des longueurs et des angles
Les longueurs des vecteurs dXet dxg sont respectivement ds et dsy.
3.1. Dilatation

La dilatation A en Mydans la direction 7y est la quantité :

ds

A(g) = P V)T [C){ng}

SiTie =173 A®D) = \/Cos
3.2. Déformation de Green-Lagrange

La déformation de Green-Lagrange £;;, en M, dans la direction 1 est la quantité :

ds? — ds,”

25t {no}" [El{{no}

EGL (n_o)) =

. — ->
Sing =1;&6, (D) = Exx
3.3. Déformation nominale

La déformation nominale € en My dans la direction 7y est la quantité :

ds

—ds,
_Egiza—lsz&Wﬂm&—l

Sing=1;e(1) =/Cyr — 1

3.4. Transformation des angles

e(ng) =

. . . . RN —/ ,
Soient deux vecteurs infiniment petits dxy, dx, de longueurs dsg, ds, portés par
. . ! .
les deux directions orthogonales 1y, 1y . Ces vecteurs deviennent dX,dx’ de
8 0, Mo
longueurs ds, ds’ dans la configuration courante et font un angle @ entre eux.

. . . ’ .
Le glissement ¥ en My dans les directions g, T est la quantité :
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— —/ A
V(no:no ) =57 4
T
dx.dx' = ds, ds} cos (E - <p) = ds, ds} sin ¢

Ainsi, on obtient :

- {no}"[Cl{ng}

y(ng, g ) = arcsin

AM)A( )
I C
Sing=Ttletny, =7;v(@]) = arcsin—=2—
o =tetno =15y @) ool

4. Déformations principales

Le tenseur des déformations linéarisé [€] étant symétrique 2 coefficients réels, il a
trois valeurs propres. Si les trois valeurs propres sont distinctes, les vecteurs propres

associés sont orthogonaux entre eux.

Il existe donc en un point M d’un solide un repére orthonormé {ny, n,, n3} dit repére
. . . . _— > — . . . .

principal. Les directions ny, Ny, N3 sont les directions principales dans lequel le

tenseur des déformations s’écrit :

&g 0 0

0 & O

0 0 &
£1,&, &3 sont les déformations principales. Elles sont les racines de I’équation
caractéristique :

P(e,) = det(e(M) — g,[I11) =0
Soit :
Exx — &1 Exy Exz
det Eyx Eyy — &2 Eyz =0
Ezx Ezy €zz — €3

I’équation ci-dessus peut s’écrire :
—&,° + L1g,> —Le, + 13
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Ou Iy, I, I3 sont les invariants scalaires des déformations. Ils s’expriment par :
= 81 + 82 + 83

1
12 = E ((tr[g])z - tr[g]z) = Exx€yy t Exx€zz T Eyy€zz — <c:xyz - <c:xzz - gyzz

= &1&y + £183 + &x€3
13 = Exx€yy€zz + zgxygngyz - gxxgyzz - gyygxzz - gzzgxyz
= £,6,&3
Les déformations principales doivent vérifier la relation suivante :
§1 26 =€
6. Tenseur sphérique et déviateur

Pour un tenseur de second ordre quelconque, il est toujours possible de le
décomposer sous forme d’une somme de deux tenseurs sphérique et déviateur. Ainsi

pour le tenseur des déformations linéarisé [€], on écrit :

le] = [es] + [ep]

Ou [&g] est le tenseur sphérique des déformations.

[es] = (tr§£]>

Et [ep] est le tenseur déviateur des déformations.

lep] = ([e] = [&5])




