
1 
 

Chapitre 3 

Tenseur des déformations 
1. Vecteur de déplacement  

Au cours d’une transformation imposée par des sollicitations externe, le solide passe 
d’une configuration initiale notée 𝐶𝐶0 à une configuration courante 𝐶𝐶𝑡𝑡 à l’instant 𝑡𝑡. Il 
en résulte, pour des fibres infinitésimales de matière, des variations de longueur et 
des angles. 

Le point 𝑀𝑀0 de la configuration initiale devient le point 𝑀𝑀 de la configuration 

courante. Dans la base orthonormée �𝚤𝚤, 𝚥𝚥, 𝑘𝑘�⃗ �, les vecteurs 𝑂𝑂𝑂𝑂������⃗  et 𝑂𝑂𝑀𝑀0���������⃗  valent : 

𝑂𝑂𝑀𝑀0���������⃗ =  𝑥𝑥0����⃗ = 𝑥𝑥0𝚤𝚤 + 𝑦𝑦0𝚥𝚥 + 𝑧𝑧0𝑘𝑘�⃗  

𝑂𝑂𝑂𝑂������⃗ = 𝑥⃗𝑥 =  𝑥𝑥𝚤𝚤 + 𝑦𝑦𝚥𝚥 + 𝑧𝑧𝑘𝑘�⃗  

Le vecteur déplacement 𝑢𝑢�⃗  du point 𝑀𝑀0 est donné par : 

𝑂𝑂𝑂𝑂������⃗ − 𝑂𝑂𝑀𝑀0���������⃗ = 𝑢𝑢�⃗ (𝑀𝑀0) = 𝑢𝑢𝚤𝚤 + 𝑣𝑣𝚥𝚥 + 𝑤𝑤𝑘𝑘�⃗  

 

 

 

 

 

Ainsi, les coordonnées du point 𝑀𝑀 sont : 

�
𝑥𝑥(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0, 𝑧𝑧0)
𝑦𝑦(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0, 𝑧𝑧0)
𝑧𝑧(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0, 𝑧𝑧0)

� = �
𝑥𝑥0
𝑦𝑦0
𝑧𝑧0
� + �

𝑢𝑢(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0, 𝑧𝑧0)
𝑣𝑣(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0, 𝑧𝑧0)
𝑤𝑤(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0, 𝑧𝑧0)

� 

2. Tenseur des déformations  

2.1. Tenseur gradient de transformation 

Le vecteur déplacement infiniment petit 𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗  se relie aux vecteurs infiniment petits 
𝑑𝑑𝑥⃗𝑥 et 𝑑𝑑𝑥𝑥0����⃗   par : 

𝑂𝑂 

𝑥⃗𝑥 𝑥𝑥0����⃗  
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𝑑𝑑𝑥⃗𝑥 = 𝑑𝑑𝑥𝑥0����⃗ + 𝑑𝑑𝑢𝑢�⃗  

Ceci s’écrit sous forme matricielle : 

{𝑑𝑑𝑑𝑑} = {𝑑𝑑𝑥𝑥0} + {𝑑𝑑𝑑𝑑} 

{𝑑𝑑𝑑𝑑} = [𝐹𝐹]{𝑑𝑑𝑥𝑥0} = ([𝐿𝐿] + [𝐼𝐼]){𝑑𝑑𝑥𝑥0} 

[𝐹𝐹] =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧0⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  ;  [𝐿𝐿] =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧0⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

[𝐹𝐹] est le tenseur gradient de transformation (ou de déformation). 

[𝐿𝐿] est le tenseur gradient de déplacement. 

Le tenseur [𝐿𝐿]peut être décomposé en sa composante symétrique [𝜀𝜀] et sa 
composante antisymétrique [𝛺𝛺] : 

[𝜀𝜀] =
1
2

([𝐿𝐿] + [𝐿𝐿]𝑇𝑇) 

[𝛺𝛺] =
1
2

([𝐿𝐿] − [𝐿𝐿]𝑇𝑇) 

2.2. Tenseur des dilatations 

Le produit scalaire de deux vecteurs dans la configuration courante est donné par : 

𝑑𝑑𝑥⃗𝑥.𝑑𝑑𝑥⃗𝑥′ = {𝑑𝑑𝑑𝑑}𝑇𝑇{𝑑𝑑𝑥𝑥′} = {𝑑𝑑𝑥𝑥0}𝑇𝑇[𝐹𝐹]𝑇𝑇[𝐹𝐹]{𝑑𝑑𝑥𝑥0′ } = {𝑑𝑑𝑥𝑥0}𝑇𝑇[𝐶𝐶]{𝑑𝑑𝑥𝑥0′ } 

[𝐶𝐶] = [𝐹𝐹]𝑇𝑇[𝐹𝐹] est le tenseur des dilatations de Cauchy. 

2.3. Tenseur des déformations de Green-Lagrange 

Les longueurs des vecteurs 𝑑𝑑𝑥⃗𝑥et 𝑑𝑑𝑥𝑥0����⃗  sont respectivement 𝑑𝑑𝑑𝑑 et 𝑑𝑑𝑑𝑑0. 

𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑑𝑑𝑑𝑑0
2 = 𝑑𝑑𝑥⃗𝑥.𝑑𝑑𝑥⃗𝑥 − 𝑑𝑑𝑥𝑥0����⃗ .𝑑𝑑𝑥𝑥0����⃗ = {𝑑𝑑𝑑𝑑}𝑇𝑇{𝑑𝑑𝑑𝑑} − {𝑑𝑑𝑥𝑥0}𝑇𝑇{𝑑𝑑𝑥𝑥0}

= {𝑑𝑑𝑥𝑥0}𝑇𝑇([𝐶𝐶] − [𝐼𝐼]){𝑑𝑑𝑥𝑥0} = 2{𝑑𝑑𝑥𝑥0}𝑇𝑇[𝐸𝐸]{𝑑𝑑𝑥𝑥0} 

[𝐸𝐸] = 1
2

([𝐶𝐶] − [𝐼𝐼]) est le tenseur des déformations de Green-Lagrange. 

Le tenseur de Green-Lagrange peut en deux composantes linéaire et non-linéaire : 

[𝐸𝐸] =
1
2

([𝐿𝐿] + [𝐿𝐿]𝑇𝑇) +
1
2

([𝐿𝐿]𝑇𝑇[𝐿𝐿]) 

     Linéaire       Non linéaire 
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Les déplacements étant petits par rapport aux dimensions du solide, les dérivées 
partielles des déplacements étant petites devant l’unité ; le tenseur des déformations 
de Green-Lagrange [𝐸𝐸] se réduit en sa composante linéaire qui est la composante 
symétrique du tenseur gradient de déplacement [𝜀𝜀]. 

[𝐸𝐸] = [𝜀𝜀] =
1
2

([𝐿𝐿] + [𝐿𝐿]𝑇𝑇) 

[𝜀𝜀] = �
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦 𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦 𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧 𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧 𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧

� 

3. Transformation des longueurs et des angles  

Les longueurs des vecteurs 𝑑𝑑𝑥⃗𝑥et 𝑑𝑑𝑥𝑥0����⃗  sont respectivement 𝑑𝑑𝑑𝑑 et 𝑑𝑑𝑑𝑑0.  

3.1. Dilatation 

La dilatation 𝜆𝜆 en 𝑀𝑀0dans la direction 𝑛𝑛0����⃗  est la quantité :  

𝜆𝜆(𝑛𝑛0����⃗ ) =
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑠𝑠0

= �{𝑛𝑛0}𝑇𝑇[𝐶𝐶]{𝑛𝑛0} 

Si 𝑛𝑛0����⃗ = 𝚤𝚤 ;  𝜆𝜆(𝚤𝚤) = �𝐶𝐶𝑥𝑥𝑥𝑥 

3.2. Déformation de Green-Lagrange 

La déformation de Green-Lagrange 𝜀𝜀𝐺𝐺𝐺𝐺 en 𝑀𝑀0 dans la direction 𝑛𝑛0����⃗  est la quantité :  

𝜀𝜀𝐺𝐺𝐺𝐺(𝑛𝑛0����⃗ ) =
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑑𝑑𝑑𝑑0

2

2𝑑𝑑𝑑𝑑0
2 = {𝑛𝑛0}𝑇𝑇[𝐸𝐸]{𝑛𝑛0} 

Si 𝑛𝑛0����⃗ = 𝚤𝚤 ; 𝜀𝜀𝐺𝐺𝐺𝐺(𝚤𝚤) = 𝐸𝐸𝑥𝑥𝑥𝑥 

3.3. Déformation nominale 

La déformation nominale 𝜀𝜀 en 𝑀𝑀0 dans la direction 𝑛𝑛0����⃗  est la quantité :  

𝜀𝜀(𝑛𝑛0����⃗ ) =
𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑑𝑑𝑑𝑑0
𝑑𝑑𝑑𝑑0

= 𝜆𝜆 − 1 = �{𝑛𝑛0}𝑇𝑇[𝐶𝐶]{𝑛𝑛0} − 1 

Si 𝑛𝑛0����⃗ = 𝚤𝚤 ; 𝜀𝜀(𝚤𝚤) = �𝐶𝐶𝑥𝑥𝑥𝑥 − 1 

3.4. Transformation des angles 

Soient deux vecteurs infiniment petits 𝑑𝑑𝑥𝑥0����⃗ ,𝑑𝑑𝑥𝑥0����⃗
′ de longueurs 𝑑𝑑𝑑𝑑0,𝑑𝑑𝑠𝑠0′  portés par 

les deux directions orthogonales 𝑛𝑛0����⃗ ,𝑛𝑛0����⃗
′. Ces vecteurs deviennent 𝑑𝑑𝑥⃗𝑥,𝑑𝑑𝑥⃗𝑥′ de 

longueurs 𝑑𝑑𝑑𝑑,𝑑𝑑𝑠𝑠′ dans la configuration courante et font un angle 𝜑𝜑 entre eux. 

Le glissement 𝛾𝛾 en 𝑀𝑀0 dans les directions 𝑛𝑛0����⃗ ,𝑛𝑛0����⃗
′ est la quantité :  
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𝛾𝛾�𝑛𝑛0����⃗ ,𝑛𝑛0����⃗
′� =

𝜋𝜋
2
− 𝜑𝜑 

𝑑𝑑𝑥⃗𝑥.𝑑𝑑𝑥⃗𝑥′ = 𝑑𝑑𝑑𝑑0 𝑑𝑑𝑠𝑠0′ cos �
𝜋𝜋
2
− 𝜑𝜑� = 𝑑𝑑𝑑𝑑0 𝑑𝑑𝑠𝑠0′ sin𝜑𝜑 

Ainsi, on obtient : 

𝛾𝛾�𝑛𝑛0����⃗ ,𝑛𝑛0����⃗
′� = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

{𝑛𝑛0}𝑇𝑇[𝐶𝐶]{𝑛𝑛0′ }
𝜆𝜆(𝑛𝑛0����⃗ )𝜆𝜆(𝑛𝑛0����⃗

′)
 

Si 𝑛𝑛0����⃗ = 𝚤𝚤 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑛𝑛0����⃗
′ = 𝚥𝚥 ; 𝛾𝛾(𝚤𝚤, 𝚥𝚥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐶𝐶𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐶𝐶𝑥𝑥𝑥𝑥�𝐶𝐶𝑦𝑦𝑦𝑦
 

 

 

4. Déformations principales  

Le tenseur des déformations linéarisé [𝜀𝜀] étant symétrique à coefficients réels, il a 
trois valeurs propres. Si les trois valeurs propres sont distinctes, les vecteurs propres 
associés sont orthogonaux entre eux. 

Il existe donc en un point 𝑀𝑀 d’un solide un repère orthonormé {𝑛𝑛1����⃗ ,𝑛𝑛2����⃗ ,𝑛𝑛3����⃗ } dit repère 
principal. Les directions 𝑛𝑛1����⃗ ,𝑛𝑛2����⃗ ,𝑛𝑛3����⃗  sont les directions principales dans lequel le 
tenseur des déformations s’écrit : 

�
𝜀𝜀1 0 0
0 𝜀𝜀2 0
0 0 𝜀𝜀3

� 

𝜀𝜀1, 𝜀𝜀2, 𝜀𝜀3 sont les déformations principales. Elles sont les racines de l’équation 
caractéristique : 

𝑃𝑃�𝜀𝜀𝑝𝑝� = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝜀𝜀(𝑀𝑀) − 𝜀𝜀𝑝𝑝[𝐼𝐼]� = 0 

Soit : 

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 �
𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝜀𝜀1 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦 𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝜀𝜀2 𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧 𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧 𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝜀𝜀3

� = 0 

L’équation ci-dessus peut s’écrire : 

−𝜀𝜀𝑝𝑝3 + 𝐼𝐼1𝜀𝜀𝑝𝑝2 − 𝐼𝐼2𝜀𝜀𝑝𝑝 + 𝐼𝐼3 
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Où 𝐼𝐼1, 𝐼𝐼2, 𝐼𝐼3 sont les invariants scalaires des déformations. Ils s’expriment par : 

𝐼𝐼1 = 𝑡𝑡𝑡𝑡[𝜀𝜀] = 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧 

= 𝜀𝜀1 + 𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀3 

𝐼𝐼2 =
1
2

((𝑡𝑡𝑡𝑡[𝜀𝜀])2 − 𝑡𝑡𝑡𝑡[𝜀𝜀]2) = 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧 + 𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧 − 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥2 − 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥2 − 𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦2

= 𝜀𝜀1𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀1𝜀𝜀3 + 𝜀𝜀2𝜀𝜀3 

𝐼𝐼3 = 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧 + 2𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥𝜀𝜀𝑥𝑥𝑧𝑧𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦2 − 𝜀𝜀𝑦𝑦𝑦𝑦𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥2 − 𝜀𝜀𝑧𝑧𝑧𝑧𝜀𝜀𝑥𝑥𝑥𝑥2 

= 𝜀𝜀1𝜀𝜀2𝜀𝜀3 

Les déformations principales doivent vérifier la relation suivante : 

𝜀𝜀1 ≥ 𝜀𝜀2 ≥ 𝜀𝜀 

6. Tenseur sphérique et déviateur  

Pour un tenseur de second ordre quelconque, il est toujours possible de le 
décomposer sous forme d’une somme de deux tenseurs sphérique et déviateur.  Ainsi 
pour le tenseur des déformations linéarisé [𝜀𝜀], on écrit : 

[𝜀𝜀] = [𝜀𝜀𝑆𝑆] + [𝜀𝜀𝐷𝐷] 

Où [𝜀𝜀𝑆𝑆] est le tenseur sphérique des déformations. 

[𝜀𝜀𝑆𝑆] = �
𝑡𝑡𝑡𝑡[𝜀𝜀]

3
� 

Et [𝜀𝜀𝐷𝐷] est le tenseur déviateur des déformations. 

[𝜀𝜀𝐷𝐷] = ([𝜀𝜀] − [𝜀𝜀𝑆𝑆]) 

 

 


