Chapitre 4 Oscillations linéaires forcées des systemes a un degré de liberté

2021

4.1. Oscillateur forcé (entrainé) — Force d’excitation externe

Définition : Lorsque le systéme en mouvement soumis a une force extérieure fonction du temps (pas

nécessairement sinusoidale), ses oscillations produites ne sont plus libres. On les appelle donc oscillations

forcées et |la force extérieure appliquée au systéme est dite : force d’excitation externe (ou extérieure).

Exemples

» Oscillateur mécanique lié a un moteur;

» Circuit électrique en présence d’'un générateur de courant alternatif (filtre passif) ;

» Electrons liés a un atome et soumis a un champ électromagnétique, etc.

4.2. Equation du mouvement d’un oscillateur forcé

Modéle choisi : oscillateur masse-ressort amorti vertical

Une masse ponctuelle m est suspendue a un ressort de masse
négligeable et de raideur k et un amortisseur de coefficient de
frottement a. Un mécanisme (non représenté sur le schéma)
soumet la masse m & une force F (t) (figure 4.1) sinusoidale de
pulsation w de la forme F(t) = F, cos (wt). La position de la masse
m est repérée par l'abscisse x(t) dont l'origine est prise a la

position d’équilibre de la masse (représentée en pointillé).

x(0) =0

x(t)

RN u

F=Fycos(o1)

.

X(+)

Figure 4.1. Oscillateur masse-ressort-amortisseur vertical.

4.2.1. PFD

[l convient comme dans le cas de l'oscillateur libre, de donner I'état du systéme par I'intermédiaire

de son écart x par rapport a sa position d’équilibre. Le principe fondamental de la dynamique permet

d'écrire :

P +F; + o + F(O = ma
Avec
fodt §=_a§@=_ag@ , F(t) = F, cos (wt) Uy,
Fr=killeg — lo) + (1 — leg)1 Ty

Fr=-k(x+x) T, , P =mgl;
Xo = (lgg — 1y ) est la prolongation a I'équilibre du ressort ;
x =(1 — lgq) sa prolongation en mouvement.

(xo + x) est la prolongation totale du ressort a I'instant t.

(4.1)
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[y ls etl, sont respectivement, la longueur du ressort a vide, a I’équilibre et en mouvement. La projection

suivant la direction UTC de I'équation (1) donne :

mg -k (xo+x) -ax +Fycos (wt) =mx
= (mg-kxy)-kx -ax +F,cos (wt) =mi
Et comme
(mg - kx,)=0, la condition d’équilibre
L'équation précédente se simplifie en :

mx +ax+ kx =F;cos (wt)

Ou bien
. a . k _Fy
X+—x +Ex—mc0(wt) (4.2)
Soit
¥+ 26x + w3 x = f, cos (wt) (4.3)
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants avec second membre (2‘5‘""e partie),
ou:
wg =+/k/m estla pulsation propre des oscillations non amorties ; § = a/(2m) et f; = F/m
Remarques

» Il ne faut pas confondre la notation w, qui désigne la pulsation propre des oscillations libres non
amorties du systeme, et la notation w qui désigne la pulsation des oscillations forcées ;

Il convient également de noter que le terme «sinusoidal» désigne une fonction circulaire qui peut

v

étre soit la fonction cosinus, soit la fonction sinus. C'est la fonction cosinus qui est choisie dans nos

applications par commodité, mais la fonction sinus aurait tout aussi bien pu étre utilisée.

4.2.2. Equation de Lagrange

L’équation de Lagrange pour le systéeme forcé précédent s’écri;

() = (5) = - S F (4.4

Et le Lagrangien L du systeme est définipar: L =T- U,
Avec
T=1/2mx2, U, = 1/2kx* + cte , D = 1/2a x2

Donc
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_ 2 2 ' 4oLy _ . (0L _ b _
L=1/2mx?2-1/2k x" + cte et dt(ax)—mx,(ax)— kx,ax— ax

L’équation (4) se simplifie donc en ; mx+kx =-ax+ Fycos (wt)
Ou
a k F,
¥X+—x +— x=—co(wt)
m m m

Cette équation est bien que celle obtenue a I'aide du PFD.

Remarquel

On peut aussi choisir le modele de 'oscillateur masse-ressort amorti horizontal étudié dans le chapitre 3

pour trouver I'équation du mouvement des systemes forces.

Figure 4.2. Oscillateur masse-ressort-amortisseur
horizental.

Remarque2

L’équation de Lagrange pour les systemes forcés effectuant un mouvement de rotation est :
d (dL aL aD
—_— === — —+
dt (69) (39) L] M(t)

M(t) est le moment de la force externe F(t).

4.3. Résolution de I’équation du mouvement de I'oscillateur forcé

La solution générale x(t) de I'équation (3) (ou la réponse du systeme forcé), est la somme d’une solution

particuliére de I'équation avec second membre notée x, et de /a solution homogéne de I'équation homogéne

associée (c’est — a- dire avec second membre nul) notée x,. Ce qui conduit a :

x(t) = xn + X, (4. 5)
4.3.1. La solution homogéne
Elle est dite aussi la solution transitoire car elle s’éteint au cours du temps (correspond au régime
transitoire). Elle présente la solution de I'équation (3) sans second membre et c’est pour ¢a le nom

homogéne. Donc, x,, vérifie I'équation :

Xp+ 26X, +w3x,=0 (4. 6)
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La solution x, de I’équation homogéne a déja été étudiée dans le troisieme chapitre et elle est donnée selon

les valeurs relatives de & et w, par 'une des équations suivantes :

Si &=wg xn(t) =(At+ B)e™

-t ’62— z t [62-w5
Sid>wg xp(t) =e®(Ae “0 4+ Be Ct}“)
Si b < wy xn(t) = Ay et cos(w,t + @)

Ou les constantes A, B, A et ¢ sont déterminées par les conditions initiales portant sur la solution totale :

[x(t) = xp + x,] de I'équation (3).

4.3.2. La solution particuliere
Elle est dite aussi la solution permanente car elle dure tout au long du mouvement (correspond au régime

permanent). Elle présente la solution de I'équation (3) avec second membre. x, vérifie I’équation :
X, + 26X, + w§x, = f;cos (wt) (4.7)

La solution homogéne n’existe que pendant un régime transitoire dont la durée dépend de la quantité

d’amortissement présent dans l'oscillateur. Cette durée est caractérisée par le temps de décroissance de

. . . C L. . . 1 1
I'énergie de déformation initiale en régime libre ou temps de relaxation : Tipergie =25 =3 Tamplitude
Au bout d’un temps de quelques fois (4 a 5) Tener, ON peut considérer qu'on a un régime permanent
auquel il convient de s’intéresser plus particulierement. Dans ce régime, la solution homogene devient

négligeable devant la solution permanente.

4.4. Recherche d’une solution particuliére a I'aide de la représentation complexe
On cherche une solution particuliére de la forme x, = C cos(wt +¢). Cette solution s'applique d'autant plus

vite que I'amortissement est important avec :

» westun parameétre que l'on fait varier et il est le méme que celui de la force d’excitation;
» Cestl'amplitude des oscillations forcées du systéme en régime permanent ;

» @ estle déphasage des oscillations de ce systéme par rapport a celle de la source.
C et ¢ dépendent de w, K, a et m, mais ne dépendent pas des conditions initiales.

Au début de l'excitation, on observe donc un régime transitoire pendant lequel les deux solutions

coexistent. Le régime transitoire est suivi du régime forcé permanent (au bout d’'un temps de 4 a 5 Téner).
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4.4.1. Amplitude et phase en régime permanent

En régime permanent, la réponse correspond a une solution particuliere de la forme :
x(t) = x,= C cos (wt + @) (4. 8)

A 'aide de la formule d’Euler, cette expression s’écrit sous la forme complexe suivante :
% (t) = Celwtso) _ ¢ giv gilun) _ @ o il (4.9)

dont la partie réelle correspond au phénoméne physique. La grandeur C est I'amplitude complexe ; ce

terme contient I'information sur I'amplitude et le déphasage entre la réponse et 'excitation :
C =Ce” (4. 10)
Par suite, les dérivées premiére et seconde de la nouvelle expression (4.9) s’écrivent respectivement ;

) = - w2

¥=jw Ce™ =joux eti=j2w?Ce™
En introduisant la forme complexe de la solution dans I'équation (4. 7), nous obtenons donc :
[—w? +j260w + w3]Cel@) = f,e' vt >0

Cette équation a la solution algébrique suivante :

~ - fo = Je
T [(wE-w?)+j28w ] T Ce (4.11)

La solution réelle est donnée par x(t) = C(w) cos(wt + @(w)) ot C(w) est 'amplitude du mouvement
harmonique observé, et @(w), le déphasage de ce mouvement de la masse m par rapport & la force
d’excitation qui est a l'origine. On a :

fo

) =101 = [

fo

J(mﬁ —w?)2+ 482 w?

Clw) = Fo/m (4.12)
J(w% —w?)2+ 482 w?
L'expression (4. 11) peut sous mettre sous la forme suivante :
c o= fo _ fo (@ —w?)—j28
[(m(z) —w2)+j28 w | [(w% —w?2)+j28 w ] (w% —w?)—j28 w
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~  folwh—w?)—j(26fy w) _ fo(wf —w?) . 28fp w
T (@3 -0?)2+ (26 w)?2 (@R -0+ (26 w)?  (wf —w?)2+ (26 w)?

Ou
V2h Y f (m% —mz)
. _ Re (C) =
C=Re (C)+jIm(C) avec B (wd —w:?: Efs w)?
Im(C) = 0

T (@ —w?)?2+ (26 w)?

La phase @(w) peut étre déduise de I'équation : tan @(w) = ;TE% = — (0;6—(:’2)
2-
Soit donc
28
@(w) =arctan [— (:.;TZZ)] (4.13)

Enfin, La solution réelle comme nous I'avons dit plus haut est : x(t) = C(w) cos(wt + @(w))

Ou

F(,/m

J(mg —w?)2+ 46202

26w

el

x(t) =

cos(wt + arctan [—

(4. 14)

4.4.2. Représentations schématiques de I’'amplitude et de la phase de réponse d’un systéme forcé
Dans le but de généraliser les expressions (4. 12) et (4. 13), Il est commode d’introduire les paramétres
relatifs ci-aprés afin d’obtenir des expressions indépendantes des caractéristiques de I'oscillateur (la masse

m, la raideur du ressort k, la pulsation propre des oscillations libres non amorties w, et le facteur

d’amortissement ) :
®
o =( o ), la pulsation relative (4. 15-a)
0

() a

§ =—= , le facteur d’amortissement (4. 15-b)
Wy 2mwg

f
Co=Clw=0)= =2 - , 'amplitude en I'absence d’excitation (4. 15-c)
y4 2
wy map

Ces parametres relatifs conduisent aux expressions suivantes :

C 1
C_o(ﬂ) T J(A- 02214 20? (4.16)
et
o) = arct(— 12_632 (4.17)
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Les figures (4. 3) présentent les courbes représentatives, de I'amplitude normalisée (C/C;) et de la phase ¢
en fonction de la pulsation réduite (ou relative) Q, pour différentes valeurs d’amortissement ¢ (régime
critique pour € = 1, régime apériodique pour £ > 1, régime pseudo - périodique pour £ <1 et oscillateur non
amorti pour £ = 0). On remarque que I'amplitude d’oscillation du systeme forcé augmente lorsque £ diminue

et vis versa. Le pic de I'amplitude devient aigu lorsque w s’approche de w, (2 s"approche de 1).

C (amplitude
C, Normalisée )

L23
]

'

-——————

N Srpea) R

4 e e m e e e e e w w e e e = e mw w ww ww o w v
T \ 18 2

15

Q =(w/uwo)

(a) (b)

Figure 4. 3. Représentation schématique de I'amplitude normalisée (C/Cy) : (a) et de
la phase @ : (b) en fonction de la pulsation réduite Q pour différentes valeurs du

paramétre d’amortissement €.
La courbe de la phase @(Q) de la figure (4.3.b) a été schématisée a I'aide de I'étude mathématique suivante :

2:0 a a 280 1+ 0n?
tane(Q) = (= =7 = ggltane(@]= 50 (= =g =- 28—z <0

Donc, tan@(2) est une fonction décroissante.
v limtan@(Q) =0 = ¢ =0, donc: x(t) et F(t) sont en phase
w . .
Q=(—)—=0(c'est—a-dire, w=0)
Wo

v lim tan@(() =- w0 = @=-mnf2,donc: x(t) et F(t) sont en quadrature de phase
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Q= (3) — 1 (c’est—a-dire, w =w,)
Wo
v limtangp(Q) =0 = @=-m, donc: x(t) et F(t) sont en opposition de phase

Q=(i)—>oo(c’est—é—dire,w—) o)
wo

Les résultats sont résumés dans le tableau ci- contre : 0 0 1 o
w 0 UJO (e0)
) 0 -1/2 -

Remarque

» Si l'oscillateur est non amorti et forcé (c’est —a- dire, a =0 = 6= 0, donc € = 0) pour une pulsation (ou
une fréquence) d’excitation différente de la pulsation propre ( fréquence propre) du systéme
(w # wg), la solution générale x(t) est la somme de deux mouvements sinusoidaux : mouvement
propre + mouvement d’excitation qui ne disparaissent jamais au cours du temps, il n'y a pas de

régime transitoire et le régime est immédiatement un régime permanent.

» Si l'oscillateur est non amorti et forcé a une pulsation (ou une fréquence) d’excitation trés proche
de la pulsation propre (fréquence propre) du systétme (w = wg), nous verrons qu’il y a des
battements. Si la pulsation d’excitation est égale a la pulsation propre du systéme (w = wy),

I'amplitude tend vers l'infini.

X
X0 =5exp(-021) cos{150) + cos(16)
'”| I
Figure 4. 4. Exemple de réponse d’un ‘; | R ' :l; i “,‘: L'”' :
oscillateur amorti et forcé it 'I [ ‘I ﬁil“i]l'i
3
B Aagime ransitoie il Regime pemanent

4.5. Résonance d’amplitude
Définition. La résonance d'un oscillateur amorti et forcé est s’établie, lorsque I'amplitude des oscillations
forcées C(w) atteinte son maximum Cy... On appelle donc, la pulsation d’excitation externe w pour laquelle

I'amplitude C(w) devient maximale, pulsation de résonance notée w,.
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ac
L'amplitude C(w) est maximale, lorsque % |w=wr=0

AC(w) -0 > [-4 o (wi— w?)+8 8w|Foym

Par anticipation sur I’équation (4.12), P

2[(&)3— w2)2+462w2]3/2
= -4w[(wd — w?)+86%=0

w=0=C0)=Cy=F
= ou
—4 (w3 — 0w¥)+862=0

0/mw3

La solution de la deuxiéme équation donne la pulsation de résonance w, soit donc :

w=w= /wg— 2 §2 (4.18)

Ou bien, en utilisant les parameétres relatifs Q et  définis plus haut :

o, =wo |12 (L)'= -2 (&)
d’ou Q=.1-2& (4.19)

La pulsation de résonance w, est donc, la pulsation de la force d’excitation pour laquelle I'oscillateur répond

avec une amplitude maximale, Cy., donnée par anticipation sur I'équation (4. 12) :

F()/m

e (4. 20)
28 /w‘z]—ﬁz

Ou bhien, I'amplitude maximale normalisée en fonction de &:

cMax= C (‘-'-’:wr) =

Chax __ 1
T (4.21)

Condition de résonance d’amplitude :

En tenant compte des équations (4.18) et (4.19), la résonance d’un systéme forcé apparait donc lorsque :
w3 — 28% >0 oubien 1 — 2&2>0

Ce qui implique : €< 1/v2 (4.22)
En introduisant la notion du facteur de qualité Q d’un oscillateur amorti et non forcé (Q = wy/26), la
résonance donne lieu lorsque :

w§— 262 >0 =22(392-1>0
=2Q°>1
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=>Q>1/V2>1/2 (4.23)

Et ca implique que I'amortissement doit étre faible (& << wy). Donc, la résonance d’un oscillateur amorti et
entrainé apparait pour une pulsation d’excitation extérieure w proche de la pulsation propre des oscillations

libres non amorties w, du systeme (w = w,). La figure ci-aprés résume ce résultat.

C(w)
Cuax
G

>
0 Wo w

[ w2 2

W, = |@p — 24

- Fom
25w -6

Figure 4. 5. Courbe de la réponse en amplitude d’un oscillateur a une excitation extérieure de pulsation w.
Le maximum d’amplitude (ou résonance d’amplitude) est obtenu pour une pulsation légerement inférieure a la

pulsation propre wy.

Remarques

1. Pour un oscillateur non amorti et forcé, le phénomeéne de résonance est atteint lorsque la pulsation
w de I'excitation externe est égale a la pulsation propre w, des oscillations libres non amorties.
Dans ce cas, la pulsation de résonance w, est égale a la pulsation propre des oscillations libres non
amorties wy (c'est — a- dire, w, = wy) et Cy., — 0.

2. La résonance d'un oscillateur amorti et forcé est caractérisée par une courbe aigue (fine)
d’amplitude. Cette finesse augmente lorsque € (ou 6) diminue.

3. Il convient de distinguer ;

» W, la pulsation propre des oscillations libres non amorties du systeme ;

o ow, = ‘/wg— 8% = wo+/1— &2, la pseudo-pulsation du systéme amorti en régime pseudo-

périodique ;

oW, = Jwg — 282 =wy+/1— 2&2, 1a pulsation de résonance d’amplitude du systéme forcé.
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4.6. Analogie oscillateur mécanique/ oscillateur électrique

On résume dans les tableaux ci- suivants, I’'analogie entre un systéme mécanique amorti forcé oscillant et un

systeme électrique oscillant alimenté par une tension alternative U(t).

Analogie entre systéme mécanique amorti forcé oscillant et systéme électrique oscillant

Systeme masse —ressort- amortisseur Circuit RLC

R
e (1)
F(t) = Fo coswt * \5:: -
) U(t) = Uo coswt
Analogie entre grandeurs

Grandeur réelle complexe | Grandeur réelle complexe
Coordonnée X x Charge q q
Vitesse X x Courant i=q 1=q
Force F(t) F(t) Tension u(t) U(t)

Analogie entre éléments et caractéristiques

Ressort k Capacité inverse 1/C
Inertie (masse) m Inductance L
Frottement o Résistance R
Pulsation propre Wy = \[k/_m Pulsation propre wo=1/VLC
Energie potentielle d’un ressort %k’ Energie d’un condensateur % q’/C
Energie cinétique d’un corps Ymx’ Energie d’une bobine % Li°
Puissance dissipée par frottement av’ Puissance dissipée par effet Joule Ri?

Amplitude maximale de la résonance

Fo/m

J(wg —@?)2+ 45202

Up/L

J(w% —w?)2+ 45202

C(W) = , 8=a/2m C (W)= ,6=R/2L

Foym Uo/L

268 [wi-8 28 |w—-52

CMax=C(W=Wr)= CMax=C(W=Wr}=
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