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Exercice 1: Soit E, ‖·‖) un espace vectoriel normé tel que la norme
vérifie l’identité du parallélogramme et soit ϕ : E × E −→ R définie
par

ϕ(x, y) =
1

4
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2).

Montrer que:

(1) ϕ(x, x) = ‖x‖2, ∀x ∈ E
(2) ϕ(x, y) = ϕ(y, x) ∀x, y ∈ E
(3) ϕ(x+ y, z) = 2ϕ(x, z

2
) + 2ϕ(y, z

2
) ∀x, y, z ∈ E

(4) ϕ(x, y) = 2ϕ(x, y
2
) ∀x, y ∈ E

(5) ϕ(x+ y, z) = ϕ(x, z) + ϕ(y, z) ∀x, y, z ∈ E
(6) ϕ(λx, y) = λϕ(x, y) ∀x ∈ E, λ ∈ R
(7) En déduire que c’est un produit scalaire.

Exercice 2

Soit H = {f : [0, 1]→ R :

∫ 1

0

|f(t)|dt < +∞} muni de la norme

‖f‖1 =
∫ 1

0
|f(t)|dt. En utilisant les fonctions f et g définies par

f(x) =

{
1, si x ∈ [0, 1

2
];

0, si x ∈]1
2
, 1]

et g(x) =

{
0, si x ∈ [0, 1

2
[;

1, si x ∈ [1
2
, 1]

pour tout t ∈ [0, 1]; montrer que la norme n’est pas issue d’un produit
scalaire.

Exercice 3
Soit H un espace préhilbertien et A un sous espace vectoriel de H.

Montrer que

x ∈ A⊥ ⇔ ‖x− y‖ ≥ ‖x‖, ∀y ∈ A
.

Exercice 4
Soit H un espace préhilbertien sur C. Montrer que ∀(u, v) ∈ H ×H

< u, v >=
1

2
[‖u+ v‖2 + i‖u+ iv‖2 − (1 + i)(‖u‖2 + ‖v‖2)].



Exercice 5
Soit H un espace préhilbertien et soit f une application de H dans

H telle que, pour tous vecteurs x et y de H : < f(x), y >=< x, f(y) > .
Montrer que f est linéaire.

Exercice 6 Soit H un espace préhilbertien réel. Montrer que pour
tous x, y de H,

2 + ‖x+ y‖2 = 2(1 + ‖x‖2)(1 + ‖y‖2).

Exercice 7
Soit H un espace préhilbertien réel, soit f une application telle que

f(0) = 0 et
∀x, y ∈ H, ‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖.

1. Montrer que f conserve le produit scalaire.
2. En déduire que f est linéaire.

Exercice 8
Soit H = C([0, 1];R), l’espace des fonctions continues f : [0, 1] →

R muni du produit scalaire < f, g >=

∫ 1

0

f(x)g(x)dx et soit F ⊂

H; F := {f ∈ H : f(0) = 0}. Montrer que F⊥ = {0}.
Indication: vous pouvez utiliser la fonction g : x 7→ g(x) = xf(x).

Exercice 9

Soit H = C([0, 1];R), muni de la norme ‖f‖1 =

∫ 1

0

|f(t)|dt. Soit

l’application ϕ définie sur H par ϕ(f)(x) =

∫ x

0

f(t)dt.

1. Montrer que ϕ est linéaire continue.
2. Pour n ≥ 0, on considère fn l’élément de H défini par fn(x) =
ne−nx, x ∈ [0, 1]. Calculer ‖fn‖1 et ‖ϕ(fn)‖1.

3. On pose ‖|ϕ‖| = sup
f 6=0

‖ϕ(f)‖1
‖f‖1

. Déterminer ‖|ϕ‖|.

Exercice 10 Soit H un espace préhilbertien réel et A un convexe
fermé de H, on définit la projection de x ∈ H sur A par

p = ProjA(x)⇔ ∀y ∈ A, < x− p, y − p >≤ 0.



1. Montrer que si A est un sous espace vectoriel (fermé ) de H, alors

p = ProjA(x)⇔ ∀y ∈ A, < x− p, y >= 0.

2. Montrer que ProjA : H → A est linéaire continue et ‖ProjA‖ = 1.

Exercice 11
Soit E = C([0, 1];R), l’espace des fonctions continues f : [0, 1] →

R muni du produit scalaire < f, g >=

∫ 1

0

f(x)g(x)dx et soit F ⊂

E; F := {f ∈ E : f(0) = 0}. Montrer que F⊥ = {0}.
Indication: vous pouvez utiliser la fonction ϕ : x 7→ ϕ(x) = xf(x).

Exercice 12

SoitH = L2([0,+∞[;R) = {f : [0,+∞[→ R :

∫ +∞

0

|f(t)|2dt < +∞},

muni du produit scalaire < f, g >=

∫ +∞

0

f(t)g(t)dt, pour tout f et g

de H. Soit l’opérateur A définie de H dans H par

A(f)(t) =

{
f(t− 1), si t ≥ 1
0, si t ∈ [0, 1];

pour tout t ∈ [0,+∞[
1. Montrer que A est linéaire et que A est une isométrie.
2. Calculer A∗ l’adjoint de A et montrer que A∗ ◦ A = IdH .


