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SERIE DE TD N 04
ESPACES DE HILBERT

Exercice 1: Soit £, || -||) un espace vectoriel normé tel que la norme
vérifie I'identité du parallélogramme et soit ¢ : £ x E — R définie
par

1

(e, y) = 7(le+yl* = llz = yl*).

Montrer que:
(1) (x,x) = ||=[*, vz € E

(z,y) = ¢y, ) Vo, y € E
(z+y,2) = 20(2,5) + 20y, 5) Va,y,z € E
(,y) =2¢(x, %) Yo,y € E
(r+y,2) =z, 2) + ¢y, 2) Vo,y,2 € E
(Az,y) = Ap(z,y) Ve € E;A € R
n déduire que c’est un produit scalaire.

Exercice 2 .
Soit H = {f:]0,1] —>]R:/ |f(t)|dt < +o0} muni de la norme
0

£l = fol |f(t)|dt. En utilisant les fonctions f et g définies par

1, sl :1:6[0,%]; ~J 0, si xe[(),%[;
f(z)_{ 0, si z€l3,1] et glr) = 1, si ze€l3,1]

pour tout t € [0, 1]; montrer que la norme n’est pas issue d’un produit
scalaire.

Exercice 3
Soit H un espace préhilbertien et A un sous espace vectoriel de H.
Montrer que

re At o o -yl > af, VyeA

Exercice 4
Soit H un espace préhilbertien sur C. Montrer que V(u,v) € H x H

1 . .
< u,v >= Sfllutol* +illu+iwl* = (L@l + [[v]*)).



Exercice 5

Soit H un espace préhilbertien et soit f une application de H dans
H telle que, pour tous vecteurs z et y de H : < f(z),y >=<z, f(y) > .
Montrer que f est linéaire.

Exercice 6 Soit H un espace préhilbertien réel. Montrer que pour
tous x,y de H,

2+ [lo+ylI* =201 + [l=*) X + [lyl*).

Exercice 7

Soit H un espace préhilbertien réel, soit f une application telle que
f(0)=0et
Vo,y € H, |[f(z) = f)ll = [l — yl|.

1. Montrer que f conserve le produit scalaire.
2. En déduire que f est linéaire.

Exercice 8

Soit H = C([0,1];R), I'espace des fonctions continues f : [0,1] —
1

R muni du produit scalaire < f, g >:/ f(z)g(z)dz et soit F C

0
H; F:={f e H: f(0)=0}. Montrer que F*+ = {0}.
Indication: vous pouvez utiliser la fonction g : z +— g(x) = zf(x).

Exercice 9 .
Soit H = C(0,1]:R), muni de la norme | £ :/ F()|dt. Soit
0

I'application ¢ définie sur H par ¢(f)(z) = / f(t)dt.
0

1. Montrer que ¢ est linéaire continue.
2. Pour n > 0, on considere f, I'élément de H défini par f,(z) =
ne " x € [0, 1]. Calculer || f,]]1 et ||o(fn)l]1-

3. On pose |||¢]|| = SUPM
20 |l fIh

. Déterminer |||¢|||.

Exercice 10 Soit H un espace préhilbertien réel et A un convexe
fermé de H, on définit la projection de x € H sur A par

p= Proja(z) &Vye A, <z —p,y—p><0.



1. Montrer que si A est un sous espace vectoriel (fermé ) de H, alors
p= Projs(z) &Vye A, <z —p,y>=0.

2. Montrer que Projs : H — A est linéaire continue et ||Projal|| = 1.

Exercice 11

Soit £ = C([0,1];R), 'espace des fonctions continues f : [0,1] —
1

R muni du produit scalaire < f, g >:/ f(z)g(z)dx et soit F C

0
E; F:={f € E: f(0) = 0}. Montrer que F*+ = {0}.
Indication: vous pouvez utiliser la fonction ¢ : z — ¢(x) = xf(x).

Exercice 12 oo
Soit H = L*([0, +oo[;R) = {f : [0, +o0o[— R : / |f(t)[2dt < +o0},
0
+oo
muni du produit scalaire < f,g >= / f()g(t)dt, pour tout f et g
0
de H. Soit I'opérateur A définie de H dans H par

ft—=1), sit>1
ane={ 0 Sz

pour tout ¢ € [0, +o0]
1. Montrer que A est linéaire et que A est une isométrie.
2. Calculer A* I’adjoint de A et montrer que A* o A = Idy.



