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L’examen comprend des questions de cours et deux problemes indépendants. Le premier probleme porte sur
la production d’un boson W dans les collisions proton-proton. Le deuxieéme probleme est sur la renormalisation
de la théorie X ®3 & six dimensions. Un appendice contient les régles de Feynman. On rappelle aussi les intégrales
sur le quadri-moment tournant dans une boucle.

(I) Questions de cours

(1) Champ de Proca: On considére un champ relativiste A*(x) vectoriel et massif (¢.a.d. de spin-1 et de
masse m). La densité lagrangienne décrivant la dynamique de ce dernier est
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ou Fy,, = 9,A, —0,A,, et J* est le courant (est constant par rapport au champ A,,).
(a) Montrer que la densité lagrangienne libre (J* = 0) n’est pas invariante sous la transformation de jauge:
A, — A, —0,0(x)
(b) A l'aide des équations d’Euler-Lagrange, écrire I’équation d’évolution du champ A,,. Montrer que cette
équation ne conduit pas a la conservation du courant J,.
(c) On suppose, maintenant, que le courant est conservé (¢.a.d. 9*J, = 0). Montrer que A, satisfait les
équations

0 A" (x) =0, (0% + m?)A¥(z) = J"(x). (2)

(d) Calculer la dimension, dans le systeéme d’unités naturelles (¢.a.d. i =c = 1), du champ A, et le courant
Jy si la dimension de I'espace-temps est égale a 4 et 4 — 2e.

(2) Couleur et groupe SU(3): Dans la représentation fondamentale, les générateurs (T pour a =
1,2,---8) du groupe de Lie SU(3) vérifient les relations suivantes,

Sa da
[T, T = i febeTe, {1, 7%} = ?’7 3 + T, Te[TT"] = 71’ (3)

ol f%° sont anti-symétriques et d** sont symétriques par permutation de deux indices.

(a) Définir les représentations fondamentale et adjointe de SU(3)? Quel est le lien entre ces représentations
et les particules fondamentales (quarks et gluons).

(b) Montrer que la trace des générateurs T est nulle.

(¢) On appelle opérateur de Casimir dans la représentation fondamentale, 'opérateur Cr qui doit vérifier
[Cp,T°] = 0. Montrer que 'opérateur Cp = > T*T* est un opérateur de Casimir. Calculer Cr et Tr(Cr)
dans cette représentation.

(d) Montrer que, dans la représentation adjointe, I'opérateur de Casimir est Cy = 3 - I3 (généralisation de
Cr).

(e) On note les amplitudes associées aux diagrammes de Feynman suivants, M,, M et M., respectivement.

(b) (c)

Calculer les facteurs de couleur de: S |M,|?, S5 (M, M) et S (Mo M,).



(IT) Probléeme 1: Production d’un boson W dans les collisions proton-proton

A Tordre le plus bas en théorie des perturbations, le boson W est produit par I'annihilation quark-antiquark
qa(p1) + @' (p2) = Wpw).

Les quarks et antiquarks sont tous supposés de masse nulle.

(1) Supposant qu’un proton est formé de quarks u,d,s,c et d’antiquarks ,d, 3, ¢, quelles sont les com-
binaisons possibles de ¢ et de ¢ qui peuvent produire un boson W. Calculer I’élément de matrice au carré
sommé/moyenné sur les spins et la couleur.

(2) Calculer la section efficace totale au niveau partonique et montrer qu’elle est proportionnelle & une
fonction §. Calculer la section efficace totale au niveau hadronique en introduisant les fonctions de structure
appropriées Fy(x;) et Fy(z;) oud,j = 1,2 et x1 et o sont les fractions d’impulsion portées par les partons
dans le proton 1 et le proton 2..

(3) A Pordre suivant (premier ordre) en QCD, quels sont les deux processus réels a considérer pour la pro-
duction d’un boson W. Tracer les diagrammes de Feynman correspondants (chaque processus comprend deux
diagrammes de Feynman). On rappelle que le proton contient aussi des gluons. Ecrire I’élément de matrice
pour I'un des deux processus.

(4) Ecrire I’élément de matrice au carré sommé/moyenné sur les spins et les couleurs. Montrer sans évaluer
explicitement les traces que les termes en 75 ne contribuent pas quand on somme sur la polarisation du W. On
utilisera la jauge de Feynman pour la somme sur la polarisation du gluon.

(5) Au premier ordre en QCD tracer, sans les calculer, les diagrammes virtuels (avec boucle) & considérer
pour avoir un calcul complet.

(IIT) Probléme 2: Renormalisation & une boucle de la théorie A ®* en 6 dimensions

La densité Lagrangienne, en fonction des quantités nues, s’écrit:

1 1 A .
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Op = Pp(x) scalaire réel. On consideére la théorie en 6 dimensions, de telle sorte que le lagrangien, sans
dimension, est relié & la densité lagrangienne par L = [ da® L.
(0) Calculer la dimension, en terme de masse [fi = ¢ = 1], du champ et du couplage dans un espace a 6
dimensions.

Dans la suite du probleme, pour effectuer la renormalisation on travaillera en n dimensions. Les regles de
Feynman sont données en appendice.

(1) Calculer la dimension, en terme de masse, du champ et du couplage dans un espace & n = 6 — 2¢
dimensions.

(2) Introduisant les relations entre parametres nus (®p, mp, Ag) et les parametres renormalisés (P, m, A)

Z Z
<I>B:Z§/2<I>; m2,3=70m2; )\B:ﬁ)\ue
3 Z3

écrire la densité Lagrangienne (4) en fonctions des @, m, A et des § Z; = Z; — 1.



(3) Considérant la fonction & deux points (self-énergie), calculer Zy et Z3, dans ’approximation a une boucle,

dans le schéma M S. Pour cela on considérera

(IV) Appendices

e Appendice pour les questions de cours:

+ 7 (Z(] — ].) m2

— Equations d’Euler-Lagrange la densité lagrangienne £(0¢,, 0,,¢r):

o ., o
o (x) "0 (x))

=0,

— Couleur et matrices de Gell-Man:

deec — 07 f-acdfbcd — 35ab;

— Spineurs de Dirac et couleurs:

E willy, o< 05,
S

— Regles de Feynman en QCD:

—igsy"(T)ji

e Appendice pour le probleme 1:

— Vertex quark-quark-boson W:

—i5 e (L= )

— Somme sur la polarisation du boson W:
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— Section efficace partonique:
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e Appendice pour le probleme 2:
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Propagateur:

P p?2—m2+i)
— Vertex:
—iAuc
Contre terme de la fonction d’onde:
— —i(Z5—1)p?
Contre terme de masse:
—_———— i(Zp—1) m?
Contre terme de vertex:
—iAp (Z1—1)
On rappelle les intégrales:
dnk (kZ)r
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(4m)= I'(3) I'(m)
On trouvera:
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