Reéférence:

Quantum mechanics : Concepts and Applications. Nouredine Zettili.
Chapitre 1

Etude quantique de quelques systémes unidimensionnels(rappels)

Introduction:

L’équation de Schrodinger décrivant la dynamique d’une particule de masse m dans un

potentiel unidimensionnel indépendant du temps V' () est donnée par

Do @) +V (2) () = B (@

ou E est ’énergie totale de la particule. Les solutions de cette équation donnent les valeurs
propres d’énergie autorisées £, et les fonctions d’onde correspondantes v, (x). Pour résoudre
cette équation différentielle aux dérivées partielles, il faut spécifier le potentiel V' (x) ainsi
que les conditions aux limites. Les conditions aux limites peuvent étre obtenues & partir des
exigences physiques du systéme.

On se limitera & des formes de potentiel trés simplifiées afin de pouvoir résoudre sans
difficulté ’équation de Schrodinger. Bien que les formes du potentiel que nous allons étudier
soient simples, ils correspondent & des applications trés intéressantes. A savoir;

1) Saut de potentiel.

2) Barriére de potentiel.

3) Oscillateur harmonique & une dimension

1) Saut de potentiel: Il est défini par:

0 si <0 (région I)

Vo si x>0 (région II)

L’énergie E de la particule doit étre positive afin que 'onde incidente soit une onde de
propagation. On supposera que la particule vient du coté négatif de ’axe des abscisses .
Nous allons distinguer deux cas: E > Vet E < V4.

a) £ > Vg

i) Région = < 0 : I’équation de Schrodinger s’écrit :

h 0

2
2p—m¢1 () = Evr (z) avec p = 0
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c’est-a-dire
627,0] ($) 4 2mE

92 pz V(@) =0

QmE_k.Z
- M

on pose =5

2
TUE) 4 ks ) =0

La solution générale est alors donnée par:

1/}1 ({L‘) — Aeiklz + Be—iklm

ik1x

L’onde incidente est représentée par le terme e et qui correspond & une onde plane

allant de gauche vers la droite. Lorsque la particule arrive en z = 0, elle peut soit étre

réfléchie, soit étre transmise. L’onde réfléchie est représentée par le terme e~#17,

Fix)
___________ E
40
Be™ ix
- Cel feax
A ez’klx >
X
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i) Région = > 0 : I’équation de Schrodinger s’écrit :

P’ I,
%wn () + Vouorr (x) = Evpyr (z) avec p = e

c’est-a-dire
82¢H (ZL‘) 4 2m (E — Vg)
02 h?

Y (z) =0

2m(E*V0) _ k%

on pose 2

2
T | kg () =0,

la solution générale est :
wll (SL’) — Ceikzx 4 Defikgm

Le premier terme en e?2®

correspond & une onde plane allant de gauche vers la droite: il
représente donc ’onde transmise.

Par contre le second terme représente une onde venant de +oo allant vers la gauche.
Comme nous n’avons pas de particule qui provient dans ce sens, nous poserons D = 0,
c-a-d:

wll (I) — Ceikgx
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Conditions aux limites: La fonction ¢ (x) et sa premiere dérivée ¢'(z) doivent étre con-

tinues en z = 0. C’est-a-dire:

w1<0_) = w]]<0+) o A+B=C

v07) =07 | 4-B=pe

d’olt on tire les rapports:
B o ]{?1 — ]{?2 t C o 2]{31

= e =
A ]{?1 + /{32 A kl + k2
Nous montrons (voir TD) que le courant de Schrodinger a une dimension est donné par:

h *
i g (=0
Xz

22m

le courant incident:

. h * d inc inc iki1x
Jine = (Q/} 77/} ¢1nc ¢ ) y winc = Ae k1

2im \ "¢ dx
= o (i1 |A]* + ik |AP)
= 4P

le courant réfléchi:

2im " dx

jr — h (¢*d¢r . ¢Td¢*> ’ Q/}T — Befiklx

h
=5 (—iky |B)> — ik1 | BI?)

ek

le courant transmis:

h d d .
] 22m <¢t 77/}15 szt ) ’ wt — Cvezkgx
h . .
=5 (ik2 |C|? + ik2 |C]?)
hko

= 22jcp

Le coefficient (la probabilité) de réfléxion s’exprime par:

|

Jinc

B |B|2_‘BZ
Al*




c-a-d:

2
R—<h_b){—1_v - %
N /Cl + kz Vo ‘

1+,/1-%

Le coefficient de transmission s’exprime par:

T:jt:@g2:@(2h>2
Jine ky | A ki \ki+ ko)’
c-a-d:
Ak
(ki + k2)*

On remarque que:
R+T=1

Dans une situation analogue en mécanique classique, la particule serait toujours trans-
mise, alors qu’en mécanique quantique elle a une probabilité non nulle d’étre réfléchie.
b) E<Vj:

i) Région = < 0 : I’équation de Schrodinger reste la méme, c-a-d la solution est toujours
77/}[ (IL‘) — Aeiklz + Be—iklm

ii) Région z > 0 : 1’équation de Schrodinger s’écrit dans ce cas

8%1 T
T Ky (1) =0
avec W = k2 et donc la solution générale est :

1/}[[ (JI) = C’ekzw + 1)6_162m

L’exponentielle e¥2* diverge et ne représente donc pas une solution physique. On doit

poser C' = 0. La solution dans cette region est donc

Qﬂ[[ ((E) = De_kzx

Yrr () — 0 a linfini ; ¢’est une onde évanescente. Il n’y a pas d’onde transmise.

Les conditions aux limites:

w[(o_) = w[[<0+) o A+B=D
¥7(07) =47, (07) A-B=i2D



d’ou on tire le rapport:

B ky — ik
A kg + ik
Le coefficient (la probabilité) de réfléxion s’exprime par:
. 2 2
Jr B ki — ks
R= =|—=| =|———| =|R=1
Jine ‘ A ' ‘ ki + iky

Remarque: le coefficient de réfléxion R dépend de la valeur de E par rapport a V;

1 si BE<VW

R = 1o /1- % 2 .
(—1+ T‘@) si E>V

2) Barriére de potentiel: 1l est défini par:

0 si r <0 (régionI)
Vi(z) = Vo si 0<xz<a (région II)
0 si r>a (région III)

Vv [: x)
W————

Région I | Région IT 1+ Région I11

xr

0 i

Du point de vu de la physique classique: la traversée de la barriere est possible si £ > V.
Par contre pour E < Vj, il est impossible. Qu’en est il en mécanique quantique 7

Pour fixer les idées, on va considérer uniquement le cas £ < Vj.

i) Région (I) = < 0 : comme dans le cas du saut de potentiel, la solution de ’équation

de Schrodinguer dans est:

w] ($) — Aeiklx i Befiklx

2mE __ 1.2
avec 57 = ki

ii) Région (II) 0 < x < a : I'équation de Schrodinger s’écrit :

20 (@)

o2 T Vovn (x) = By (2)

la solution est:

1/1[[ (JI) = C’em -+ 1)6_162m

bt



N E
ol (‘h/g ) _ ]{32

iii) Région (III) z > a : la solution est:
Vi1 (7) = Fe™® + Ge e

Puisque on n’a pas d’onde venant de +oo allant vers la gauche (il y pas d’obstacle a +00)
on pose G = 0.
Conditions aux limites: (z) et ¢'(x) doivent étre continues en z =0 et z = a.
Continuité en x = 0:
¥1(0) = v11(0) . A+B=C+D
¥1(0) = ¥7,(0) it (A-B)=C-D

ainsi on peut obtenir C' et

t D e
C—%[(1+zk—;>A+<l—iZ—;) B] (1)
1
2
|

n fonction de A et B

Continuité en x = a.

¢1[(a) = 77/}[[[((1) N Cek2e 4 De—Fk2a — Feikia (3>
V(@) = diri(a) kaCek2a — kyDe %20 = ik Fef1e (4)

)
remplagons (1) et (2) dans (3) et (4) on obtient

k k k k -
{(1—|—ik—l> k2o 4 1—¢k—1) —’“2“}A+{<1—¢k—1) ef2e 4 <1+@'k—1) e‘kza}B:2FeZk1“
2 2 2 2
.kl k .kl —k kl k .kl —k kl ik
1 - 2a 1__ 20 A 20 1 L 2a B—2 lea
{( +Zk2)€ ( Zk’2> } +{( k2)e +Z’f2 ‘ T ©

On pourra ainsi déterminer les rapports % et % et par suite calculer les coefficients de

réfléxion et de transmission, on obtient (exercice)

jn B|? 1
R ey - = | — fry 5.2
Jine A 1+ 4’;1k2
(k2+k3)" sinh? (kza)
' F| 1
T = ,Jt =|—| = > avec R+71 = 1.
Jine A 1 (k3 +£2)" sinh (k)
+ pr

On remarque ici que méme pour FE < V), la particule a une certaine probabilité
d’étre transmise, ce qui est contraire a la physique classique. Ce phénomeéne est appelé

effet tunnel.



3) Oscillateur harmonique 4 une dimension

Considérons une particule de masse m soumise & un oscillateur harmonique:

2
1
= 2p_m + §mw2x2

introduisons 'opérateur de création:

mw 7
x —
2h V 2m77/,up

et son transposé, I'opérateur d’annihilation:

a= (a+)+: ”ﬂ;;dx—i— \/27il—hwp (2)

lopérateur N = a*a est donc

N ( mw i > ( mw N i )
= xr — x
2h 2mhwp 2h 2mhwp

2h omhw! | op PP

CL+:

Donc

H=hw(N+3)| 3

La recherche des valeurs propres de I’'Hamiltonien H se réduit donc a la recherche de

valeurs propres n et les vecteurs propres [n) de N

N |n) =n|n)

* — gta donc les valeurs propres n de

L’opérateur N est hermitique puisque N = (ata)
N sont réelles:

n*=n=(n|N|n)= (n|ata|n)

le bras (n|a™ est le transposé de a|n) donc n représente la norme (positive ou nulle) du

vecteur a |n):

n=llam|=0 (4

Utilisons les relations (1) et (2), on peut montrer (exercice):

la,a"] =aa™ —ata=1



Cela donne les relations suivantes

Na = (a+a)a: (aa* —1)a=aata—a
:a(a+a—1)

= Na=a(N-1) (5

ce qui correspond & la relation de commutation

[N,a] = —a
de méme pour 'opérateur de création:

Na* =a* (aa*) =a* (ata+1) =a™ (N +1)

ce qui correspond & la relation de commutation

[N,a*] =a*

Appliquons maintenant la realation (5) au vecteur |n), il vient:

N(aln)) =a(N —1)|n) = a(n — 1) |n)
N(aln)) = (n—=1)(aln)) (6)

ainsi le vecteur a |n) est un vecteur propre de N correspondant & la valeur propre (n — 1).
D’autre part, on a:

Nin-1)=(m-1)n-1) (1)

Comparons (6) et (7), on obtient:
aln) =cln—1) (8)
or (n |n') = 0, on peut écrire alors:
(nlataln) = (n—1|ccln—1) = |c[> (9)

de (4) et (9), on déduit:
c=+vn

la relation (8) s’écrit donc comme:

aln) =v/nln—1) (10)




Alors:
a’|n) = aa|n) = vnaln —1) = \/n(n —1)|n —2)

a’n) =/nn—1)..n(n—p+1)|n—p)

si n = 0, alors suivant (4) la norme ||a |0)|| = 0, ainsi :

al0) =0| (11)

on suppose que n peut prendre des valeurs entiére positives n = 0,1, 2, ....

On montre d’une fagon analogue (exercice):
atny=+vn+1n+1) (12)

Le spectre d’énergie est obtenu d’aprés (3):

H|n>:hw(N+%) In) = E,|n)
:>En:hw(n+%)

Les fonctions propres se déduisent les une des autres par application de 'opérateur de

création a™ ou 'opérateur d’annihilation a;

0)
1) = a*[0)
2) = at (1) = — (a*)*|0)

V2 V2

n) = = (a®)"|0) (13)

Les valeurs propres de N constituent une base compléte dans laquelle nous pouvons
représenter 'oscillateur harmonique; ceci est la représentation du nombre d’occupation { N}

ou 'espace de Fock.

L’espace de Fock, pour cet exemple, est donc engendré par les vecteurs |n) états propres
de N :
Nin)=nln), n=0,1,2,....

(nn') = On,n

2nlm) (nf =1




