Chapitre 2

Moments cinétiques

1) Moment cinétique orbital:
ﬁ
En mécanique classique: le moment cinétique orbital L d’une particule est défini par

I’expression:

- = =
r=x1 +yj +zk

— — —
?:pxl +pyj +pzk

les composantes x; et p; avec i = 1,2,3 vérifient le crochet de Poisson suivant

0 sii#j
1 sii=j

{wi,pj} =055 (2) ou & =

avec les notations 1 = x, o =y, x3 =2 et p1 = py, P2 =py, P3 = P.

H
En mécanique quantique: l'opérateur moment cinétique orbital L est défini comme

. LSS =S e ) - .
lopérateur vectoriel L = 7" A p avec p = V. En coordonnées cartésiennes, il a
les composantes

R T T

L="L,i +L,j5 +L.k

avec

ou les opérateurs ; et p; vérifient au lieu de crochet de Poisson le commutateur
[, ps] = ihdy;  (4)

A partir de maintenant, on va omettre de mettre les chapeaux sur les opérateurs pour

simplifier ’écriture.



On peut montrer d’aprés (3) et (4) que les composantes L,, L, et L, obéissent aux

relations de commutation cycliques

Ly, L, =ihL,
Ly, L,] =ihL,
[LZ, Lw] = ZﬁLy

en effet,

(Le, Ly = [yp. — 2py, 2Pe — TD:] = [Yp2, 20z| — [yp=, 2p:] — [2Dy, 2D2] + [2Dy, 2D.]
=y [ps, 2| pe + 2 [2,p:]) py = th (xpy — yp,) = ihL,

on peut montrer aussi que le carré du moment orbital L? = L2 + Lz + L? commute avec

ﬁ
toutes les composantes de L (exercice)
(L, L] = [L* L,] = [L*,L.] =0
Remarque: on peut représenter le moment orbital en coordonnées sphériques (7, 6, ¢), en

particulier nous pouvons montrer que les opérateurs L? et L, s’écrivent:
_ho
Y
0? 1 0 1 0?
L= -0 =+ ot = s
002~ tanf 00 = sin® (6) 0p?

2) Valeurs propres de L? et L, et harmoniques sphériques

L,

Les équations aux valeurs propres de L? et L, sont
L2Y]" (0, ¢) = ah®Y;" (0, ¢)
LZYZm (97 90) = thZm (97 90)

Les constantes a et b sont sans dimensions donc le moment cinétique orbital a la dimension

de h. On peut montrer que
a=0({+1) ou ¢=0,1,2,..
b=m ou m=0,+1,+£2 ....et

et les fonctions propres Y,™ (6, ¢) sont appelées harmoniques sphériques. Elles sont données

par I'expression

Vi (.0) = (-1)" \/ e ICSUELC

m| <l —0<m</



Py (cos ) est le polynome de Legendre associé défini par

5 dim
PP (@)= (L= o)™ 0 (@)l <

1 d )
Pr(@) = gy gz (" = 1)

Calculons, par exemple, Y2 (6, ¢) , Y2 (0, ¢) et Y (0,¢).

V2 (0,0) = (1P Pl (cost)

1 0
x=cos = Py (cosf) = Py (v) = Py (2) = 2001 (2 -1) =1
1
Yy (0,¢) = e

de méme

Y2 (0,0) = (~1)° \/(2;1)1:1_0)0) P (cos®), x=cosf

/3 / /
—P P
A7 (z) o 472 da:
=4/ 4395 — cos@
T
Yil =7 / iup

Quelques propriétés des harmoniques sphériques:

i) La normalisation

27 i %
[ o) vir 0.0 sinbitio = st (6)
0 0

ii) Toute fonction f (6, ) a carré integrable peut étre développée d’une fagon unique sur

les harmoniques sphériques

iii) les Y™ (0, ) vérifient la relation

ng—m (97 90) = (_1)m D/Zm (07 90)]*

iv) En notation de Dirac, on peut écrire les Y;" (0, ¢) comme suit

Yem (07 30) - <97 90| £= m>



|¢,m) est un ket propre de L? et L, donc on écrit
L?|6,m) = R*0 (L + 1) |6, m)
L,|t,m)=hml|l,m)

les relations de complétude et normalisation sont notées comme

00 J4

DN lem)em] =1

(=0 m=—/

<€/a mll 67 m> = 56’,Z6m/,m

3) Opérateurs d’échelle L, et L_

Il est utile de définir les opérateurs d’échelle L, et L_, adjoints I'un de 'autre :
Ly=L,+:L,
L_=L,—1L,

En coordonnées sphériques ces deux opérateurs s’écrivent

. 0 0
[, — he | — + 4 -
L =he ( 7 +icotf )

4 0 0
L =he™ | —— +1 —_
he ( ae—l—zcotea(p)

leurs actions sur les Y, (6, ) sont

LY (0,0) = B (L+ 1) —m (m+ 1)Y" (0, o)
LY (0,0) = h/O(0+ 1) —m (m— 1)Y;" "1 (6, ¢)

on écrit aussi

Lylt,m) =kl +1)—m(m+1)|6,m+1)
L_[t,m) =m0l +1)—m(m—1)|¢,m—1)

notons que les kets |¢,m) ne sont pas kets propres de L.

Exercice: Vérifier que

1
L* = 3 [L.L_+L_L.]+L?

[Ly,L_] =2hL,

(L., Li] = +hL.



4) Théorie générale des moments cinétiques
—>
En mécanique quantique, on appelle moment cinétique tout opérateur hermitique J de

composantes J,, J, et J, vérifiant les relations de commutations suivantes:

[Joy Jy] = 1R,
[Jy, J.] = ihJ, (7)
[Jz, Jo] =ik,

Le carré scalaire est alors J? = J2 + JS + J2 on peut montrer, comme dans le cas du

moment orbital, les relations
20, = [2, 0, = [, 0] =0
on définit également les opérateurs d’échelle

Jp = Jy +iJy
J_o = J, —1iJ,
On peut montrer aisement les relations (exercice)
(2, ] =[J%J-] =0
(., Ji] = £hJ
[Jy, J_] =2k,
1
J? = 3 [Ty J_ 4+ J_J )+ J?
J_J.=J*—J?—hJ,
JoJ_=J*—J* 4+ hJ,

Valeurs propres de J? et J,

soit {|j,m)} une base propre commune & J? et .J, on écrit ainsi
J2jym) =125 (j + 1) |j,m)
J, |j,m) = hm|j,m)

ot —j<m<j &m=—-j,—j+1,..,5—1,7 et de plus nous avons

T ljsm) =m/j(G+1) —m(m+1)[jm+1) (8

J_ljm)=m/j(i+1) —m(m—1)[jm—-1) (9




et comme {|j, m)} est une base compléte on a

> lim) (Gom| =1

m=—j

(7', m] j,m) = 0y ;O m

L’espace des états &€ (j) engendré par la base {|j, m)} est de dimension 2j + 1.

Exercice:

Soit le moment cinétique de spin s = 1/2. L’espace € (s = 1/2) est engendré par les kets
{I1/2,m)}.

i) Trouver les valeurs possibles de m.

ii) En déduire la dimension de l'espace £ (s = 1/2).

iii) Trouver les matrices représentatives de S, S,, Si, et S_.

En déduire celles de S, et S,
iv) On pose ? = %? oll & est un opérateur de composantes o, , o, et o, appelées

matrices de Pauli. Vérifier ainsi qu’on a:

2_ 2 _ 2 _ . i
0, =0, =0, =1 (matrice unité)

[0s,0y] = 2i0, , |0y,0,] =2i0, , [0,,0,]=2i0,

Solution:
i) Les valeurs possibles de m sont: m = j:%.

ii) La dimension de I'espace £ (s = 1/2) est dim(€) = 2s+1 = 2. Cet espace est engendré

11 ‘l_l>}
202/0120 72/

iii) Matrice représentative de S?

On a:
1 1/1 1 3 1
— =R=-(=+1])]|= = K=
pm) =25 (5+1) [gm) =5 5om)

comme la base {}%, m>} est une base propre de S? la matrice représentative est diagonale,

par la base {’

52

les éléments de cette matrice sont donnés par

1 1 3,/1 |1 3
- SQ - — _h2 - A :_hzémm’
<2’m 2’m> 4 <2’m 2’m> g om
ou explicitement
¢ %hQ 0 :§h2 10
0 3n? 4 \o1



Matrice représentative de S,

De méme on a:

S

1 1
—.m)=hm|=,m
la base {‘%,m)} est une base propre de S, la matrice représentative est diagonale, les

¢éléments de cette matrice sont donnés par

1 1 1 1
— 'S, |=,m)y=hm{=,m| =, m)=h"rm,.
2 2 2 2 ’
ou explicitement
h
¢ _ |2 0 :E 10
0 -4 2\0 -1

Matrice représentative de S, et S_:

Les opérateurs d’échelle S, et S_ sont définis comme suit

S+:Sx+25y
S_ =5, —1iS,
On a
1 1/1 1
Sy §,m>—h\/§(§+1)—m(m+1)‘§,m+1>
—h\/ (m+1) L +1
= 1 m(m 2,m

la base {!%, m>} n’est pas une base propre de S, la matrice représentative n’est pas diago-

nale, les éléments de cette matrice sont donnés par

I O N 1
<§,m §,m>—h\/4 m(m+1)<2,m

3
= h\/é_l —m (m + 1)5m’,m+1
ou explicitement

St

= +1
—,m
27

01
S+ - h
00
comme S_ = (S,)7" il vient
00
S_=h
10



et par suite

1 hlO1
S, ==(5,+95.)==
2(++ ) 2| 10
1 A0 —2
S,==(S,—-85)==
Y Z(+ ) 2 ZO
. = h— o .
iv) On pose S = 50 . Ainsi, on a:
01 0 —1 10
0-.1‘: gy: ’O-Z:
10 1 0 0 —1
10
St = o= o? = —1,
01

On montre également les commutateurs (exercice).

5) Addition de deux moments cinétiques:

Soient maintenant deux systémes physiques distincts (1) et (2) de moments cinétiques

— —
respectifs J 1 et Jo. Les espaces vectoriels & et & associés sont engendrés respectivement
par les vecteurs de base |ji1,mq) et |ji, m1) avec

J12 |71, ma) = hj1 (1 + 1) [j1, ma)

J3 |1 ma) = Rja (2 + 1) |j2, ma)

Les nombres quantiques m; et ms prennent les valeurs:

my = _jh _jl -+ 1, ...,jl

mo = —jg, —jg + 1, ...,jg

— —
Les deux moments J; et J, commutent puisque ils se rapportent & des systémes in-

dépendants:
- —
|:<]1, J2i| =0 c-ad [Jla,Jgg] =0 Va,ﬁzx,y,z
Considérons maintenant le systéme formé par l'union des deux systémes (1) et (2). Il est

ﬁ
caractérisé par le moment cinétique J tel que:

—

— —
J=J14+ J2



de composante .J, suivant I’axe oz.
Les opérateurs JZ , J2 , Ji. et Jo. commutent entre eux et donc peuvent former un
ECOC (ensemble complet des opérateurs qui commutent ). Désignons par |ji, j2, m1, ms)

leurs vecteurs propres communs qui sont définis par le produit tensoriel suivant:

|j1,j2,m1,m2> = |jlm1> ® |j27m2>

ce que l'on écrit simplement comme:

‘j17j27m17m2> = |j1m1> |j2,m2>

Ainsi, ’'ensemble {|j1, jo, m1, my)} forme une base standard de ’espace vectoriel du sys-

téme global
§=6®&

cet espace est de dimension dim(§) = dim (&) . dim (&) = (251 + 1) (242 + 1) .

Par ailleurs, les opérateurs J? , J2 , J? et J, commutent également entre eux et peuvent
former un ECOC. Ce qui conduit & une seconde base {|ji,j2,j,m)} notée simplement
{|7,m)} .On doit donc connaitre les valeurs propres de J? et J, .

i) Valeurs propres de J,.

On a:

J. = Ji. + Jas.

c-a-d:

Jo g1y Jasma,ma) = (Jiz + J2z) 41, 2, i, ma)
= Jiz |j1, J2, ma, ma) + J2. |1, J2, ma, ma)
= Jiz [j1ma) [J2, ma) + Joz |j1ma) |2, ma)
= himy |jima) [jz2, ma) + fmg |jima) |j2, ma)

— h(ml + mz) |j1m1> |j27 m2>

= hm |jima) |j2, mo) oﬁ’m:ml —l—mz‘

cominme

—J1<mp < o o
, S = =it ) Sm <Gt
—J2 < my < Jo

ii) Valeurs propres de J*.



On a : m = my + my et comme les valeurs maximales de m; et my sont (m;) =7 et

max

(M2) oy = J2 ONL & Mipax = J1 + j2 mais |m| < j il s’ensuit que
jmax :jl +j2 (a)

Puis, pour trouver la valeur minimale j,;, de j, on utilise le fait qu'il existe (251 4+1)(2j2+
1) vecteurs propres |j,m) . Pour chaque valeur de j correspond (2j + 1) vecteurs propres

|7,m) , donc on a:

Jmax

2 @)= @i+ 1)+ 1) ()

Soit la somme s telle que

Jmax

s= Y (2 +1) = 2jmin + 1) + (2min + 3) + v + (2max + 1)

J=Jmin

qui s’écrit aussi comme suit
$ = (2fmax + 1) + (2Jmax — 1) + cooes + (2fmin + 1)
Faisons la somme
25 = 2 (Jmax + Jmin + 1) + 2 (Jmax + Jmin + 1) + .. + 2 (Jmax + Jmin + 1)

c-a-d

s = (jmax + jmin + ]-) + (]ma.x +jmin + 1) + ...+ (jmax +jmin + 1)

10



comme cette somme a jyax — Jmin + 1 termes, on a

premier terme + dernier terme
2

s = nombre de termes X

— (]max - jmin + 1) (jmax + jmin + 1)
mais jmax = J1 + Jo on écrit:
s = (]l +]2 + 1 _jmin) (]l +]2 + 1 +jmin)

= (j1 +jo + 1) — i
d’aprés (b) on obtient 1’égalité

(1 +d2+ 1) = jom = 2 + 1)(2j2+ 1)
d’ou on tire

Join = (1 = J2)° = Jmin = i1 — Ja

Par suite, pour jiet js fixés, les valeurs possibles de j sont:

l71 — Ja| < J <l|j1+ Jal

Coefficients de Clebsh-Gordan

Comme les deux bases {|j1jamima)} et {|jm)} sont complétes, on peut écrire
gm) = Y ldujamama) (jrjzmima| jm)
mi1msa

ljm) = Z (J12mama| jm) | j1jamims)

mimso
Les coefficients (j; jomims| jm) sont les élements d’une matrice de transformation unitaire
qui relie les deux bases {|jm)} et {|jijamims)}, ces coefficients s’appellent les coefficients

de Clebsh-Gordan (C-G).
Propriétés des coefficients de C-G:

i) Regles de sélection: comme J, = Jy, + Jo,, on a:

(J. = Jiz — Jo) |jrjomame) = 0 = (jm| J, — Ji. — Jo. |jrjamams) =0

h(m —my —ma) (Jm| jijamims) =0

Donc si

m # my + my = (jm| jijamims) = 0

11



et on a vu que
1 —=J2l <7<+

Alors les C-G sont nuls sauf si les deux conditions suivantes sont simultanément satisfaites

m = mi+ Mms

et |j1—Jja| <J<ji+Jo

ces conditions sont connues comme les regles de sélection des C-G.
ii) Relations d’orthogonalité:

Comme les {|jm)} forment une base, on a l'orthogonalité:
(G'm| jm) = 655 Gmm’
introduisons la relation de fermeture

Z |j1j2m1m2) (j1j2m1m2| =1

mims
comme

('m’| jm) = (j'm" 1] jm)

= Z (7'm" |j1jamama) (jijamame| jm)
mims
il vient
> (G lrgamima) (jrjamamal jm) = 8 Smm

mims

c-a-d

> {im|sjamams) G jamma] jm) = 1

mima2

iii) Les C-G sont réels par convention, par conséquent

(J1jamima| jm) = (jm| j1jamims)

la relation d’orthogonalité précédente devient:

> (rjamamal jm)? =1

mima2

12



iv) Quelques proprietés usuelles des C-G:

1) (jijamima| jm) = (—1)j_jl_j2 (jagimamy]| jm)

e (J1jamima| jm)
(-
NoIED
Signalons aussi que les C-G peuvent étre trouvés dans des tables spécifiques, appelées Tables
des C-G.
Calcul des C-G:

En général, les C-G sont reliés par des relations de récurrence qu’on peut déterminer en

2)  (jij2, —m1, —mg| j,—m) = (—1)

3) <j7jam7_m|070>:

appliquant les opérateurs .J... La combinaison de ces relations de récurrence avec la condition
de normalisation détermine tous les C-G mais avec un signe prés. Pour déterminer ce signe,

on utilise la convension de phase suivante

(J1,J2, 31,7 — Jis 1 4, J) réel et >0

Exercice d’application:

On considére le couplage de deux spins s; = sy = 1/2. Ainsi, soit l'espace { =
& (s1) ® & (s2) engendré par la base {|s;somims)} relative a Pensemble {S%,52, 5., Ss.}
et soit une deuxiéme base {|s1, s2, s, m) }, notée simplement {|s, m)}, relative & ’ensemble
{52 52 5% S.}.

(a) Quelle est la dimension de £ ? Quelles sont les valeurs possibles de s 7.

(b) Vérifier I'égalité

Smax

D (25 +1) = (251 + 1)(252 + 1)

$=S8min

(c) Pour le sous espace £ (s = 0), montrer qu’on a

100) =a

L1 +b
S1,89, =, ——=
1 2727 2

11
S1, S2, _57 5

ol a et b sont des C-G & déterminer.

(d) Pour le sous espace £ (s = 1), montrer que

11
|17 1> = |51, S2, 5; §>

En déduite |1,0) et |1, —1).

13



(e) Trouver la matrice de transformation entre les deux bases, formée par les C-G, puis
vérifier qu’elle est unitaire.

(f) Vérifier les résultats précédents a partir d’une table des C-G.

Solution:
(a) La dimension de £ est dim(§) = (251 + 1)(2s9 + 1) = 4.

Comme [s1 — 55| < 5 < |s1+ 82/ = 0 < s < 1 donc les valeurs possibles de s sont
s=0,1.

(b) On a
i (2s+1):Z(Qs—l—l):(2(0)+1)+(2(1)+1)

14+3=4=(2s1+1)(252+ 1) = légalité est vérifice

(c) Pour le sous espace £ (s =0), on a

=

1
2 2
|0, 0> =1 |0, 0> = E Z |81, 32m1m2> <51, 32m1m2| 00>
1

1
mo=—= mi=—=
1 1

2 2
= Z Z (s1, S9myma| 00) |s1, sgmyma) avec my +ms =0

1
Mma=—35 m1=—3

1
1 1 11 11
= <S1; 5257 —5 51,82 — 57 §> + <51752 - 57 5‘ 00> |51,52m1m2>

2
—a= L Yooy et b= L o0
_ - = e _ - =
a 8178227 92 51, 52 272

‘ 00)

reste & déterminer les deux C-G a et b, Pour cela, utilisons la propiété (3) :

. —1)"
<]a]am7_m|070>: ( )

V2i+1
il vient
1 1 (_1)1/2—1/2
a={(s,8=-,——00) = —F—0==1 V2
<1 “2 2' ) 2(1/2) +1 /
1 1 (_1>1/2+1/2
b={(s1,8—=,=-|00) = ——— = —1 V2
<1 P2 2’ > 2(1/2) + 1 /
Donc

|0,0> == \/Li |:|Sl7827 %7 _%> - |81782’ _%7 %>j|

14



(d) Le sous espace & (s = 1) engendré par la base {|1,1),]1,0),|1 — 1)} donc

1
2
I1,1) = Z Z |s1, S2, M1, m2) (1, S2, My, me| 1,1), avec m+my =1

mo=—21 m;=—1
11
81,82, =, =
1 27272

2 2

11
= <517827 57 5‘ 17 1>

la condition de normalisation:

11
‘<51,82,2 2'1 1>

mais comme (jy, j2, j1,7 — J1,| 7, 7) = <31, S9, %, %‘ 1,1) réel et > 0. Donc

11
<517527§7 5' 17 1> =1

2
11
<317$272 2‘ >

c-a-d

‘]-7 1> - ‘817827 %7 %>

pour déduire |1,0) et |1, —1) on peut appliquer 'opérateur S_ au ket |11) , en effet:

11
$1,582, = 2 2

11
:>h\/§|1,0> = (Sl) 8178272 2> +(SQ)

1 1 1 1
81,§> 82,§> + (S2)_ 31,§> 82775 >
1 1 “h 1 1
2 S, S1, 2 S2,, 2

S1,— % 9
= |1 O \[{}817527 272>+}81’S272’ 2>}

S_L1) = [(S1)_ +(Ss) ]

11
51,52, 5 27 2

= hV/211,0) = (Sy)_

= ivV2]1,0) = h

et de méme

1 11 1 1
S—|170>:E[< 1)+ (S2)_ ]{31782, 27§>+ 1a32a§a_§>}
1 1 1 1 11
:>h\/_|1 _1>_7 [( ) ] 5178272a 2>+E(S2)_{ 51, S92, 272
h 1 1 h 1 1
= 2|1, - )—E $1,82 ~ 3 §>—|—% 51,52, ~ 5> §>
= |1 -1 |31,82,—%, %>
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