Chapitre 3

Théorie des perturbations

1) Introduction

La plupart des problémes rencontrés en mécanique quantique ne peuvent étre résolus
exactement. Les solutions exactes de I’équation de Schrodinger existent seulement pour
quelques systemes idéalisés. Pour résoudre certains problémes, on utilise souvent des méth-
odes d’approximation. Ces méthodes sont parfois indispensables, sans cela le probléme serait
insoluble. De plus, elles nous permettent de comprendre le phénomeéne en termes simples,
ou de mettre en évidence 'essentiel d’un phénomeéne.

Dans ce chapitre, nous considérons une de ces méthodes d’appproximation connue comme

la théorie de perturbation.

2) Perturbation stationnaire

La technique consiste a trouver les valeurs de Iénergie F,, et les fonctions propres |i,)
d’un hamiltonien H indépendant du temps qui n’a pas de solutions exactes pour le probléme
stationnaire suivant

I'idée est de séparer le Hamiltonien H en deux parties
H=Hy+ H, (2)

telles que ’on sache résoudre le probleme pour Hy, et que H, est considéré comme une petite
correction (H, << H).
Nous pouvons faire cette idée plus explicite en écrivant H, en termes d’un parametre réel

sans dimensions A << 1 :

H, = \W
Ainsi ’équation (1) devient
(Ho +AW) [tn) = En [¢n) (3)

a) Cas non dégénéré

. NN T 0
Dans le cas ot Hy a un spectre non dégénéré; c’est-a-dire pour chaque valeur propre BV

correspond un seul état propre |@,)

Hy |¢n> - Ea(m()) |¢n> (4)



ot les solutions exactes E.” et |¢,) sont connues.

L’idée consiste a supposer que les valeurs propres et les états propres perturbés peuvent

a la fois étre développées en série de puissance en \

E,=EY +AEY + N¥EP + ... (5)
[¥n) = [6n) + A PD) + X2 [P + .. (6)

%(11@) représentent les corrections a 1’énergie et a 1’état propre a ’ordre k.

yi)
)

Alors Ey(lk) et
On doit calculer les £ , EP ,...et les

On se limite ici & déterminer E{” et ES pour I’énergie et zb,(@l)> pour I’état propre.

Remplacons (5) et (6) dans (3), on a

(Ho +AW) (I6n) + A[olV) + 22 [0 +..)
= (BD + AEL + N2EQD + ) (|6n) + A [00) + X2 |9P) + ...

Egalons les coefficients des puissances successives de A\ des deux membres de ’équation

précédente, nous obtenons les résultas

lordre 0 en A :

Hy |6n) = B |6n) (7)
premier ordre en A :
Ho [03) + W |6n) = B2 |430) + ELY [60) (8)
deuxiéme ordre en A :
Ho [32) + W o) = B2 [¢2) + ED [uil)) + B2 on) (9)

Comme [t,,) est considéré de ne pas étre trés différent de |¢,,) , on a donc

(Dnl Yn) =1
d’aprés (6) on écrit

(Dnl Dn) + M (n] D) + X2 (G| D) + .. =1

= (] V) = (0] ¥P) = ... =0 (10)
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Correction & 'ordre 1

Multiplions les deux membres de (8) par le bra (¢,|, on obtient la correction a 'ordre 1
a I’énergie
ED = (¢ W |60) (11)
Donc au premier ordre, on a

E,=EY 4 \EW

c-a-d
E,=E9 4+ X\ {¢,| W |¢y,)
= EO 4 (¢,| Hy|¢pn) puisque H, = AW
si on pose
AEW = (¢,] Hy )
il vient

E,=EY + AE® (12)

Notons que, dans certains cas, la correction au premier ordre s’annulle, donc on doit aller
a lordre suivant.

Déterminons maintenant

v}

Comme les états non perturbés |¢,) forment une base compléte et orthogonale, on peut

1#7(11)> dans {|¢,)} comme

développer ’état

[y = (Z |6 <¢m|) WY =" 16m) (bl BV) (13)

m#n

puisque le terme m = n n’a pas de contribution car (¢, | w,&”> = 0. Le coefficient (¢,,| ¢7(L1)>

peut étre obtenu a partir de 1’équation (8) en multipliant les deux membres par le bra (¢,,|

(S| Ho [8D) + (bl W | $0) = E (] V) + EL (] b
= B (| ©) + (G| W 60) = B (b ¥V
c-a-d

(Dm| W |n)
(S| ¥M) = FO_ 50



on remplace dans (13), on obtient

) = 3 Ll is,,) (14)

E(O) E(O)
m#n

donc au premier ordre I’état propre [i,) de H est

) = 60} + 2D a0 [6,0) (15)

m#n

Correction a Uordre 2

Pour déterminer E,(f), multiplions I’équation (9) par le bra (¢,| , on aura

= (bl W ") (16)
ot on a utilisé le fait que (¢, | w,(f)> = (¢n| w7(12)> =0et (¢on] Pn) =1

Remplagons maintenant la relation (14) dans (16), il vient

mW n
EQY = czsnlwzq5| W) © [9n)

m;én

c-a-d

2 m | W |on
B = 3Lt (7)
m#n

Donc, au deuxiéme ordre, ’énergie F,, de H est donnée par

2
E, = E;O) + A <¢n| 1% |¢n> + /\QZ |<¢To‘)W |¢n>|

(0)

ou bien

0 m Hp n
En = ET(L) <¢n’ H |§bn + | ¢E((l) L|§)(O) (18)

m#n

Remarque: si les niveaux d’énergie EVet B

sont égaux ( niveaux dégénérés), alors
I'expression (15) et (17) ne seront pas définis. Dans ce cas, il faut traiter le probléme avec
une approche différente de celui du cas non dégénéré.

Exercice d’application

Une particule de charge ¢ et de masse m est soumise a un potentiel harmonique de
fréquence w et un champ électrique faible ¢ dans la direction des x.
(a) Ecrire ’'Hamiltonien H du systéme.

(b) Trouver 'expression exacte de 1’énergie.
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(c) Calculer AE® la correction a 1'énergie & I'ordre 1 en €.
(d) Calculer AE® la correction a l’énergie a I'ordre 2 en &. Comparer cette correction
avec le résultat exacte de la question (b).

(e) Trouver I’état propre de H a l'ordre 1 en en &.

mw 1
a:\/;er\/mp
a+:vmﬁg_ i )

2h " Vomhw

avec an) =/nin—1) et a* |n) =vn+1n+1)

ou |n) désigne un état propre de l'oscillateur harmonique.

On donne:

Solution
a) L’Hamiltonien du systéme est donné par

P 1
H="—+ -mw’z?* +qV
2m 2

ou le terme qV' représente le potentiel d’ intéraction entre la charge ¢ et le champ électrique.

— —
Cet Hamiltonien s’écrit aussi, en notant que ¢ = —VV, comme:
h? d? 1 5,
= —-——75 t smwa" —qlx <<
2m dx? 2 acr &
H=Hy, +H,

ou

b) Notons que la solution de I’équation de Schrodinger pour ce systéme peut étre donnée
exactement sans avoir recours & aucun traitement perturbatif. En effet, faisons le change-

ment

q€

mw?

y=1—
I’'Hamiltonien H devient

n d? 1mw2y2 K
2m dy? 2 2mw?




qui est I’Hamiltonien d’'un oscillateur harmonique plus un terme constant. Le spectre

d’énergie correspondant est donc donné par

E,, = Energie de 'OH + le terme constant

_ 1 q2§2
—’”"“(“5) T o

c¢) La correction a 'énergie a l'ordre 1 en € :
Comme le champ électrique est faible, on peut traiter [, comme une perturbation. La

correction a l'ordre 1 & ’énergie est donc:

AEW = <¢n| Hp |¢n>
= AEW = —q€ (Pl 7 |Pn)

ici les |¢,,) sont les états propres de Hy on les notes simplement par les kets |n) avec (m |n) =

dn.m €t les leurs valeurs propres E? = hw (n + %)

|0n) = |n)

1
Hy |¢n) = E |¢n) = Hy|n) = E |n) avec E. = hw <n + 5)

D’autre par, les opérateurs de création et d’annihilation a et at relatifs a l'oscillateur

harmonique sont donnés par:

0= ot mep
o

V2mhw

on tire 'opérateur x :

St

a+

me

mais comme a |n) = y/n|n —1) et a* |n) = v/n+ 1|n + 1) donc:

= la correction a ’odre 1 de I’énergie est nulle.

c) la correction a I’énergie a 'ordre 2 en &:

G| Hp |$n)
ZI | Hy [6n)|”

FO_ 50 (cours)

m#n



(6| = (m| et |¢,) = |n) et comme E — BN = hw (n — m) donc:

Z [(m| — g€z |n)|?
2O _ g0

n#m

Comme E” — EY) = hw (n — m), on obtient aprés un calcul simple (exercice )

AE’(Q q2€2 Z { \/TL + 5m ,n+1 + \/_6771” 1)‘
2mw? n—m
2 V1 —I— 5mn ‘|‘ n(sm n— :
- quiﬂ Z ( (:>_ m)(\/_ 7 1) puisque O, p410m,0-1 = 0
m#n
S n+1 . n
S 2mw? [(n—n—1) (n—n+1)
_ ¢
2muw?

Donc I’énergie a 'ordre 2 en £ est :
E,=EY + AEW + AE®

c-a-d

En:ﬁw(n—i—%) 2

2mw?

ce résultat est en accord total avec I’expression exacte de I’énergie.
(e) exercice simple.

b) Cas dégénéré (Travail personnel a distance)

On a toujours le probleme (3) c-a-d

(Ho + AW) [ton) = En |thn) (19)

(0)

mais maintenant le spectre EY de 'Hamiltonien Hy et g fois dégéneéré ( c-a-d qu'il existe

un nombre g d’états propres |¢, ), @ = 1,2, ..., g qui corresponds au méme énergie EY )

Hy |¢n,o¢> = Er(LO) |¢n,o¢> (Oé =1,2, ,g)

o . . 0 e
Pour simplifier, on considére que g = 2 ( c-a-d ET(Z ) est deux fois dégénérée).
A Tordre zéro, on peut écrire |1),) comme une combinaison linéaire de |¢,,1) et |py.2)

2

|¢n> =0 |¢n,1> + C2 |¢n,2> = an |¢n,o¢> (20)

a=1



les |¢pn1) et |¢n2) sont orthonormés

(Dn.o |Onp) = 0ap avec a,B=1,2

remplagons 1’équation (20) dans (19), il vient

2 2
(Ho+AW) > calbna) = B Y Calbna)
a=1

a=1

c-a-d
2

2
S (B |pna) + AW [600)) co = En Y Ca|bna)
a=1

a=1

puis, multiplions les 2 membres pas le bra (¢, g|, on aura

2
> Ca (B804 M dnsl W [6na)) = En Y Cabag
a=1

a=1
c-a-d: ,
5B+ " M nsl W lna) ca = Encs
a=1

on peut écrire cette derniére équation comme

2

Z A <¢n,ﬁ| w |¢n,o¢> Cq = (En - E’y(lO)) Cp

a=1

mais au premier ordre en A on a: E, — B\ = AEY et posons (Ong| W |bna) = Waa, on

obtient )
> Wiaca = ENey
a=1

qui s’écrit aussi

2
> (Woa — EMbup)ca =0, B=1,2

a=1

le dernier résultat est un systeme de 2 équations linéaires homogenes

<W11 - ET(LI)) c1 + Wiace =0, B=1

) (21)
W2101+<W22—En >02=O, £=2
ou sous forme matricielle comme suit
Wn—EY W c
11 12 N 1) 0 (22)
Wa Wae — By Ca



Pour que le systéme (21) admet une solution unique, il faut que son déterminant soit nul
det (W — ENL,) =0 (23)

qui est un polynéme d’ordre 2 en EY. On a donc deux valeurs d’énergie distinctes,

c’est-a-dire en appliquant la perturbation on a levé la dégénérescence correspondante &

I’Hamiltonien Hy. Pour obtenir les deux coefficients ¢; et ¢y, on porte les valeurs Ey(lll)

et ESQ) dans le systéme (21), on obtient deux couples pour ces coefficients, c-a-d:

EL (c%, c;)

ni

Ey) — (d, &)
d’aprés (20), a ces deux couples correspondent les états |1,,) & 1'ordre zéro

|77Z)n,1> = C% |¢n,l> + C; |¢n72>
|wn,2> = C% |¢n,1> + Cg |¢n,2>

La généralisation au cas ou la dégénérescence est g est trés simple a formuler.

Exercice d’application

On considére un systéme quantique décrit par I’hamiltonien

2 0 0
H=W]|01+¢ 5
0 0 1—¢

ot Vj est une constante et ¢ est un nombre réel sans dimensions (¢ << 1).

a) Trouver les vecteurs propres et les valeurs propres de ’hamiltonien non perturbé H,
(e=0).

b) Donner les énergies exactes du systéme décrit par H.

c) Utiliser la théorie de perturbation pour donner les corrections aux énergies au premier
et au deuxiéme ordre de I’état relatif a I’état non dégénéré de Hy. Comparer avec les résultats
exacts (b).

d) Utiliser la théorie de perturbation pour donner les corrections au premier ordre des
états relatifs aux états dégénérés de Hy. Comparer avec les résultats exacts (b).

Solution



a) L’hamiltonien non perturbé Hy (¢ = 0) est

20 0 00 O
Ho=V [ 01 0 ) H,=Vy| 0 ¢ €
00 1 00 —¢

qui est une matrice diagonale, donc ses vecteurs propres sont

1 0 0
p)=1(0], Iop=1]11[, [¢3) = | 0
0 0 1

L’état d’énergie E{O) = 2V} est non dégénéré alors que les états d’énérgie Eéo) = Eéo) =W

sont deux fois dégénérés.

b) Donner les énergies exactes du systéme décrit par H.

2Vy — E 0 0
det(H—EL)=| 0 (1+¢)Vi—E Vo
0 0 (1-¢)Vo—E

=2 -E)[(1+e)Vo - E][(1-¢)Vy— E]
= E =2V, Ea=Vo(l4e), E3=Vy(1—¢)

c) D’aprés le cours, la correction a l'ordre 1 en e & I’énergie 2V} est

00 0 1

EY = (41| H, Ve

£ (1| Hylp)=(100) V| 0e & 0
00 —e 0

=0

D’aprés le cours, la correction a 'ordre 2 en ¢ a 1’énergie 2V est

| %!H \¢1 * _ Kool Hy o)l | [(ds] Hy |6n)I*
=2 C O _ O T 0 _ 5O
m#l 1 m 1 2 1 3
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mais

00 O 1
<¢2\Hp|¢1>=<010>% 0e ¢ 0=0

00 —¢ 0

00 O 1
<¢3|Hp|¢1>=<001>% 0 ¢ € 0l=0

donc 2B = 0.

Les corrections du niveau Efo) = 2V} sont nulles, celles-ci est en accord avec le résultat
exact B = 2V4.

d) Pour obtenir les corrections au premier ordre des états relatifs aux états dégénérés de

Hy, on est besoin de diagonaliser la matrice ), relative au sous espace engendré par les états

dégénérés, qu’on la note par V;

g €
V=W
0 —e
c-a-d
eV — A eVo
det (V= A)=0= =0
0 —Vo— A

= (eVo—AN)(=eVo—A) =0

= Ay =clVy et A\ = —V),

donc les corrections a l’énergie a 'ordre 1 en € du niveau niveau dégénéré sont Eé ) = Ap

et E?(,l) = A_ . Donc les énérgies de ce niveau a ’ordre 1 sont

E.=EP+EY 5 B, =Vo+eV
et B.=EY+EY — E_=V,—¢Vj

qui sont en accord avec les résultats exacts Ey et E3 de la question (b).
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3)Pertubation dépendante du temps (Travail personnel a distance)

1) Introduction

La théorie des perturbations dépendantes du temps est trés utile pour I’étude des proces-
sus d’absorption et d’émission d’un rayonnement par des atomes ou, plus généralement, pour
le traitement des transitions des systémes quantiques d’un niveau d’énergie a un autre. Soit

un systéme quantique décrit par ’hamiltonien:

H (t) = Hy+ )\V(t>, )\V(t) << Hy

ot V(t) caractérise I'interaction du systéme avec la source extérieure de perturbation. La
question est comment V' (t) affecte ce systéme ? Ce processus provoque le systéme de subir
des transitions d’un état propre de Hy & un autre. Si le systéme est initialement a 1’état
(non perturbé) |¢ (t; = 0)) = |p;) de Hy, quelle est la probabilité de trouver le systéme & un
autre état non perturbé |[¢ (tf)) = |ps) de Hp aprés la perturbation ?

Meéthode

Soit I’équation de Schrodinger:

i 1) o (1) = in 20
c-a-d
1y + V()] (1) = in 12D (24)

Développons 1'état quelconque |4 (t)) sur la base propre {|p,)} de Hy

=Xl (25)

Remplagons (25) dans (24), on aura

S @) o) +2 S en (O VD) o) —mza"” o)

n

avec Hy |¢on) = En |@n) . Multiplions par le bra (p,,|, il vient
3cn
ch n (Om| ©n) +)‘ch (m| V(1) ln) = hz (Pml ©n)

mais comme (@] Pn) = Opmpn ON &

acm()'

m () B+ 2 ) n 8) ol V) ln) = i =5,
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Pour simplifier, Posons

et Co (£) = by (t)e i Ent

ainsi, on obtient

b, (1)

g i Emt B by (t)eHEm

bon(£)eFE B+ X by (H)eTH Y, = ik

qui peut se simplifier &

by, (t)

A b, (t)e iV, = ih—mt 2
Enj (e, g7 (26)
ol Wy = @ On a alors deux cas:
i) Si A = 0, on obtient de (26) la solution
by, (t
825( ) =0=b,(t)=Cte =b,, (t=0)= ¢, (t=0)
d’aprés (25), on a pour t =0
= ca(t=0)]pn)
= Joi) = e (t=0)]p,) puisque [i(t=0))=]|p)
multiplions par le bra (¢,,|, on aura
(Pm | i) ch (t = 0) (om |en)
c-a-d
Cm (t = 0) = 5m,i
ii) Si A # 0, on peut chercher une solution approximative de (26) sous la forme:
b (1) = 09 () + A0V () + X202 (1) + ... (27)

remplagons (27) dans (26), on obtient

)\Z B9 (6) + A (£) + A2 (1) + ..] emtV = B 26O (1) A2

o bb (¢ )+ih/\ng§5) (t)+...

a " ot
puis, identifions les termes de méme ordre en A:
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l'ordre zéro en A :

(0)
abgt(t) —0=09 () =Cte=10b,, (t=0)=cpn(t=0)=0p,

lordre 1 en A\ =
> b (t) etV = z’h%b;? (t)

n

c-a-d

, 0
6n7ﬁ 'LUJmnthn — h_b(l) t
AL 2 (1)

. )
& ewmity = ih—bW (¢
e ih b (t)

par intégration, on tire

1/t
b (1) = — / cmit' (¢ dif (28)
vh J,
avec
D () = b (t) e Pt (29)

L’élément (¢¢| U (¢, ;) |1;) est défini comme une amplitude de transition d’un état initiale
non perturbé [¢;) = |p;) de Hy & un autre état non perturbé |¢f) = |ps) de Hp. La

probabilité de transition correspondante est donc:

Py ()= os Ut t) el [ () = U (8,1:) [¥)
= Py (1) =[5 [ (1)

d’aprés (25) on a:

Py (8) = [l X () om)* = [ 06m () 7l

2
= ey ()] = ‘bgvl) (t)| , d’aprés (29) a l'ordre 1.

et d’aprés (28), on obtient finalement la probabilité de transition

o 2
Proy (1) = s |y €7 Via (#) (30)

. E;—E;

— est la fréquence de transition, Vy; (t') = (0| V(%) |@:) -

A partir du premier ordre le calcul devient un peut compliqué, notons ainsi que le premier

terme est suffisant pour nombreux problémes de physique atomique et moléculaire.
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Exercice d’application

Une particule est initialement (i.e., ¢t — —o0) & son état fondamental dans un puits de
potentiel infini localisé aux points x = 0 et © = a, est soumise a une perturbation dépendante

du temps de la forme

V(t) = exe ",

oll € << est un parameétre réel positif.

Calculer la probabilité de transition pour que la particule se trouve dans son premier état
excité aprés un temps suffisamment long (i.e., t — +00).

Solution

L’état de la particule est décrit par 'hamiltonien
H=Hy+V(t)

Hy est 'Hamiltonien d’une particule libre dans un puits infini. Les fonctions d’onde et le

spectre d’énergie correspondant sont

2 nmw h2m2n?
W)=/ Zsin(Z2), B, =
Un () \/;SIH< a x) 2ma?

La probabilité de transition de I’état fondamental n = 1 (ot t — —o0 ) au premier état

premier état excité n =2 (ou t — 400 ) est donnée par (voir équation (30) du cours)

2

1| [t~ .
Pua() =5 | [ e @l VD))
ou
ot — E2 - E1 . 37T2h
2 h © 2ma?
et

(o] V(8) [thr) = / "5 (@) V() (z) da
28 2

- /“ : (27r ) (T
= —e¢ sin [ —z | sin (—J;) dx
a 0 a a

_ 16ea 42
972

La probabilité de transition est donc

16ca )\ >
P (t) = (9%271)
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utilisons la formule

/+oo €_a2t2+6tdt _ ﬁ exp <ﬁ_2>
2

. Q@ 4o

16ca > 9t h2
Pioa(t) == (wn) exp (‘W)

on obtient
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