
Chapitre 3

Théorie des perturbations

1) Introduction

La plupart des problèmes rencontrés en mécanique quantique ne peuvent être résolus

exactement. Les solutions exactes de l�équation de Schrödinger existent seulement pour

quelques systèmes idéalisés. Pour résoudre certains problèmes, on utilise souvent des méth-

odes d�approximation. Ces méthodes sont parfois indispensables, sans cela le problème serait

insoluble. De plus, elles nous permettent de comprendre le phénomène en termes simples,

ou de mettre en évidence l�essentiel d�un phénomène.

Dans ce chapitre, nous considérons une de ces méthodes d�appproximation connue comme

la théorie de perturbation.

2) Perturbation stationnaire

La technique consiste à trouver les valeurs de l�énergie En et les fonctions propres j ni
d�un hamiltonien H indépendant du temps qui n�a pas de solutions exactes pour le problème

stationnaire suivant

H j ni = En j ni (1)

l�idée est de séparer le Hamiltonien H en deux parties

H = H0 +Hp (2)

telles que l�on sache résoudre le problème pour H0, et que Hp est considéré comme une petite

correction (Hp << H0) :

Nous pouvons faire cette idée plus explicite en écrivant Hp en termes d�un paramètre réel

sans dimensions � << 1 :

Hp = �W

Ainsi l�équation (1) devient

(H0 + �W ) j ni = En j ni (3)

a) Cas non dégénéré

Dans le cas où H0 a un spectre non dégénéré; c�est-à-dire pour chaque valeur propre E
(0)
n

correspond un seul état propre j�ni

H0 j�ni = E(0)n j�ni (4)
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où les solutions exactes E(0)n et j�ni sont connues.
L�idée consiste à supposer que les valeurs propres et les états propres perturbés peuvent

à la fois être développées en série de puissance en �

En = E(0)n + �E(1)n + �2E(2)n + :::::: (5)

j ni = j�ni+ �
�� (1)n �+ �2

�� (2)n �+ :::: (6)

Alors E(k)n et
��� (k)n E représentent les corrections à l�énergie et à l�état propre à l�ordre k.

On doit calculer les E(1)n ; E
(2)
n ; :::et les

��� (1)n E ; ��� (2)n E ; :::::
On se limite ici à déterminer E(1)n et E(2)n pour l�énergie et

��� (1)n E pour l�état propre.
Remplaçons (5) et (6) dans (3), on a

(H0 + �W )
�
j�ni+ �

�� (1)n �+ �2
�� (2)n �+ ::

�
=
�
E(0)n + �E(1)n + �2E(2)n + ::::::

� �
j�ni+ �

�� (1)n �+ �2
�� (2)n �+ ::::

�
Egalons les coe¢ cients des puissances successives de � des deux membres de l�équation

précédente, nous obtenons les résultas

l�ordre 0 en � :

H0 j�ni = E(0)n j�ni (7)

premier ordre en � :

H0

�� (1)n �+W j�ni = E(0)n
�� (1)n �+ E(1)n j�ni (8)

deuxième ordre en � :

H0

�� (2)n �+W
�� (1)n � = E(0)n

�� (2)n �+ E(1)n
�� (1)n �+ E(2)n j�ni (9)

Comme j ni est considéré de ne pas être très di¤érent de j�ni ; on a donc

h�nj  ni ' 1

d�aprés (6) on écrit

h�nj �ni+ � h�nj  (1)n
�
+ �2 h�nj  (2)n

�
+ ::: = 1

) h�nj  (1)n
�
= h�nj  (2)n

�
= :::: = 0 (10)
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Correction à l�ordre 1

Multiplions les deux membres de (8) par le bra h�nj, on obtient la correction à l�ordre 1
à l�énergie

E(1)n = h�njW j�ni (11)

Donc au premier ordre, on a

En = E(0)n + �E(1)n

c-à-d

En = E(0)n + � h�njW j�ni

= E(0)n + h�njHp j�ni puisque Hp = �W

si on pose

�E(1) = h�njHp j�ni

il vient

En = E
(0)
n +�E(1) (12)

Notons que, dans certains cas, la correction au premier ordre s�annulle, donc on doit aller

à l�ordre suivant.

Déterminons maintenant
��� (1)n E :

Comme les états non perturbés j�ni forment une base complète et orthogonale, on peut
développer l�état

��� (1)n E dans fj�nig comme
�� (1)n � =

 X
m

j�mi h�mj
!�� (1)n � =X

m6=n

j�mi h�mj  (1)n
�

(13)

puisque le terme m = n n�a pas de contribution car h�nj  (1)n
E
= 0: Le coe¢ cient h�mj  (1)n

E
peut être obtenu à partir de l�équation (8) en multipliant les deux membres par le bra h�mj

h�mjH0

�� (1)n �+ h�mjW j�ni = E(0)n h�mj  (1)n
�
+ E(1)n h�mj �ni

) E(0)m h�mj  (1)n
�
+ h�mjW j�ni = E(0)n h�mj  (1)n

�
c-à-d

h�mj  (1)n
�
=
h�mjW j�ni
E
(0)
n � E

(0)
m
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on remplace dans (13), on obtient��� (1)n E =X
m6=n

h�mjW j�ni
E
(0)
n �E(0)m

j�mi (14)

donc au premier ordre l�état propre j ni de H est

j ni = j�ni+ �
X
m6=n

h�mjW j�ni
E
(0)
n �E(0)m

j�mi (15)

Correction à l�ordre 2

Pour déterminer E(2)n , multiplions l�équation (9) par le bra h�nj , on aura

E(2)n = h�njW
�� (1)n � (16)

où on a utilisé le fait que h�nj  (1)n
E
= h�nj  (2)n

E
= 0 et h�nj �ni = 1:

Remplaçons maintenant la relation (14) dans (16), il vient

E(2)n = h�njW
X
m6=n

h�mjW j�ni
E
(0)
n � E

(0)
m

j�mi

c-à-d

E
(2)
n =

X
m6=n

jh�mjW j�nij2

E
(0)
n �E(0)m

(17)

Donc, au deuxième ordre, l�énergie En de H est donnée par

En = E(0)n + � h�njW j�ni+ �2
X
m6=n

jh�mjW j�nij2

E
(0)
n � E

(0)
m

ou bien

En = E
(0)
n + h�njHp j�ni+

X
m6=n

jh�mjHpj�nij2

E
(0)
n �E(0)m

(18)

Remarque: si les niveaux d�énergie E(0)n et E
(0)
m sont égaux ( niveaux dégénérés), alors

l�expression (15) et (17) ne seront pas dé�nis. Dans ce cas, il faut traiter le problème avec

une approche di¤érente de celui du cas non dégénéré.

Exercice d�application

Une particule de charge q et de masse m est soumise à un potentiel harmonique de

fréquence ! et un champ électrique faible � dans la direction des x:

(a) Ecrire l�Hamiltonien H du système.

(b) Trouver l�expression exacte de l�énergie.
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(c) Calculer �E(1) la correction à l�énergie à l�ordre 1 en �:

(d) Calculer �E(2) la correction à l�énergie à l�ordre 2 en �. Comparer cette correction

avec le résultat exacte de la question (b).

(e) Trouver l�état propre de H à l�ordre 1 en en �:

On donne:

a =

r
m!

2~
x+

ip
2m~!

p

a+ =

r
m!

2~
x� ip

2m~!
p

avec a jni =
p
n jn� 1i et a+ jni =

p
n+ 1 jn+ 1i

où jni désigne un état propre de l�oscillateur harmonique.
Solution

a) L�Hamiltonien du système est donné par

H =
p2

2m
+
1

2
m!2x2 + qV

où le terme qV représente le potentiel d�intéraction entre la charge q et le champ électrique.

Cet Hamiltonien s�écrit aussi, en notant que
�!
� = �r�!V , comme:

H = � ~
2

2m

d2

dx2
+
1

2
m!2x2 � q�x , � <<

H = H0 +Hp

où

H0 = �
~2

2m

d2

dx2
+
1

2
m!2x2

et Hp = �q�x

b) Notons que la solution de l�équation de Schrodinger pour ce système peut être donnée

exactement sans avoir recours à aucun traitement perturbatif. En e¤et, faisons le change-

ment

y = x� q�

m!2

l�Hamiltonien H devient

H = � ~
2

2m

d2

dy2
+
1

2
m!2y2 � q2�2

2m!2
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qui est l�Hamiltonien d�un oscillateur harmonique plus un terme constant. Le spectre

d�énergie correspondant est donc donné par

En = Energie de l�OH + le terme constant

= ~!
�
n+

1

2

�
� q2�2

2m!2
:

c) La correction à l�énergie à l�ordre 1 en � :

Comme le champ électrique est faible, on peut traiter Hp comme une perturbation. La

correction à l�ordre 1 à l�énergie est donc:

�E(1) = h�njHp j�ni

) �E(1) = �q� h�njx j�ni

ici les j�ni sont les états propres de H0 on les notes simplement par les kets jni avec hm jni =
�n;m et les leurs valeurs propres E0n = ~!

�
n+ 1

2

�
j�ni = jni

H0 j�ni = E0n j�ni = H0 jni = E0n jni avec E0n = ~!
�
n+

1

2

�
D�autre par, les opérateurs de création et d�annihilation a et a+ relatifs à l�oscillateur

harmonique sont donnés par:

a =

r
m!

2~
x+

ip
2m~!

p

a+ =

r
m!

2~
x� ip

2m~!
p

on tire l�opérateur x :

x =

r
~
2m!

�
a+ + a

�
mais comme a jni =

p
n jn� 1i et a+ jni =

p
n+ 1 jn+ 1i donc:

�E(1) = 0

) la correction à l�odre 1 de l�énergie est nulle.

c) la correction à l�énergie à l�ordre 2 en �:

�E(2) =
X
m6=n

jh�mjHp j�nij2

E
(0)
n � E

(0)
m

(cours)

6



h�mj � hmj et j�ni � jni et comme E(0)n � E
(0)
m = ~! (n�m) donc:

�E(2) =
X
n6=m

jhmj � q�x jnij2

E
(0)
n � E

(0)
m

Comme E(0)n � E
(0)
m = ~! (n�m), on obtient aprés un calcul simple (exercice )

�E(2) =
q2�2

2m!2

X
m6=n

���pn+ 1�m;n+1 +pn�m;n�1���2
n�m

=
q2�2

2m!2

X
m6=n

�p
n+ 1�m;n+1

�2
+ (
p
n�m;n�1)

2

(n�m)
puisque �m;n+1�m;n�1 = 0

=
q2�2

2m!2

�
n+ 1

(n� n� 1) +
n

(n� n+ 1)

�
= � q2�2

2m!2

Donc l�énergie à l�ordre 2 en � est :

En = E(0)n +�E(1) +�E(2)

c-à-d

En = ~!
�
n+ 1

2

�
� q2�2

2m!2

ce résultat est en accord total avec l�expression exacte de l�énergie.

(e) exercice simple.

b) Cas dégénéré (Travail personnel à distance)

On a toujours le problème (3) c-à-d

(H0 + �W ) j ni = En j ni (19)

mais maintenant le spectre E(0)n de l�Hamiltonien H0 et g fois dégénéré ( c-à-d qu�il existe

un nombre g d�états propres j�n;�i ; � = 1; 2; :::; g qui corresponds au même énergie E(0)n )

H0 j�n;�i = E(0)n j�n;�i (� = 1; 2; :::; g)

Pour simpli�er, on considére que g = 2 ( c-à-d E(0)n est deux fois dégénérée).

A l�ordre zéro, on peut écrire j ni comme une combinaison linéaire de j�n;1i et j�n;2i

j ni = c1 j�n;1i+ c2 j�n;2i =
2X

�=1

c� j�n;�i (20)
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les j�n;1i et j�n;2i sont orthonormés

h�n;� j�n;�i = ��;� avec �; � = 1; 2

remplaçons l�équation (20) dans (19), il vient

(H0 + �W )
2X

�=1

c� j�n;�i = En

2X
�=1

c� j�n;�i

c-à-d
2X

�=1

�
E(0)n j�n;�i+ �W j�n;�i

�
c� = En

2X
�=1

c� j�n;�i

puis, multiplions les 2 membres pas le bra h�n;�j ; on aura

2X
�=1

c�
�
E(0)n ��;� + � h�n;�jW j�n;�i

�
= En

2X
�=1

c���;�

c-à-d:

c�E
(0)
n +

2X
�=1

� h�n;�jW j�n;�i c� = Enc�

on peut écrire cette dernière équation comme

2X
�=1

� h�n;�jW j�n;�i c� =
�
En � E(0)n

�
c�

mais au premier ordre en � on a: En � E
(0)
n = �E

(1)
n et posons h�n;�jW j�n;�i = W��; on

obtient
2X

�=1

W��c� = E(1)n c�

qui s�écrit aussi
2X

�=1

�
W�� � E(1)n ��;�

�
c� = 0; � = 1; 2

le dernier résultat est un système de 2 équations linéaires homogènes8<:
�
W11 � E

(1)
n

�
c1 +W12c2 = 0; � = 1

W21c1 +
�
W22 � E

(1)
n

�
c2 = 0; � = 2

(21)

ou sous forme matricielle comme suit0@W11 � E
(1)
n W12

W21 W22 � E
(1)
n

1A0@ c1

c2

1A = 0 (22)

8



Pour que le système (21) admet une solution unique, il faut que son déterminant soit nul

det
�
W � E(1)n I2

�
= 0 (23)

qui est un polynôme d�ordre 2 en E
(1)
n . On a donc deux valeurs d�énergie distinctes,

c�est-à-dire en appliquant la perturbation on a levé la dégénérescence correspondante à

l�Hamiltonien H0. Pour obtenir les deux coe¢ cients c1 et c2; on porte les valeurs E
(1)
n1

et E(1)n2 dans le système (21), on obtient deux couples pour ces coe¢ cients, c-à-d:

E(1)n1 !
�
c11; c12

�
E(1)n2 !

�
c21; c22

�
d�aprés (20), à ces deux couples correspondent les états j ni à l�ordre zéro

j n;1i = c11 j�n;1i+ c12 j�n;2i

j n;2i = c21 j�n;1i+ c22 j�n;2i

La généralisation au cas où la dégénérescence est g est trés simple à formuler.

Exercice d�application

On considère un système quantique décrit par l�hamiltonien

H = V0

0BBB@
2 0 0

0 1 + " "

0 0 1� "

1CCCA
où V0 est une constante et " est un nombre réel sans dimensions (" << 1).

a) Trouver les vecteurs propres et les valeurs propres de l�hamiltonien non perturbé H0

(" = 0):

b) Donner les énergies exactes du système décrit par H.

c) Utiliser la théorie de perturbation pour donner les corrections aux énergies au premier

et au deuxième ordre de l�état relatif à l�état non dégénéré deH0. Comparer avec les résultats

exacts (b).

d) Utiliser la théorie de perturbation pour donner les corrections au premier ordre des

états relatifs aux états dégénérés de H0. Comparer avec les résultats exacts (b).

Solution
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a) L�hamiltonien non perturbé H0 (" = 0) est

H0 = V0

0BBB@
2 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCA ; Hp = V0

0BBB@
0 0 0

0 " "

0 0 � "

1CCCA
qui est une matrice diagonale, donc ses vecteurs propres sont

j�1i =

0BBB@
1

0

0

1CCCA ; j�2i =

0BBB@
0

1

0

1CCCA ; j�3i =

0BBB@
0

0

1

1CCCA
L�état d�énergie E(0)1 = 2V0 est non dégénéré alors que les états d�énérgie E

(0)
2 = E

(0)
3 = V0

sont deux fois dégénérés.

b) Donner les énergies exactes du système décrit par H.

det (H � EI3) =

���������
2V0 � E 0 0

0 (1 + ")V0 � E "V0

0 0 ( 1� ")V0 � E

���������
= (2V0 � E) [(1 + ")V0 � E] [( 1� ")V0 � E]

) E1 = 2V0 ; E2 = V0 (1 + ") ; E3 = V0 ( 1� ")

c) D�aprés le cours, la correction à l�ordre 1 en " à l�énergie 2V0 est

"E
(1)
1 = h�1jHp j�1i =

�
1 0 0

�
V0

0BBB@
0 0 0

0 " "

0 0 � "

1CCCA
0BBB@
1

0

0

1CCCA
= 0

D�aprés le cours, la correction à l�ordre 2 en " à l�énergie 2V0 est

"2E
(2)
1 =

X
m6=1

jh�mjHp j�1ij2

E
(0)
1 � E

(0)
m

=
jh�2jHp j�1ij2

E
(0)
1 � E

(0)
2

+
jh�3jHp j�1ij2

E
(0)
1 � E

(0)
3
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mais

h�2jHp j�1i =
�
0 1 0

�
V0

0BBB@
0 0 0

0 " "

0 0 � "

1CCCA
0BBB@
1

0

0

1CCCA = 0

h�3jHp j�1i =
�
0 0 1

�
V0

0BBB@
0 0 0

0 " "

0 0 � "

1CCCA
0BBB@
1

0

0

1CCCA = 0

donc "2E(2)1 = 0:

Les corrections du niveau E(0)1 = 2V0 sont nulles, celles-ci est en accord avec le résultat

exact E1 = 2V0.

d) Pour obtenir les corrections au premier ordre des états relatifs aux états dégénérés de

H0, on est besoin de diagonaliser la matrice Hp relative au sous espace engendré par les états

dégénérés, qu�on la note par V ;

V = V0

0@ " "

0 �"

1A
c-à-d

det (V � �I2) = 0)

������ "V0 � � "V0

0 �"V0 � �

������ = 0
) ("V0 � �) (�"V0 � �) = 0

) �+ = "V0 et �� = �"V0;

donc les corrections à l�énergie à l�ordre 1 en " du niveau niveau dégénéré sont E(1)2 = �+

et E
(1)
3 = �� . Donc les énérgies de ce niveau à l�ordre 1 sont

E+ = E
(0)
2 + E

(1)
2 ! E+ = V0 + "V0

et E� = E
(0)
2 + E

(1)
3 ! E� = V0 � "V0

qui sont en accord avec les résultats exacts E2 et E3 de la question (b).
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3)Pertubation dépendante du temps (Travail personnel à distance)

1) Introduction

La théorie des perturbations dépendantes du temps est trés utile pour l�étude des proces-

sus d�absorption et d�émission d�un rayonnement par des atomes ou, plus généralement, pour

le traitement des transitions des systèmes quantiques d�un niveau d�énergie à un autre. Soit

un système quantique décrit par l�hamiltonien:

H (t) = H0 + �V (t); �V (t) << H0

où V (t) caractérise l�interaction du système avec la source extérieure de perturbation. La

question est comment V (t) a¤ecte ce système ? Ce processus provoque le système de subir

des transitions d�un état propre de H0 à un autre. Si le système est initialement à l�état

(non perturbé) j (ti = 0)i = j'ii de H0, quelle est la probabilité de trouver le système à un

autre état non perturbé j (tf )i = j'fi de H0 aprés la perturbation ?

Méthode

Soit l�équation de Schrodinger:

H (t) j (t)i = i~
@ j (t)i
@t

c-à-d

[H0 + �V (t)] j (t)i = i~
@ j (t)i
@t

(24)

Développons l�état quelconque j (t)i sur la base propre fj'nig de H0

j (t)i =
X
n

cn (t) j'ni (25)

Remplaçons (25) dans (24), on auraX
n

cn (t)H0 j'ni+ �
X
n

cn (t)V (t) j'ni = i~
X
n

@cn (t)

@t
j'ni

avec H0 j'ni = En j'ni : Multiplions par le bra h'mj, il vientX
n

cn (t)En h'mj'ni+ �
X
n

cn (t) h'mjV (t) j'ni = i~
X
n

@cn (t)

@t
h'mj'ni

mais comme h'mj'ni = �m;n on a

cm (t)Em + �
X
n

cn (t) h'mjV (t) j'ni = i~
@cm (t)

@t
:
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Pour simpli�er, Posons

h'mjV (t) j'ni = Vmn

et cn (t) = bn(t)e
� i
~Ent

ainsi, on obtient

bm(t)e
� i
~EmtEm + �

X
n

bn(t)e
� i
~EntVmn = i~

@bm(t)

@t
e�

i
~Emt + Embm(t)e

� i
~Emt

qui peut se simpli�er à

�
X
n

bn(t)e
i!mntVmn = i~

@bm(t)

@t
(26)

où !mn =
(Em�En)

~ . On a alors deux cas:

i) Si � = 0, on obtient de (26) la solution

@bm(t)

@t
= 0) bm(t) = Cte = bm (t = 0) = cn (t = 0)

d�aprés (25), on a pour t = 0

j (t = 0)i =
X
n

cn (t = 0) j'ni

) j'ii =
X
n

cn (t = 0) j'ni puisque j (t = 0)i = j'ii

multiplions par le bra h'mj ; on aura

h'm j'ii =
X
n

cn (t = 0) h'm j'ni

c-à-d

cm (t = 0) = �m;i

ii) Si � 6= 0; on peut chercher une solution approximative de (26) sous la forme:

bm (t) = b(0)m (t) + �b(1)m (t) + �2b(2)m (t) + ::::: (27)

remplaçons (27) dans (26), on obtient

�
X
n

�
b(0)n (t) + �b(1)n (t) + �2b(2)n (t) + :::

�
ei!mntVmn = i~

@

@t
b(0)m (t)+i~�

@

@t
b(1)m (t)+i~�2

@

@t
b(2)m (t)+:::

puis, identi�ons les termes de même ordre en �:
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l�ordre zéro en � :

@b
(0)
m (t)

@t
= 0) b(0)m (t) = Cte = bm (t = 0) = cm (t = 0) = �m;i

l�ordre 1 en �) X
n

b(0)n (t) ei!mntVmn = i~
@

@t
b(1)m (t)

c-à-d X
n

�n;i e
i!mntVmn = i~

@

@t
b(1)m (t)

, ei!mitVmi = i~
@

@t
b(1)m (t)

par intégration, on tire

b(1)m (t) =
1

i~

Z t

0

ei!mit
0
Vmi (t

0) dt0 (28)

avec

c(1)m (t) = b(1)m (t) e�
i
~Emt (29)

L�élément h f jU (t; ti) j ii est dé�ni comme une amplitude de transition d�un état initiale
non perturbé j ii = j'ii de H0 à un autre état non perturbé j fi = j'fi de H0. La

probabilité de transition correspondante est donc:

Pi!f (t) = jh'f jU (t; ti) j'iij2; j (t)i = U (t; ti) j ii

) Pi!f (t) = jh f j (t)ij2

d�aprés (25) on a:

Pi!f (t) = jh f j
P

mcm (t) j'mij
2 = j

P
mcm (t) �fmj

2

= jcf (t)j2 =
���b(1)f (t)

���2 ; d�aprés (29) à l�ordre 1.
et d�aprés (28), on obtient �nalement la probabilité de transition

Pi!f (t) =
1
~2

���R t0 ei!fit0Vfi (t0) dt0 ���2 (30)

où !fi =
(Ef�Ei)

~ est la fréquence de transition; Vfi (t0) = h'f jV (t) j'ii :
A partir du premier ordre le calcul devient un peut compliqué, notons ainsi que le premier

terme est su¢ sant pour nombreux problèmes de physique atomique et moléculaire.
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Exercice d�application

Une particule est initialement (i.e., t ! �1) à son état fondamental dans un puits de
potentiel in�ni localisé aux points x = 0 et x = a, est soumise à une perturbation dépendante

du temps de la forme

V (t) = "xe�t
2

;

où " << est un paramètre réel positif.

Calculer la probabilité de transition pour que la particule se trouve dans son premier état

excité après un temps su¢ samment long (i.e., t! +1).
Solution

L�état de la particule est décrit par l�hamiltonien

H = H0 + V (t)

H0 est l�Hamiltonien d�une particule libre dans un puits in�ni. Les fonctions d�onde et le

spectre d�énergie correspondant sont

 n (x) =

r
2

a
sin
�n�
a
x
�
; En =

~2�2n2

2ma2

La probabilité de transition de l�état fondamental n = 1 (où t ! �1 ) au premier état

premier état excité n = 2 (où t! +1 ) est donnée par (voir équation (30) du cours)

P1!2 (t) =
1

~2

����Z +1

�1
dtei!21t h 2jV (t) j 1i

����2
où

!21 =
E2 � E1
~

=
3�2~
2ma2

et

h 2jV (t) j 1i =
Z a

0

 �2 (x)V (t) 1 (x) dx

=
2"

a
e�t

2

Z a

0

sin

�
2�

a
x

�
x sin

��
a
x
�
dx

= �16"a
9�2

e�t
2

La probabilité de transition est donc

P1!2 (t) =

�
16"a

9�2~

�2 ����Z +1

�1
dtei!21t�t

2

����2
15



utilisons la formule Z +1

�1
e��

2t2+�tdt =

p
�

�
exp

�
�2

4�2

�
on obtient

P1!2 (t) = �

�
16"a

9�2~

�2
exp

�
� 9�

4~2

8m2a4

�
� � � � � � � �
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