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Série d’exercices n° 02

Ex. 01:
1) Calculer les harmoniques sphériques Y et Y;' puis en déduire Y; .

2) Supposons qu’un électron est dans un état décrit par la fonction d’onde:

A
2

Y (r,0,0) == (¢""sin6 + cos ) e"/?

i) Exprimer ¢ en fonction des harmoniques sphériques puis déterminer la
constante A pour qu’elle soit normalisée.

ii) La fonction 1) est-elle fonction propre de L? ou de L. ?

On donne: T'(a)= ["role~"dr.

Ex. 02:

Soit |¢,m) un état propre de I’opérateur L*> et L, :
L*|6,m) = R (L +1)|6,m), L.|¢,m)=hmll,m)

1) Exprimer L, en fonction de L, et L_ .

2) Calculer pour cet état: (L,) = (¢, m| L, |(,m) et (L?).

Ex. 03:

Considérons un systéme dans un état |¢)) donné en fonction des états propres

|¢, m) du moment orbital comme suit:
1 1

ou A est une constante réelle.
(a) Ecrire le bra (i|. (b) Ecrire la relation d’orthonormalisation relative a la
base {|¢,m)}. (c) Calculer A pour que |¢)) soit normalisé.

(d) L’état |)) est-il un état propre de L? oude L, ?



(e) Si on effectue une mesure de L., quelles sont les valeurs possibles obtenues
et avec quelles probabilités ?

(f) Trouver (L,).

Ex.04 : (T. personnel)

On considére un systéme physique dont le moment cinétique 7 est défini par
la valeur j =1.

a) Trouver les matrices représentatives des opérateurs J2, J,, Ji, J, et J,.

b) Trouver les vecteurs propres communs a J? et J, puis vérifier qu’ils forment
une base compléte et orthonormée.

c) Utiliser les matrices J, , J, et J, pour calculer les commutateurs [J,, J,|,
[y, J.] et [J., J,].

d) Vérifier qu’on a J3 = n%J,.

Ex. 05:

Un systéme de deux particules de spins s; = 5 et s = est décrit par

N[ —=

I’hamiltonien effectif:

H=A(S,+5.)°+B5,.5,

ou A et B sont des constantes. Soit la base {|si, sy, m1,m2)} de ’espace produit
tensoriel ¢ = ¢ (s;) ® £(s;) commune a ’ensemble {57, 53,5),,9,.}, et soit une
deuxiéme base {|s,m)} commune a I’ensemble {S? 52, 5% 5.} avec S =5,+9,.

1) a) Quelles sont les valeurs possibles de s 7 b) Calculer dim(¢).

2) a) Montrer que les états |s,m) sont états propres de H.

b) Donner ainsi I’énergie Ej,, en fonction de A et B pour chaque valeurs de
s et m. Est-ce-qu’il y a de dégénérescence ?

3) Trouver les C-G a , b et ¢ tels que:

’272> =a }Slv 52, %7 %>

|27 1> =0 |317 52, %7 %> +c ‘817 52, %7 _%>
4) Développer le ket |1,1) sur la base standard {|si, s2,m1,m2)} en respectant

les régles de sélection. Puis, trouver les C-G associés de fagon que (1,1(2,1) = 0.

N. Ferkous



Solution

Ex. 01:

1) Pour calculer les harmoniques sphériques Y,? et Y/, il faut appliquer la formule vue en

/3 /3 ,
Y = ECOSH’ Y =— gsineew

pour déduire Y, on peut appliquer la formule

cours. On obtient

Y (0,0) = (D)"Y (0, 9)

et on aura

2) 1) On a:
A,
v (r, 0, ) =35 (€' sin 6 + cos ) e"/?

1) en fonction des harmoniques sphériques:

A 8m 4 .
v (r,0, p)=75 <—\/ ?Yll 4/ 35/10) e/
1) est normalisée si:

/ Y pdu =1
espace

c’est-a-dire:
T g 27 [ele]
— 1A V2 (YN + (YO (—V2Y! + Y0 sin 6dbd e "ridr =1
| Al 1 1 1 1 12
3 0 0 0
On a:

/ rPe"dr = T(3)=2!=2
0

et puisque: )
/ dgp/ df sin 0 [Yg’fm (6, go)} * Y, (0, ¢) = 000 0mm
0 0

il vient:

2
§1A|2(2+1>:1;» A= L




Alors:

VY (r,0,0)=75 (—V2V] +Y)e /2

ii)
1
2,0 T2 _ 1 0\ ,—r/2
L2 =1 (_\/6( V2Y; +Y1)e )
= 2%, ( puisque L2Y,™ = b2 (( +1)Y;™)

= 1) est fonction propre de L.

de méme
1
Lap=L, | — (—\/§Y1 + YO) eTﬂ)
w (\/6 1 1
V2
= —h~=Ye /2 uisque L.Y," = hmY,"
/6 1 ( puisq ¢ ")
# (valeur propre)y
= 1 n’est pas fonction propre de L,
Ex. 02:
1)
L. =1L,+ilL 1
i Y s Ly==(Ly+L.)
L_=L,—ilL, 2

2) Soit |¢,m) un état propre de 'opérateur L? et L, :

L*|6,m) = R (L +1)|6,m), L.|¢,m)=hml|l,m)

alors
1
(Ly) = (€, m| L, |, m) = 3 ({;m|(Ly +L_)[6,m)=0
1
(L2) = 7 (&ml (L2 + L2+ Ly L +L_L)|t,m).
1

= Z <€7 m| (L-I—L— + L—L-l—) |€7 m> :

mais (voir le cours)
1
L= 5 (il +L-Ly) + L2
il vient
2

(1) =3 (2= 12) = T [0+ 1) -]

4



Ex. 03:
(a) Le bra (¢| :

1 1

(b) La relation d’orthonormalisation relative a la base {|¢,m)} :
<€/, m’ |€, m> = 5@73/5m7m/

(c) 1) est normalisé c-a-d :

_ 1 o, 1 _ _ 1
<1/)|¢>—1:>Z+A +Z_1:> =%
done. [¢) = = [1,—1) + —— |1,0) + = |1,1)
n _2 ) \/§ ) 2 )
(d) On a
L? ) = 2R |3) = |¢) est un état propre de L*
mais

h h
L:) = =5 1, =1) + 5 |1,1) # (valeur) |¢))

= |¢) n’est pas un état propre de L,

(e) Si on effectue une mesure de L,, les valeurs possibles obtenues sont 7 et 0.

Les probabiltés de trouver ces valeurs sont

A~ =

P =L =F PO =10l =

P(=h) =101, -1/ 9 = .

(d) La valeur moyenne (L,) :

(£ = el = (5 -1+ s 0ol 3 ) (<511 + 5 L)
h h

=—+—-=0.
4+4

Ex. 05:

1) a) Les valeurs possibles de s : on a |s; — s3] < s < [s1+ s3] = 1< s<2=
b) dim (&) = (251 + 1) (2s9 + 1) ={dim () = 8




2) Les états |s, m) sont états propres de H :
H|s,m) = [A (Shz+ 95.)" + B§1-§2] [s,m) = [AS? + 5 (8% = 57 = 53)] s, m)
= AR+ 22 (s (s + 1) = 3 (34 1) = £ (5 4+ 1)) | s,m)
= {Ah2m2 + B Ts (s 4+ 1) — %]} |s, m)

Donc les états |s, m) sont états propres de H avec les valeurs propres

Egm = ARPm? + 3752 [5 (s+1)— %]

pour s =1=m=1,0,-1 c-a-d: Ey,, = h*(Am? — 5 B)

pour § = 2=m= 27 ]-707 _17 —2 c-a-d: E2,m - Athz + %th

E27i2 - h2 (414 -+ SZB)
= Eyu =1 (A+3B)
Eao =3B

Oui, il y a dégénéréscenec des niveaux Ej,, = E, _,.

3) Développement du ket |2, 2) sur la base {|s1, $2,m1, m2)}:

avec la condition de normalisation a?> = 1 c-a-d a = %1 et la convention de phase

(1,42 91,3 — 71l 4, 4) > 0 ={a = 1]. Donc:
‘2’2> = ‘817827%7%>

Le ket |2,1) peut étre trouvé en appliquant 'opérateur S_ = (S7)_ + (S2)_ sur le ket
12,2) :

S-12,2) = [(Sl)f + (5'2),] ‘31, 52, %, %>
= 2h|27 1> = h\/§ ‘817827 %7 %> + h |81, S92, %, _%>

3 1
= [2,1) = % |51,827 %; %> + 5 |51,827 %; —%>



4) Soit le vecteur |1, 1)

|17 1> = Zml,mg %7 %7m17m2> <%; %,m17m2| 1, 1>
(AR AL LA (G AL R D)
_d|81782’%7%> +6|817827%7_%>

ou d et e sont les C-G :
d=(G 553 L) ete=(53535—3|11)
. Le ket |1,1) est normé alors:

V3

2
d2+62=1:>§ +e2:1:>e::|:7

Ona(l,12,1)=0=Bd+5=0=d=—%5

et la convention de phase (j1, j2,j1,J — j1| j,J) > 0=e>0

= e:‘/Tg et par suite d:—%.




