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Série d�exercices n� 02

Ex. 01:

1) Calculer les harmoniques sphériques Y 0
1 et Y

1
1 puis en déduire Y

�1
1 .

2) Supposons qu�un électron est dans un état décrit par la fonction d�onde:

 (r; �; ')=
A

2

�
ei� sin � + cos �

�
e�r=2

i) Exprimer  en fonction des harmoniques sphériques puis déterminer la

constante A pour qu�elle soit normalisée.

ii) La fonction  est-elle fonction propre de L2 ou de Lz ?

On donne: � (�)=
R +1
0

r��1e�rdr:

Ex. 02:

Soit j`;mi un état propre de l�opérateur L2 et Lz :

L2 j`;mi = ~2` (`+ 1) j`;mi ; Lz j`;mi = ~m j`;mi

1) Exprimer Lx en fonction de L+ et L� .

2) Calculer pour cet état: hLxi = h`;mjLx j`;mi et hL2xi :
Ex. 03:

Considérons un système dans un état j i donné en fonction des états propres
j`;mi du moment orbital comme suit:

j i = 1

2
j1;�1i+ A j1; 0i+ 1

2
j1; 1i

où A est une constante réelle.

(a) Ecrire le bra h j. (b) Ecrire la relation d�orthonormalisation relative à la
base fj`;mig. (c) Calculer A pour que j i soit normalisé.
(d) L�état j i est-il un état propre de L2 ou de Lz ?

1



(e) Si on e¤ectue une mesure de Lz, quelles sont les valeurs possibles obtenues

et avec quelles probabilités ?

(f) Trouver hLzi.
Ex.04 : (T. personnel)

On considére un système physique dont le moment cinétique
�!
J est dé�ni par

la valeur j = 1.

a) Trouver les matrices représentatives des opérateurs J2; Jz; J�; Jx et Jy:

b) Trouver les vecteurs propres communs à J2 et Jz puis véri�er qu�ils forment

une base complète et orthonormée.

c) Utiliser les matrices Jx , Jy et Jz pour calculer les commutateurs [Jx; Jy] ;

[Jy; Jz] et [Jz; Jx] :

d) Véri�er qu�on a J3z = ~2Jz:

Ex. 05:

Un système de deux particules de spins s1 =
3
2
et s2 =

1
2
est décrit par

l�hamiltonien e¤ectif:

H = A (S1z + S2z)
2 +B

�!
S 1:
�!
S 2

où A et B sont des constantes. Soit la base fjs1; s2;m1;m2ig de l�espace produit
tensoriel � = � (s1) 
 � (s2) commune à l�ensemble fS21 ; S22 ; S1z; S2zg, et soit une
deuxième base fjs;mig commune à l�ensemble fS21 ; S22 ; S2; Szg avec

�!
S =

�!
S 1 +

�!
S 2.

1) a) Quelles sont les valeurs possibles de s ? b) Calculer dim(�).

2) a) Montrer que les états js;mi sont états propres de H.
b) Donner ainsi l�énergie Es;m en fonction de A et B pour chaque valeurs de

s et m. Est-ce-qu�il y a de dégénérescence ?

3) Trouver les C-G a , b et c tels que:

j2; 2i = a
��s1; s2; 32 ; 12�

j2; 1i = b
��s1; s2; 12 ; 12�+ c

��s1; s2; 32 ;�1
2

�
4) Développer le ket j1; 1i sur la base standard fjs1; s2;m1;m2ig en respectant

les règles de sélection. Puis, trouver les C-G associés de façon que h1; 1 j2; 1i = 0:

� � � � � � � � � � � � -

N. Ferkous
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Solution

Ex. 01:

1) Pour calculer les harmoniques sphériques Y 0
1 et Y

1
1 , il faut appliquer la formule vue en

cours. On obtient

Y 0
1 =

r
3

4�
cos �; Y 1

1 = �
r
3

8�
sin �ei'

pour déduire Y �1
1 , on peut appliquer la formule

Y �m
` (�; ') = (�1)m [Y m

` (�; ')]
�

et on aura

Y �1
1 =

r
3

8�
sin �e�i'

2) i) On a:

 (r; �; ')=
A

2

�
ei� sin � + cos �

�
e�r=2

 en fonction des harmoniques sphériques:

 (r; �; ')=
A

2

 
�
r
8�

3
Y 1
1 +

r
4�

3
Y 0
1

!
e�r=2

=

r
�

3
A
�
�
p
2Y 1

1 + Y 0
1

�
e�r=2

 est normalisée si: Z
espace

 � d� = 1

c�est-à-dire:

�

3
jAj2

Z �

0

Z 2�

0

�
�
p
2
�
Y 1
1

��
+
�
Y 0
1

�����p2Y 1
1 + Y 0

1

�
sin �d�d'

Z 1

0

e�rr2dr = 1

On a: Z 1

0

r2e�rdr = � (3) = 2! = 2

et puisque: Z 2�

0

d'

Z �

0

d� sin �
h
Y m0

`0 (�; ')
i�
Y m
` (�; ') = �`;`0�m;m0

il vient:
2�

3
jAj2 (2 + 1) = 1) A = 1p

2�
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Alors:

 (r; �; ')= 1p
6

�
�
p
2Y 1

1 + Y 0
1

�
e�r=2

ii)

L2 = L2
�
1p
6

�
�
p
2Y 1

1 + Y 0
1

�
e�r=2

�
= 2}2 ; ( puisque L2Y m

` = ~2` (`+ 1)Y m
` )

)  est fonction propre de L2:

de même

Lz = Lz

�
1p
6

�
�
p
2Y 1

1 + Y 0
1

�
e�r=2

�
= �}

p
2p
6
Y 1
1 e

�r=2; ( puisque LzY m
` = ~mY m

` )

6= (valeur propre) 

)  n�est pas fonction propre de Lz

Ex. 02:

1) 8<: L+ = Lx + iLy

L� = Lx � iLy
) Lx =

1

2
(L+ + L�)

2) Soit j`;mi un état propre de l�opérateur L2 et Lz :

L2 j`;mi = ~2` (`+ 1) j`;mi ; Lz j`;mi = ~m j`;mi

alors

hLxi = h`;mjLx j`;mi =
1

2
h`;mj (L+ + L�) j`;mi = 0


L2x
�
=
1

4
h`;mj

�
L2+ + L2� + L+L� + L�L+

�
j`;mi :

=
1

4
h`;mj (L+L� + L�L+) j`;mi :

mais (voir le cours)

L2 =
1

2
(L+L� + L�L+) + L2z

il vient 

L2x
�
=
1

2



L2 � L2z

�
=
~2

2

�
` (`+ 1)�m2

�
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Ex. 03:

(a) Le bra h j :
h j = 1

2
h1;�1j+ A h1; 0j+ 1

2
h1; 1j

(b) La relation d�orthonormalisation relative à la base fj`;mig :

h`0;m0 j`;mi = �`;`0�m;m0

(c) j i est normalisé c-à-d :

h j i = 1) 1

4
+ A2 +

1

4
= 1) A = 1p

2

donc j i = 1

2
j1;�1i+ 1p

2
j1; 0i+ 1

2
j1; 1i

(d) On a

L2 j i = 2~2 j i ) j i est un état propre de L2

mais

Lz j i = �
~
2
j1;�1i+ ~

2
j1; 1i 6= (valeur) j i

) j i n�est pas un état propre de Lz

(e) Si on e¤ectue une mesure de Lz, les valeurs possibles obtenues sont �~ et 0:
Les probabiltés de trouver ces valeurs sont

P (~) = jh1; 1j ij2 = 1

4
; P (0) = jh1; 0j ij2 = 1

2

P (�~) = jh1;�1j ij2 = 1

4
:

(d) La valeur moyenne hLzi :

hLzi = h j (Lz j i) =
�
1

2
h1;�1j+ 1p

2
h1; 0j+ 1

2
h1; 1j

��
�~
2
j1;�1i+ ~

2
j1; 1i

�
= �~

4
+
~
4
= 0:

Ex. 05:

1) a) Les valeurs possibles de s : on a js1 � s2j � s � js1 + s2j ) 1 � s � 2) s = 1; 2

b) dim (�) = (2s1 + 1) (2s2 + 1)) dim (�) = 8
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2) Les états js;mi sont états propres de H :

H js;mi =
h
A (S1z + S2z)

2 +B
�!
S 1:
�!
S 2

i
js;mi =

�
AS2z +

B
2

�
S2 � S21 � S22

��
js;mi

=
h
A~2m2 + B~2

2

�
s (s+ 1)� 3

2

�
3
2
+ 1
�
� 1

2

�
1
2
+ 1
��i

js;mi

=
n
A~2m2 + B~2

2

�
s (s+ 1)� 9

2

�o
js;mi

Donc les états js;mi sont états propres de H avec les valeurs propres

Es;m = A~2m2 + B~2
2

�
s (s+ 1)� 9

2

�
pour s = 1) m = 1; 0;�1 c-à-d: E1;m = ~2

�
Am2 � 5

4
B
�

)

8<: E1;�1 = ~2
�
A� 5

4
B
�

E1;0 = �5~2
4
B

pour s = 2) m = 2; 1; 0;�1;�2 c-à-d: E2;m = A~2m2 + 3
4
B~2

)

8>>><>>>:
E2;�2 = ~2

�
4A+ 3

4
B
�

E2;�1 = ~2
�
A+ 3

4
B
�

E2;0 =
3~2
4
B

Oui, il y a dégénéréscenec des niveaux Es;m = Es;�m:

3) Développement du ket j2; 2i sur la base fjs1; s2;m1;m2ig:

j2; 2i =
P

m1;m2

��3
2
; 1
2
;m1;m2

� 

3
2
; 1
2
;m1;m2

�� 2; 2i
=
P

m1;m2



3
2
; 1
2
;m1;m2

�� 2; 2i ��3
2
; 1
2
;m1;m2

�
=


3
2
; 1
2
; 3
2
; 1
2

�� 2; 2i ��s1; s2; 32 ; 12�) a =


3
2
; 1
2
; 3
2
; 1
2

�� 2; 2i
avec la condition de normalisation a2 = 1 c-à-d a = �1 et la convention de phase
hj1; j2; j1; j � j1j j; ji > 0) a = 1 . Donc:

j2; 2i =
��s1; s2; 32 ; 12�

Le ket j2; 1i peut être trouvé en appliquant l�opérateur S� = (S1)� + (S2)� sur le ket

j2; 2i :

S� j2; 2i =
�
(S1)� + (S2)�

� ��s1; s2; 32 ; 12�
) 2~ j2; 1i = ~

p
3
��s1; s2; 12 ; 12�+ ~ ��s1; s2; 32 ;�1

2

�
) j2; 1i =

p
3

2

��s1; s2; 12 ; 12�+ 12 ��s1; s2; 32 ;�1
2

�
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) b =
p
3
2
et c = 1

2

4) Soit le vecteur j1; 1i

j1; 1i =
P

m1;m2

��3
2
; 1
2
;m1;m2

� 

3
2
; 1
2
;m1;m2

�� 1; 1i
=


3
2
; 1
2
; 1
2
; 1
2

�� 1; 1i ��3
2
; 1
2
; 1
2
; 1
2

�
+


3
2
; 1
2
; 3
2
;�1

2

�� 1; 1i ��3
2
; 1
2
; 3
2
;�1

2

�
= d

��s1; s2; 12 ; 12�+ e
��s1; s2; 32 ;�1

2

�
où d et e sont les C-G :

d =


3
2
; 1
2
; 1
2
; 1
2

�� 1; 1i et e = 
3
2
; 1
2
; 3
2
;�1

2

�� 1; 1i
On a h1; 1 j2; 1i = 0)

p
3
2
d+ e

2
= 0) d = � ep

3
: Le ket j1; 1i est normé alors:

d2 + e2 = 1) e

3

2

+ e2 = 1) e = �
p
3

2

et la convention de phase hj1; j2; j1; j � j1j j; ji > 0) e > 0

) e =
p
3
2
et par suite d = �1

2
:

� � � � � � � � � � -
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