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EXAMEN

Exercice 01: (08 Pts)

Un systéme de deux particules de spins s; = % et 59 = % est décrit par I’hamiltonien
effectif: H = A(S. + ng)Q + B§1.§>2 , ou A et B sont des constantes. Soit la base
{|s1, 82, m1,ma)} de Pespace produit tensoriel £ = & (s1) ® £ (s2) commune & Iensemble
{S%,52,51.,S2.}, et soit une deuxiéme base {|s, m)} commune & l'ensemble {57, S5, 52, 5.}
avec E) = ?1 + ?2.

1) a) Quelles sont les valeurs possibles de s 7 b) Quelle est la dimension de £ ?

2) a) Montrer que les états |s, m) sont états propres de H.

b) Donner ainsi ’énergie E,, en fonction de A et B pour chaque valeurs de s et m.
Est-ce-qu’il y a de dégénérescence ?

3) Trouver les C-G a , b et ¢ tels que:

12,2) = al|s1, 52,3, 5)

’27 1> =0 |517 82, %7 %> +c ‘817 52, %7 _%>

4) Soit le vecteur |1,1) = d‘817527%,%> + 6‘81782,%,—%> ou d et e sont des C-G a
déterminer de fagon que (1,12,1) = 0.

Exercice 02: (10 Pts)

Une particule de masse m est soumise & un oscillateur harmonique de pulsation w dont
I’hamiltonien est Hy = % + imw?z?. Une perturbation H, = 3mw?z? s'ajoute & Hy ol
A << 1. Soit |n) un état propre de Hy tel que Hy|n) = E, |n).

1) a) Ecrire Hy en fonction des opérateurs a et a™. b) En déduire ’énergie E,.

2) Trouver la correction en énergie de I'état |0) de l'oscillateur au premier ordre AEM).



3) Montrer, par un calcul exact, que l'expression précédente représente une trés bonne
approximation de I’énergie de 1'oscillateur perturbé.
4) On supprime la perturbation H, et on applique maintenant, a 'instant ¢ = 0, une

—t/ T,ou e << est un parametre

perturbation dépendante du temps de la forme V' (z,t) = ex’e
réel positif et 7 est une constante. On suppose qu’a t = 0 l'oscillateur est a son état
fondamental. a) Calculer I’élément de matrice (n|z?|0).

b) Calculer la probabilité de transition au premier ordre Fy_,, pour que la particule se
trouve dans un état excité |n) aprés un temps suffisamment long (i.e., t — +00).

c) En déduire Py .1 , Py_o et Py_3. Puis, calculer la probabilité Py_., pour n > 3. Que
peut-on en déduire ?

Exercice 03: (03 Pts)

Un systéme composé de deux particules sans interactions mutuelles notées (1) et (2),
d’états 1, (&1) et g (&2) respectivement. « et [ sont des nombres quantiques.

Ecrire la fonction d’onde 1,5 (&1,&2) du systéme lorsque les 2 particules sont:

(a) discernables. (b) des bosons identiques (c) des fermions identiques.

(d) discuter le cas @« = 8 pour un systéme de deux fermions. Conclusion.

On donne:
(J1s J2s 1. — Jis 13, 5) >0
Jiljm)y =nm/j(j+1) —m(m+1)|jm+1)
o mw n 1
T\ 2mhwp
alny =+vnln—1), atIny =vn+1|n+1)
-1
(1+oz)ﬁzl+aﬁ+%a2+..
1t | 2
Pes @)= g5 | [ " bl V@)l it
ti
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CORRECTION

Exercice 01: (08 Pts)
1) a) Les valeurs possibles de s : on a [s1 — s2| < s <|s1+ 82| =1 <s<2=
b) La dimension de & est : dim(§) = (2s1 + 1) (252 + 1) =|dim (§) =8

2) Les états |s,m) sont états propres de H :

(57~ 57 = 57)] Is.m)

(o)
— {Ah2m2 + BTI# [s (s+1)— g] } |s,m)

Donc les états |s, m) sont états propres de H avec les valeurs propres

Hls,m) = [A (S1. + 55.)% + BE}E}] |s,m) = [Asg +

BH? 3 (3 1
= |ARPm® + — D—=(z+1)—-=
{hm—i— 5 (s(s—i—) 2(2+ 5

Egm = ARPm? + BThz [3 (s+1)— g]

pour s = 1 = m = 1,0,~1 ca-d: By = i (Am? — 5 B)

Ei1=h(A-2B)
= Eip=-"-B
Ei_1=n*(A-5%B)
pour s =2 = m =2,1,0,—1,-2 c-a-d: Es,,, = AR*m? + 3 Bn?

;

Eys = N2 (4A + 2 B)
Eyy =h* (A+3B)
0=%8
By 1 =h? (A+3D)
| Eo o = h?(4A + 3-B)

= Es

Oui, il y a dégénéréscenec des niveaux Ej,, = E, _,.

3) Développement du ket |2,2) sur la base {|s1, s2,m1, mo) }:



2 = 1 cad a = +1 et la convention de phase

avec la condition de normalisation a

(J1,J2, J1,J — g1l 3, ) >0 :>- Donc: |2,2) = ‘8178% %7%>

Le ket |2,1) peut étre trouvé en appliquant l'opérateur S_ = (S1)_ + (S2)_ sur le ket

12,2) :
S-12,2) = [(S1)_ +(S2)_] [s1.52, 5. 3)
= 2h|27 ]'> = h\/§ ‘817827 %7 %> + h |817 S92, %; _%>

3 1
= 2,1) = g |51,327 %; %> + 5 |51,327 %; —%>

[

N =

= b= 23 et c=

£

4) Soit le vecteur |1,1) =d |51, S9, %, %> +e ‘31,52, %, —%> ou d et e sont des C-G:
Ona (1,12,1) =0= %gd—i- 5 =0=d=——75 Le ket |1,1) est normé alors:
3

2
d2+62:1:>§ —|—62:1:>e::|:1—l

Pour déterminer le bon signe de e, il faut réécrire ce coefficient explicitement comme suit:

€= <817527 %7 _%| 17 1>

V3| ot par suite

et la convention de phase (ji,jo2, 71,7 — J1l7,4) > 0 =€ > 0 =

d=—-1|
Exercice 02: (10 Pts)
I) a) Hy en fonction de a et a*: On a:

N ( mw i >( mw i )
ata= T — x
2h thwp 2N 2mhwp
mw 1 7
= ata = 2 2 Lo
aa ZHI + QmMp + 2h (zp = pr)
:>a+a—i 1mw2x2+i2 1 uisque [z, p] = ih
" hw \2 om! )~ PERARE P
1 1
:>G+G_EHO—§:> nghw(a+a+%)
b) Hy|n) = E, |n).
1
Fuw <a+a+ 5) In) = E, |n).
Dln=01,2,..

En:hw(n+§)

mais comme ata = N et puisque N |n) =n|n) =



2) La correction en énergie de 1'état |0) de l'oscillateur au premier ordre:
(1) Ao 2
AEY = (0| H,|0) = 5w (0] z*10)

L’opérateur de position z s’écrit en fonction des opérateurs de créations et d’annihilation

comme:
T = 2:%0 (a+ah)
ainsi,
AEW = )\Thw (0] (a+ a+)2 |0) = % (0 (a*+ a* + aa™ 4+ a*a) |0)
= % (0] aa™ |0) = % (0[0) = |AEM = e

Alors I'énergie de I’état fondamental & ’'ordre 1 en A est:

EW = By + AED = % + A

heo
4
3) Calcul exact:
H=Hy+H,= % + %mw2x2 + %mexQ
= %+%mw2(1+)\)x2 = H = % + smwz?
avec w’ = wyv/1+ \. Ainsi, 'énergie exacte est:

1 1
et B = hw' (n—i—i) :hw\/1+/\(n+§)

donc au premier ordre en A, I’énergie exacte de ’état fondamental est:

et Ege>z%m (1+%)+O(/\2) :%thr/\%JrO(AQ)

On remarque que 1) = Eée) a lordre 1 \.
4) a) Calcul de (n|2?|0) :

(n| 2%10) = % (n (a+a")*|0) = % (nl (aa* + (a*)*) [0)

mais a|n) = y/n|n—1) et a® |n) =+/n+1|n+ 1) alors:

(n12210) = 5 [(n]0) + V2 (n|2)] = [(nl 22 [0) = 5 5.0 + V20,]

2mw 2mw

bt



b) Calcul de la probabilité de transition Fy_,:

1 +o00 2
Pon = = / dte™ist (n| V (z,t) |0)
2/,
avec wir = Wop = E”+IE° :w(n+%) —w(0+%) = nw.
Alors:
2 A 2 2 +o0 ) 2
P0—>n = 8_ o (511 o+ \/5571 2) / dte(znw—l/'r)t
h? \ 2mw ’ ’ 0
2 2
Pon = (g5)” (0o + V20n2) " sooize
Donc: P()_,l = O, P0_>2 = 27;220.22 (n2w2}rl/72) et P0_>3 =0.

3) Py—3 = 0 pour n > 3. Le systéme ne peut avoir des transitions sauf entre I’état

fondamental et le second état excité.

Exercice 03: (03 Pts)

(a) discernables: 1,5 (&1,&2) est le produit des états individuels 1, (&1) et g (&2) :

Va5 (£1,62) = Va (&1) Y5 (&2)

(b) des bosons identiques: ¢, 5 (£1,&2) doit étre une fonction symétrique:

1

Va5 (§1,8&2) = NG (V0 (£1) V5 (&2) + Va (&2) Y5 (&1)]

(c) des fermions identiques. 1,5 (&1, &) doit étre une fonction antisymétrique:
1
Vap (§1,82) = —= [Va (§1) V5 (§2) — Ya (§2) V5 (€1))]
V2
(d) si @ = 8 pour un systéme de deux fermions, on a ¢, 4 (§1,&) = 0 = deux fermions

identiques ne peuvent étre dans le méme état quantique (c’est le principe d’exclusion de
Pauli).




