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Exercice n’1.

1) Soient (E,|| - ||) un espace vectoriel normé, E’ son dual topologique. Donner la
définition de la topologie faible sur E et la topologie faible* sur E'.

2) Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert. Soit (z,), une suite de points de H tel que
|zn]] = 1 pour tout n € N. Supposons que (z,), converge faiblement vers = € H.
Montrer que

lim [z, —z]* =1~ ||z
n—00

Exercice n°2.
Soit (An)n C R, tel que pour tout n € N, A, = [-1+ (—1)",0]. Calculer liminf A4,

n—oo

et limsup A,,.

Exercice n°3.

1) Soient X,Y deux espaces toplogiques et F' : X = Y une multi-application.
Donner la définition de la s.c.s et la s.c.i de F' au point xy € X.

2) Considérons la m-a G : X = Y définie par G(z) = F(x). Montrer que si F' est
s.c.i alors G est s.c.i.

3) Soit F': [0,1] = R la multi-application définie par

{z} size]0,1]
Fla) = { [0,1] siz = 1.

3.1) Soit V' un ouvert de R. Montrer que si VN [0,1[=0 alors 1 ¢ V.

3.2) Montrer que F' est s.c.i sur [0, 1].

3.3) Calculer F7'(] — 3, 3[), en déduire que F' n’est pas s.c.s.

Exercice n°4.

Soit £([0,1]) la tribu de Lebesgue sur [0, 1], et B([0,1]) la tribu Borélienne.
Soit g : ([0, 1], B(]0, 1])) — R une fonction continue et soit

D € L(R) tel que g7'(D) ¢ L£([0,1]). Considérons les multi-appliactions

F: ([0,1],£(]0,1])) =R
t — F(t) = {g(t)}
et H : R = R définie par
{1} size D
HQ%:{{M»mx¢D.
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1) Montrer que F' et H sont mesurables.
2) Calculer H o F' et montrer qu’elle n’est pas mesurable.

N.B. B C L, et la tribu Borélienne est la plus petite tribu qui contient la topologie
de I'espace.



Solution

Exercice n’1.
1) La topologie faible sur E est la topologie la moins fine sur E pour laquelle toutes
les formes linéaires (¢y) fepr sont continues, avec

er: E — R
r ) = (f,2).

La topologie faible* sur E’ est la topologie la moins fine sur £’ pour laquelle toutes
les formes linéaires (J,),cp sont continues, avec

J,: B — R
fo— L) = ({f )

2) Nous avons
lzn = 21* = (@0 — 2,20 — 2) = l2all* = 2{@n, @) + [|2]* = 1 = 2@, 2) + [|=]|%. (1)
Comme (z,,) converge faiblement vers x dans H, alors

lim (2, y) = (z,y) Vy € H,
en particulier pour y = x, on obtient

Tim {z,,7) = (z,2) = ]

En remplagant dans (1), il vient que

lim ||z, — x||2 =1- HxH2
n—oo

Exercice n°2.

A, =[~1+(=1)",0] ¥neN,

s, = U(04)= (04900 )U(N4)U-

n>0 k>n > k>
= ({oyn[-2.0)u ({0} n[-2,0) U ({0} N[-2,0)U-- = {0}.

limsup 4, = ﬂ <U Ak> = (kyo Ak> ﬂ <I€L>Jl Ak> ﬂ (ICLZJQ—AQ m

n—o0 n>0 k>n

— ({0} U[-2,0) N ({0} U [=2,0)) 0 ({0} U[-2,0]) M-+ = [2,0].



Exercice n°3.

1) F s.c.s au point g € X <= VV ouvert de Y tel que F(z) C V, il existe un
voisinage 2 de zg tel que Vo € Q, F(x) C V.

F s.ci au point zp € X <= VV ouvert de Y tel que F(zq) NV # (), il existe un
voisinage € de xg tel que Vo € Q, F(z) NV # 0.

G s.c.i <= VV ouvert de Y, G7}(V) est un ouvert de X. Nous avons

GHNV) = {zeX: Ga)nV#0}={zeX: Flx)nV #0}
= {zeX: Flz)nV #£0} =F(V),

comme F est s.c.i, alors F~1(V) est un ouvert de Y, ceci montre que G~(V) est un
ouvert de Y, et par suite G est s.c.i. Il reste & montrer que effectivement

Fx)NV £0) < F(x)NV #10.

Si F(x)NV #( alors F(z) NV # 0 car F(z) C F(z).

Inversement,

Flx)NV £0) <= 3Jye Flx)etyeV
y € F(z) <= VYW €V(y), Flx)NW # 0,

en particulier pour W =V € V(y) (car V est un ouvert contenant y), on obtient
F(z)nV £0.

3)

3.1) Supposons que VN [0,1[= 0 et 1 € V. Comme V est un ouvert, ceci implique
que V € V(1), d’ou il existe € > 0 tel que |1 —¢,14[C V, ce qui est en contradiction
avec VN [0,1[=0, et donc 1 ¢ V.

3.2) Soit V un ouvert de R.

FY(V) = {z€[0,1]: F(z)nV #0}
{zel0,1; zeV}u{z=1:[0,1]NV #0}
= ([0,1nV)u{z=1:[0,1]NV #0}

Si[0,1[NV=0=1¢V = F V) =0 ouvert de [0, 1].

Si[0,1[NV #Pet 1€V = F (V)= ([0,1][nV) U {1} = [0, 1] ouvert de [0, 1].
Si[0,1[NV #Det1 ¢V = FYV)=(0,1nV)u{1} =1[0,1] N (VU{1}) qui
n’est pas forcément un ouvert de [0, 1]. Donc F' n’est pas s.c.i.

3.3)

F] = g5l) = {relus Fec] -5 50
- {xE[O,l[ xe]—%,%[}U{lei [0,1]C}—%,%[}
= [0.5[U0=[o.5]

qui est un ouvert de [0, 1]. Donc on ne peut pas déduire que F' n’est pas s.c.s.



Exercice n°4.

F est mesurable si pour tout ouvert V de R, F~1(V) € L([0, 1]).

Soit V un ouvert de R. On a F~ (V) = g~ (V). Comme g est continue, alors g~ (V)
est un ouvert de [0, 1], et donc g *(V) € B([0,1]) C L([0,1]) = F~1(V) € L(]0,1]).
D’ou F' est mesurable.

Montrons maintenant que H est mesurable. Nous avons

H'\V)={teR: Ht)nV #0}={teD: 1eV}u{teCy: 0V}

Si{0,1} cV = H }(V)=R e L(R).
SitleVet0¢gV = HYV)=D e L(R).
Sil¢Vet0eV = HYV)=CFP e LR).
Sil¢Vet0gV = H(V)=0¢cLR).
Donc H est mesurable.

2) Nous avons

HoF: [0,1] =R
t  — (HoF)(t)= H(F(t)) = H(g(t))
tel que

{1} sig(t)e D
H(g(t) = { {0} si g(t) ¢D,

c’est a dire

1} site g (D)
(Ho F)t) = { }o{ sitdg (D),

Soit V un ouvert de R. Nous avons
(HoF) (V) = {te(0.1]: (HoF))nV #0)
= {t cg(D): 1€ V} U {t € C'[%jll](D) : 0e V}.

Si0gVetleV = (HoF) (V) =g'D) ¢ L([0,1]). Donc H o F n’est pas

mesurable.



