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Introduction

Dans ce cours, nous nous intéressons a I'étude de problémes de contréle optimal gou-
vernés par les équations de Navier-Stokes dans le cas stationnaire et instationnaire.
Nous étudions I'existence de solutions a ces problémes et établissons les conditions
nécessaires d’optimalité correspondantes.

Ces notes ont été principalement rédigées dans le cadre du mémoire de Master en
Analyse Fonctionnelle de Djahida Bouchefra, encadré par mes soins et soutenu en
2017. Ce mémoire se base a son tour sur les références [9], [6], [5] et [7].



Chapitre 1

Controle optimal des équations de
Navier-Stokes stationnaires
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1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions un probléme de contréle optimal gouverné par un
systeme décrivant I'’écoulement stationnaire d’un fluide incompressible et donné par

—vAy+ (y-V)y+Vp=u dans ,
V.y=0 dans 2, (1.1)
y=20 surT,

ou p est la pression, u est la densité massique de forces extérieures, v > 0 est la vis-
cosité du fluide, Q c R™ (n = 2, 3) est un domaine borné de frontiére T'.

Lobjectif est d’étudier I'existence d’un contrble optimal et d’établir les conditions néces-
saires d’optimalité pour le probléeme de controle optimal suivant

Minimiser J(u,y) /|y yal?* do + 2 /|u| dx

u € Uyq €t (u,y) satisfait (1.1),

(P)

ol A >0, yg € L*(Q) est un champs de vitesse voulu, 'ensemble des contréles admis-
sibles U,4 est convexe, fermé et non vide dans L?(Q2).

Le plan du chapitre est le suivant : dans la section 1.2, nous présentons les notations,
précisons le cadre fonctionnel et rappelons certains résultats auxiliaires nécessaires
pour la suite. La section 1.3 est consacrée a 'analyse mathématique de I'équation
d’état. Lexistence d’une solution faible est établie en utilisant une méthode de Galerkin
appropriée. Comme déja indiqué dans l'introduction, I'unicité de la solution n’est garan-
tie que pour des données suffisamment petits (typiquement, nous avons une restriction
sur le contrGle et/ou la viscosité). Dans la section 1.4, nous montrons que le probleme
de contrble optimal admet au moins une solution. Dans la section 1.5, nous étudions
la solvabilité de I'équation linéarisée. Appliquant le théoreme de Lax-Milgram pour éta-
blir 'existence et l'unicité de la solution, nous sommes amenés, encore une fois, a
restreindre les données du probléme pour garantir la coercivité de la forme bilinéaire
correspondante. (Les mémes aspects et les mémes difficultés seront rencontrés lors
du traitement de I'équation adjointe dans la section 1.7.). Dans la section 1.6, la conti-
nuité lipschitzienne et la dérivabilité au sens de Gateaux de I'application qui au contrble
associe I'état sont analysés. Ces aspects sont importants pour établir les conditions
nécessaires d’optimalité, énoncées et prouvées dans la section 1.8.

1.2 Notations et cadre fonctionnel

La plupart des résultats énoncés dans cette section sont classiques et peuvent-étre
trouvés dans n’importe quel bon livre d’analyse fonctionnel (voir par eexmple [2]) ; Nous
les rappelons pour le confort du lecteur.
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Soit © un domaine borné de R? (d = 2, 3). La frontiére de Q2 est notée I et est de classe
C2.
1.2.1 Espaces de Sobolev

Soit 1 < p < oo. Une fonction mesurable (au sens de Lebesgue) v : 2 — R est dans
LP(Q) si

/Q lo(2)|P dz < oc.

ot = ([ ool dx)‘l’,

'espace LP(£2) est un espace de Banach.

Muni de la norme

Une fonction mesurable (au sens de Lebesgue) v : Q@ — R est dans L*°(Q2) si

esssup |[v(z)| =inf {M € R | |v(z)| < M p.p. dans Q} < oc.
z€eQ)

Muni de la norme
V]l = €8S SUp,eq [v(z)],

'espace L>°(f2) est aussi un espace de Banach.

Dans toute la suite, nous utiliserons la notation suivante
(u,v) = /Qu(x)v(ac) dx, ue LP(Q), ve LV (),
(u,v) = /Qu(x)v(a:) dx
= zn:/ wj(z)vi(z)dz,  we LP(Q)Y, ve LV (),
j=1"9
1.0 = [ 1)@ ds

=Y [ m@a@dn ne @™ ¢e v @

1,j=1

Vu que beaucoup des quantités qu’on utilisera sont des fonctions vectorielles, la nota-
tion sera simplifiée et on omettra la dimension d dans la notation de I'espace (le sens
sera clair d’aprés le contexte).

e Passons a présent a la définition de certains espaces de Sobolev et a I'énoncé de
propriétés utiles qui y sont relatives.
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Définition 1.2.1. Soitp € [1, x|. Lespace de Sobolev W'*(Q) est défini par
WP(Q) = {v e LP(Q) | Vv € LP(Q)},
ou le gradient est a prendre dans le sens faible.

Muni de la norme
1
lollwn = (0 +1V0l2)* 1<p<oc,

on vérifie que WP (Q) est un espace de Banach.
On pose H'(Q) = W12(£2) ; Muni du produit scalaire

(v,w) g1 = (v,w) + (Vv, Vw),

c’est un espace de Hilbert.

e En plus des liens évidents avec les espaces de Lebesgue L2, conséquence de leur
propre définition, I'espace de Sobolev H'(Q) est lié¢ a d’autres espaces de Lebesgue
via les injections de Sobolev. Plus précisemment, on a

- Sid =2, alors H!(Q) — L%(Q) pour tout ¢ € [1, +o0].
- Sid =3, alors H'(Q) — L5(Q).
Toutes ces injections sont continues et engendrent les inégalités de Sobolev
[vll, < Cl[v]l pour tout g € [1,400[, sid=2,
lollg < Cllvllgn sid=3,
pour tout v € H(9).
e Nous rappelons aussi des résultats de compacité qui nous seront utiles.
- Sid =2, alors H'(Q) << L4(£2) pour tout g € [1, +o0]
- Sid =3, alors H'(Q) << L(Q) pour tout g € [1,6].

En particulier, I'injection de H'(Q2) dans L*(2) est compacte.

1.2.2 Espace H}(Q)

Définissons a présent un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de H'(Q)
et qui est utile pour I'étude des problemes avec conditions au bord de Dirichlet homo-
genes.

Définition 1.2.2. Soit D(Q2) I'espace des fonctions de classe C*° a support compact
dans Q. L'espace de Sobolev H{ () est défini comme I'adhérence de D(Q2) dans H' ().

Le résultat suivant caractérise I'espace H} ().
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Proposition 1.2.3. L'espace H}(Q2) coincide avec le sous-espace de H'(Q2) constitué
de fonctions qui s’annulent au bord, i.e.

Hy(Q) ={ve HY(Q) |v=0surT}.
Un résultat essentiel et lié a I'espace H}(2) est I'inégalité suivante.

Proposition 1.2.4. (Inégalité de Poincaré) Soit v € H{ (). Alors I'estimation suivante
est satisfaite
[olly < Cp (IVolly,

ou Cp > 0 est une constante dépendant de d et de ().

Une conséquence importante de I'inégalité de Poincaré est le résultat suivant qui fournit
une norme équivalente dans Hg (Q).

Corollaire 1.2.5. La semi-norme
v ||V,

est une norme sur H¢ () équivalente a la norme usuelle induite par celle de H*(12).

Le dual de H}(Q) (i.e. 'espace des formes linéaire et continues sur Hi(Q)) est appelé
H~1(2). Nous noterons (-, ~>H,17H5(Q) le produit de dualité entre H}(Q2) et son dual.

Prenant en compte le fait que d = 2,3 et que 2 est borné, grace aux injections de
Sobolev classiques et a I'inégalité de Poincaré, nous avons que

Hi () < LY(Q),
et donc

loll, < Cs Vol Vo € HY(Q).

1.2.3 Espaces des fonctions a divergence nulle

Finalement, et afin d’éliminer la pression dans la formulation faible des problémes consi-
dérés, nous introduisons I'espace des champs de vitesse a divergence nulle.

Définition 1.2.6. Soit V I'espace des fonctions de D(2) a divergence nulle dans ).
L'espace de Sobolev V est défini comme I'adhérence de V dans H}(f2).

Le résultat suivant caractérise I'espace V.

Proposition 1.2.7. L'espace V coincide avec le sous-espace de H}(f2) constitué de
fonctions a divergence nulle dans (2, i.e.

V={veH}Q) |V v=0dansQ}.
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1.3 Equation d’état
Supposons que (y, 7) € H2(Q)x H!( est une solution de (1.1) et soit ¢ = (¢1,- -+ ,¢q €

H{ (). Multipliant le ieme membre du systéme (1.1) par la fonction scalaire ¢;, intégrant
et utilisant la formule de Green, on obtient

(uiy i) = —v((Ay);, di) + ((y-Vy);, ¢i) + (V) , di)

o () + (- V00 + (0

(52.52) + (- Vw00 — (m 52).

d
- VZ <(vy)ij , (V¢)ij) + ((y-Vy),;, i) — (m,(V),;) Vi=1,---,d.

Sommant pouri =1,--- ,d, on obtient alors

d
= Z Uy, ¢z
=1

d d
=v Z ((Vy)z] ’ ) + Z Y- Vy 7 ¢l - Z (71', (vd))u)
ij=1 i=1 i=1
pour tout ¢ = (¢1,---,64)" € HE(2). Comme nous le verrons plus loin, pour des

raisons techniques liées aux propriétés de coercivité de notre probleme et afin de tenir
compte de la condition d'incompressibilité V - y = 0, on choisit des fonctions test a
divergence nulle. Lidentité précédente implique alors que

v(Vy, Vo) + (y-Vy,¢) = (u,¢) pourtout¢e V. (1.2)
Toutes ces considérations réunies justifient la définition suivante.

Définition 1.3.1. Soitu € L?(2). Une fonction y € V est une solution faible de (1.1) si
y satisfait (1.2).

Soit b la forme trilinéaire associée au terme convectif et définie par

by, p,w) = ((y - V) p,w).

Remarquons que gréce aux inégalités de Sobolev, cette forme est bien définie sur
HY(Q) x HY(Q) x H*(Q). Nous commengons par énoncer certains propriétés notables
liees a la forme b.
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Lemme 1.3.2. Soientw, ¢ € H}(Q) ety € V. Alors nous avons
b(y7 2 w) = _b(vavgo% (13)

b(y, v, ) = 0. (1.4)

Preuve. Pour prouver (1.4), il suffit de remarquer que

b(y,so,sO)z/y-Vso-wdx:é/y-VQw!Q) dz,
Q Q

d’appliquer la formule de Green et d’utiliser le fait que y € V' pour obtenir

b(%cpm@)zé(—/ﬂ(v-y)!cplg d:U—&—Ay%-\goP ds> =0.

La propriété (1.3) est alors une conséquence de la propriété (1.4). En effet,

0 =b(y,ptw,o+w)=0b(y,p,¢)+b(y,w,w)+b(y,p,w)+b(y,w,p)
= b<y7907w) +b(yawa§0)
ce qui donne le résultat. O

Nous allons établir des résultats d’existence, d’'unicité pour I'équation d’état et obtenir
des estimations a priori qui nous seront utiles pour la suite. La solution de notre pro-
bléeme est construite grace a la méthode d’approximation de Galerkin en utilisant un
développement dans une base appropriée. Cette méthode classique est trés utile pour
I'étude théorique des problémes non-linéaires.

Afin de prouver que le probleme approché admet une solution, nous avons besoin du
résultat suivant. Il concerne les points d’annulation d’'une fonction continue de R™ sur
lui-méme et est une généralisation au cas m > 1 du théoréme des valeurs intermé-
diaires (encore appelé théoréme de Bolzano) qui stipule qu’une fonction réelle continue
qui atteint des valeurs de signes opposés aux bornes d’un intervalle doit nécessaire-
ment s’annuler a l'intérieur de cet intervalle.

Lemme 1.3.3. (Voir le lemme 9.3.1 dans [3]) SoitP une fonction continue de R™, m > 1,
dans lui-méme telle que pour un certain R > 0

PC-C>0 pour tout ¢ € R™ tel que || = R.
Alors, il existe (o € R™, |(o] < R tel que P{y = 0.

Théoréme 1.3.4. Soitu € L*(Q2). Alors le probléme (1.1) admet au moins une solution
faible y,, € V et I'estimation suivante est satisfaite

Vgl < Cpltlz, (1.5)

ou Cp est la constante de Poincaré.
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Preuve. La solution correspondente est construite grace a la méthode de Galerkin, en
utilisant un développement dans une base appropriée. Suivant [8], il existe un ensemble
de fonctions propres (w;), C V' N H?(Q2) du probléme

—ij + Vpj = \jw; dans ,

V-w;j=0 dans €, (1.6)

wj =0 surl.

Ces fonctions forment une base pour V' et une base orthonormée pour H. Pour tout
m € N, nous notons V,,, 'espace vectoriel engendré par les m premiéeres fonctions
propres (wj)1,....m. Le probleme approché est défini par

Chercher y,, = > Gimw; solution de
1 (1.7)

V (VYm, Vw;) + b (Ym, Ym, wj) = (u,w;) 1<j<m.

Nous divisons la démonstration en deux étapes.
Etape 1. Solvabilité et estimation a priori. Soit m € N fixé et considérons I'application
P:R™ — R™ définie par

m

ou Y, = ngwi. Il est clair que P est continue. Prouvons alors que P(¢) - ¢ > 0 si [(]

=1
est suffisamment grand. On a

I
3

P(¢) - ¢ P(¢)jCim

J

Il
—

I
Ms

Il
_

(I/ (Vym,Vqu) + b(ymvyﬁuwj) - (U,Wj)) ij
J

=V (vywnv <§: ij‘*ﬁ)) +0b (ymayma in: ijwj> - <Ua gjmwj)
j=1 j=1 J=1

= v ||VYmll3 + b Yo Yms Ym) — (U, Yim)

3

= v [ Vymlls = (ym) -
Utilisant I'inégalité de Hoélder et de Poincaré, et le fait que

m
Z Cimwi
=1

2

2
lymllz =

= Z Cz’ijm (wi,wj) = Zgzmgzm = |C|2
i=1

2 4j=1
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il vient que
P©C)-¢ = v |Vymlz — lully lymll

2
> lymll3 = N1l lymll,
= Nyl (&5 Nymlly = Il )

= 161 (& Il = frull)
— 400 quand [¢| — +oc.

Ceci implique qu’il existe une constante positive R tel que P(¢) - ¢ > 0 pour tout ¢ €
dB(0, R) et, d'aprés le lemme 1.3.3, il existe ¢J, € R™, [¢},| < R tel que P(Y, = 0. La

m
fonction y,,, = > (2, w; satisfait donc
=1

V (VYm, Vw;) + b (Ym, Ym, wj) — (w,w;) =0
pour tout 1 < j < m. Autrement dit, y,,, est solution du probléme (1.7).
Multipliant alors (1.7) par ¢?. et sommant, nous obtenons
VIIVYmll3 = (1 ym) = b Y Yms Ym) = (4, Ym) -
Utilisant I'inégalité de Holder et de Poincare, on obtient
v{IVymll3 < llelly [9mlls < Cp lully [V ymll,

et donc
IVymlly < S Jlull, - (1.8)

Etape 2. Passage a la limite. Prenant en compte I'estimation uniforme (1.8), il vient qu'il
existe une sous-suite, indexée par m pour simplifier, et y € V tel que

ym — y faiblement dans Hj(Q).
Prenant en compte l'injection compacte de H}(€2) dans L*(Q), nous en déduisons que
ym — y fortement dans L*(Q).
Considérons le terme convectif. Des arguments classiques montrent que
10 (Ym, Y ws) = b (Y y,wi)| < [0 (Ym — ¥, Ym,wj)| + [0 (Y, ym — ¥, wj)|
=16 Ym — ¥, ym, wj)| + [=b (¥, w5, ym — y)|
< (IVymlls llwslly + lyllg V@i ll) Nym = yll4 -

Prenant en compte (1.8) et les résultats de convergence précédemment établis, nous
déduisons que

Bm b (yYm, Ym,wj) =b(y,y,w;).

m——+00
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Passant alors a la limite dans (1.7), il vient que y satisfait
v (vy7 vw]) +b (ya Y, wj) = (U, Wj)
et par densité
v(Vy,Vo)+0b(y,y,¢) = (u,4)  VoeV.
Autrement dit, y est une solution faible de (1.1). O

Si I'existence d’'une solution faible de I'équation d’état (1.1) est garantie, l'unicité de
cette solution ne peut-étre obtenue que si 'on impose des restrictions sur la taille de la
variable contréle. Plus précisemment, nous avons le resultat suivant.

Proposition 1.3.5. Soitu € L%(Q). Il existe une constante 1, dépendant de n et de
uniquement, tel que si
b llully < 1, (1.9)

alors (1.1) admet une solution faible unique.

Preuve. Supposons que (1.1) admet deux solutions y1, y» et posons y = y; — y». |l est
facile de voir que y satisfait

v(Vy,Vo) +b(y,y1,¢) +b(y2,9,0) =0 VYoeV.

En choisissant ¢ = y on obtient

v Vylls = =0y, y1.9) — b(y2.4,9) = —b (¥, 51, y)

et en utilisant I'inégalité de Holder, l'inégalité de Sobolev et I'estimation (1.5), il vient
que
2
vIVyls < IVolly llyli < CZ IVl [1Vyll3

2
< T lully 1Vyllz

ou k1 = CpC%, Cg étant la constante d'injection de H{ () dans L*(Q2). Par conséquent,
Si
v— "4 ully >0,

alors nous avons nécessairement que ||Vy||, = 0. Utilisant l'inégalité de Poincaré, il
vient que ||y||, = 0. Doncy =0, i.e. y1 = yo. O

1.4 Existence d’un contréle optimal

Théoréme 1.4.1. Supposons que U,y est borné dans L?(2) ou que A > 0. Alors le
probléme de contréle optimal (P) admet au moins une solution.
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Preuve. Soit (ug, yx)r C UsqxV une suite minimisante. Comme (uy);, est uniformément
bornée dans I'ensemble convexe fermé U, , il existe u € U, et une sous-suite, que I'on
indexera par k pour simplifier, qui converge vers u pour la topologie faible de L?(12). De
l'autre c6té, prenant en compte le théoreme 1.3.4, nous obtenons

e
IVyell < CpH52,

et donc (yx)x est uniformément bornée dans V. Il existe y € V et une sous-suite, que
'on indexera par k pour simplifier, qui converge vers y pour la topologie faible de V.
Utilisant les résultats de compacité dans les espaces de Sobolev, nous déduisons que
(yx ) converge fortement vers y dans L*(Q). Il vient alors que pour tout ¢ € V, on a

< IVyellz lls + lylly 1VOll) [y — yll4
—0 quand k — +oo0.

Prenant en compte ces résultats de convergence et passant a la limite dans la formu-
lation variationnelle correspondante a y;

v (Vyr, Vo) + b (Y, yr, @) = (ug, @) Vo eV,

on obtient
v(Vy,Vo) +b(y,y,9) = (u,¢)  VopeV

autrement dit (u,y) satisfait (1.1). Grace a la continuité et a la convexité de J, nous
déduisons que J est semi continue inférieurement pour la topologie faible et

J(u,y) < limkinf J(ug, yx) = inf(P).

Ceci montre que (u, y) est une solution de (P). O

1.5 Equation linéarisée

Afin d’établir les conditions d’optimalité, nous avons besoin d’analyser I'équation li-
néaire suivante
—vAz+ (z-V)yu+ (Y- V)z2+Vp=w  dans Q,
V.z=0 dans €2, (1.10)
z=0 surT,
ol u € L?(), y, € V étant une solution faible de (1.1) et w € L*(Q).

Définition 1.5.1. Soit w € L%(Q). Une fonction = € V est solution faible de (1.10) si

v(Vz,Vo) +b(2,yu, @) +b0(yu, 2,0) = (w,¢) YoeV.
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Proposition 1.5.2. Soit u € L?(N)) satisfaisant (1.9) et soit y, € V l'unique solution
faible de (1.1) correspondante a u. Pour w € L?*(%), le probléme (1.10) admet une
solution unique z,,, € V. De plus, I'estimation suivante est satisfaite

IV zuwlly < £ (Jully) lwlly

Cpv
v2—gt”

ou L est définie par L(t) =
Preuve. Considérons la forme bilinéaire définie par

B(z1,22) = v(Vz1,V22) + b (21, Yus 22) + b (yu, 21, 22) -
Prenant en compte le lemme 1.3.2, 0n a

B(z,2) =v||Vz|5+b(2yu 2) + b (Y, 2, 2)
= v || V2|5 4 b (2, Yu, 2) Vz e V.

De l'autre c6té, en utilisant I'inégalité de Holder, I'inégalité de Sobolev et en prenant en
compte I'estimation (1.5), on obtient

2 2 2
16 (2,9, ) < Vyalla 1213 < CE 1 Vyulla [V2]13 < 5 lully V2115 -

Il vient alors que
B(z,2) 2 (v—ml42) |23 (1.11)

et B est coercive sur V car u satisfait (1.9). Prouvons maintenant la continuité de B.
Des arguments similaires montrent que

16 (21,Yus 22) + b (yus 21, 22)| - < 214 [Vl 22lls + lvully 1V21]12 (12214

< 2C2 |V, Vel V22l
< 2k 2 7z, |, V2]

<w|Vall, IVal,  Ve,zeV.

Par conséquent
B (21, 22)| < 3v[|Va]ly [V, -

La forme bilinéaire B étant continue et coercive sur V' x V, en appliquant le théoréme
de Lax-Milgram, nous déduisons que le probléme (1.10) admet une solution unique z,
dans V. Prenant en compte (1.11), on obtient

(V - ﬁl%) ||Vzung <B (Zuwyzuw) - (wazuw)
< Cp|lwllz [Vzuwll

ce qui donne le résultat. O
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1.6 Continuité et dérivabilité de I’état par rapport au contréle

Nous allons commencer par établir des résultats relatifs a la continuité lipschitzienne
(locale) de I'application qui au contréle associe I'état. Ces résultats seront utiles pour
I'analyse ultérieure des conditions nécessaires d’optimalite.

Lemme 1.6.1. Soient uy,us € L?(Q) avec uy Vérifiant la restriction (1.9), et soient y,,
et y., les solutions faibles de (1.1) correspondantes. Alors I'estimation suivante est
satisfaite

IV (Wur = yus)lly < £ ([luzlly) [lur — ually,
ou L est définie dans la proposition 1.5.2.

Preuve. Notons y et u les différences y,,, — yu, €t u1 — us. Prenant en compte la formu-
lation variationnelle de (1.1) pour u; et us, il vient que

V(VYy, Vo) + b (Yuy, Yurs @) — b (Yuzs Yus» @) = (u, @) Vo e V.

Choisissant ¢ = y, et utilisant le lemme 1.3.2, on obtient

vIVYls = (y) = b Yurs Yurs ¥) + b Yuss Yuss )
= (U,y) - b(?/>?/u27y) .

Comme
[(u, )| < lully ylly < Cp lully [[Vyll,

et

2 C 2 2
104, Yu2s W) < [ VYuallz lylls < =7 lJually ylls < 5 lluall VYl

nous déduisons que
(v = ral22l2) |9y, < Cp Jul,
Ceci compléte la preuve. |

A présent, nous nous intéressons a la dérivabilité de I'état par rapport au contréle.
Pour u, w dans L%(2) et p €]0, 1] soit u, = u + pw. Soit y, la solution unique de (1.1)
correspondant a u et soit y,, la solution unique de (1.1) correspondant a u,. Dans le
reste de la section, et afin de simplifier la notation, nous utiliserons y, au lieu de y,, .

Posons z, = %. Substituant dans la formulation faible correspondante, il vient que
v (VZ/N Vd)) + b (Zpa yU7 ¢) + b (ylh Zp7 QS) = (w7 QS) (1 1 2)
pour tout ¢ € V.

Proposition 1.6.2. Soient u,w € L?(§)) avec u vérifiant la restriction (1.9). Alors I'esti-
mation suivante est satisfaite

IV2plly < £ (fJull2) wlly

ou L est définie dans la proposition 1.5.2.
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Preuve. C’est une conséquence directe de la proposition 1.6.1. O

Proposition 1.6.3. Soient u,w € L?(2) avec u vérifiant la restriction (1.9) et soit = la
solution de (1.10) correspondant a y = y,, et w. Alors I'estimation suivante est satisfaite

IV (z, = 2)ll, < Cp,
ou C dépend uniquement de Q, v, n, ||u||, et ||w,.

Preuve. Prenant en compte (1.12) et la formulation faible correspondante a z, on peut
voir que x, = z, — z satisfait

v (VXp, V&) + b (Xps Yur @) + 0 (Yp = Yus 2, ) + 0 (Yus Xp, #) =0 Vo € V.
Choisissant ¢ = x,, il vient que
VIIVXo I3 = =b (Xps Y Xo) = b (Yo = Yus 2 Xp) -
Grace au théoréme 1.3.4 et a la proposition 1.5.2, on obtient
16 (Xps Yus Xp) + b (Yp = Yus 2p5 Xp)| < ”XPHZ IVyully + 1y — ully [V20ll5 X014

< m 82 |V, 15 + CE L ([ull2) [V (= vl [Vl -
Par conséquent, il vient que

(v = w1 22 ) I, < CE L (ull2) 19 (5 = ),

et grace au lemme 1.6.1, on obtient finalement

(v = s 202) 1%l < (CSL (lull2))? [l

Ceci compléte la preuve. O

1.7 Equation adjointe

Soit u € L?(2) satisfaisant (1.9) et soit 3, € V la solution faible de (1.1) correspondant
a u. Nous sommes intéressés par la solvabilité du systeme adjoint

—vAY + (Vi) ¥ — (yu - V)9 + Vp=f dans Q,
V-4=0 dans , (1.13)
P =0 surl,

ol f € L?(9).

Définition 1.7.1. Une fonction ) € V est une solution faible de (1.13) si

v(V, V) +b(, yu, ) + 0 (yu, ¢, 9) = (f,0) VoeV.
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Proposition 1.7.2. Soitu € L?(2) satisfaisant (1.9) et soity, € V la solution faible de
(1.1) correspondant a u. Pour f € L?(), le probléme (1.13) admet une solution unique
i € V. De plus, I'estimation suivante est satisfaite

VY]l < L(ull2) [1£1]5
ou L est définie dans la Proposition 1.5.2.

Preuve. Lexistence et l'unicité d’une solution, ainsi que I'estimation a priori, peuvent
étre obtenues par des arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve de la propo-
sition 1.5.2. O

1.8 Conditions nécessaires d’optimalité

Le résultat principal de ce chapitre sera énonce et démontré dans cette section.

Théoreme 1.8.1. Soit (u,y) une solution de (P) un contréle optimal avec u satisfaisant
(1.9). Alors il existe ¢ € V', solution faible du probléme suivant

A+ (VY p— (5-V)+Vp=§—yq dansQ,
Vo= dans Q, (1.14)
Yv=0 surT,

tel que B
(¥ +Aa,v—u) >0  pourtoutv € Uyg. (1.15)

Preuve. Pour p €]0, 1[ et v € Uqq, SOit up, =t +p (v — @) € Uad, Yp = Yu, €1 2, = ypp—y. I
est clair que (u,,y,) est admissible pour (P) et donc on a

lim Lol JED >0 vy € Uy, (1.16)

p—0t

De l'autre cété, de simples calculs montrent que

I(up,yp) = J(0,5) =5y — valls + 3 luplls — 5 17 — wall3 — 3 lall3
= =9 + @ —va)lla + 5 lu, — @+l
—217 - vall3 - 3 llall3
=y, — 9ll3 + Wo — 5,7 — ya) + 3 lup — @l + A (u, — @, )
et donc

M) JED) — (5 G — yg) + X (v — 5, 7) + § ||2][5 + 2 |l — a3 - (1.17)
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Gréce a la proposition 1.6.2 et a I'inegalité de Poincaré, nous savons que la suite (z,),
est bornée dans L%(Q). D’autre part, grice a la proposition 1.6.3, elle converge forte-
ment dans L?(12) vers z,, la solution de I'équation linéarisée suivante

—vAz+2z-Vyg+y-Vz+Vp=v—1u dans Q,
V-z=0 dans €,

z=0 surT.
Prenant alors en compte (1.16) et passant a la limite dans (1.17), nous obtenons
(Zo, ¥ —ya) + A(v—1u,a) >0 Vo € Uyg. (1.18)

Considérons maintenant I'équation adjointe (1.14). D'apres la proposition 1.7.2, ce pro-
bléeme admet une solution faible unique v € V. Posant ¢ = 1« dans la formulation
variationnelle correspondant a z,,, on obtient

v (VZy, V) + b (20, 5,0) + b (9,20, %) = (v —0,¢) .

Choisissant alors ¢ = %, dans la formulation variationnelle correspondant & =, on ob-
tient

v (V'lz, vzv) +b (2117 Y, 1;) +b (g7 Zy, 1/;) = (:g — Yd, Zv) .
Combinant les deux identités, nous déduisons que
(U_,L_Lad_)) = (g_ydazv)'

La conclusion vient en substituant dans (1.18). O



Chapitre 2

Controle optimal des équations de
Navier-Stokes instationnaires
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous établissons les conditions nécessaires d’optimalité pour un
probléeme de contrble optimal gouverné par un systeme décrivant I'écoulement insta-
tionnaire d’un fluide incompressible et donné par

%_I/Ay—|—(y~V)y—|—Vp=u dans 2 x (0,7,
V-y=0 dans Q x (0,7,

Yy 0,7) (2.1)
y=0 surT x (0,7),

ou p est la pression, u est la densité massique de forces extérieures, v > 0 est la
viscosité du fluide, 3o une condition initiale donnée, Q C R? est un domaine borné de
frontiére I', et T' > 0 est un temps fixé. Nous notons I l'intervalle (0,7"), @ le cylindre
espace-temps O x IetX =T xI.

Lobjectif est de contrdler le systeme via une force mécanique conduisant la vitesse
du fluide vers un état donné. Plus précisément, on considére le probléeme de contréle
optimal suivant

Minimiser J(y,u) = %/ ly — yal? dedt + /2\/ lu|? dadt
(P) Q Q

u € Uyq €t (y,u) satisfait (2.1),

ol A > 0, yg € L?(Q) est un champs de vitesse voulu, 'ensemble des contréles admis-
sibles U, est convexe, fermé et non vide dans L?(Q) et yo € L*(9).

Méme si les techniques utilisées pour I'analyse des équations aux dérivées partielles
associées sont différentes, le plan de ce chapitre est similaire a celui du chapitre précé-
dent. Dans la section 2.2, nous présentons les notations, précisons le cadre fonctionnel
et rappelons certains résultats auxiliaires nécessaires. La section 2.3 est consacrée a
'analyse mathématique de I'équation d’état. Lexistence d’une solution faible est établie
en utilisant une méthode de Faedo-Galerkin appropriée. Contrairement au cas station-
naire (et au cas tridimensionnel instationnaire), 'unicité d’'une solution faible peut étre
établie sans restriction sur le contréle. Nous établissons aussi des résultats de régu-
larité et montrons, sous des conditions de régularité naturelles des données, que la
solution de I'équation d’état est en fait une solution forte. Cette propriété est fondamen-
tale lors de I'analyse numérique de I'équation d’état et de I'’équation adjointe associée,
ou lors de I'établissement des conditions suffisantes d’optimalité. Des estimations de
stabilité lipschitzienne sont aussi établies dans cette section.

Une approche similaire est appliquée dans la section 2.4 pour étudier la solvabilité de
I'équation linéarisée. La dérivabilité au sens de Gateaux de I'application qui au contréle
associe I'état est analysée dans la section 2.5. Dans la section 2.6, un changement
de variables approprié permet de passer d’'un probléme avec condition terminale a un



2.2. NOTATIONS ET CADRE FONCTIONNEL 19

probléme avec condition initiale. Léquation adjointe est alors ramenée a une EDP aux
propriétés similaires a celles de I'équation linéarisée. Finalement, les conditions néces-
saires d’optimalité sont établies dans la section 2.7.

2.2 Notations et cadre fonctionnel

Si O est un ouvert, nous noterons D(O) I'espace des fonctions indéfiniment différen-
tiables sur O a support compact. Afin d’éliminer la pression dans la formulation faible
du probléme étudié, nous considérons I'espace des champs de vitesse a divergence
nulle défini par

H={vel*(Q)|V-v=0dansQetv-n=0surl'}.

Lespace [H est équippé du produit scalaire (-, -) induit par IL?(Q2). Le produit de dualité
entre I'espace V' (défini dans le premier chapitre) et son espace dual V' est noté (-, -).
Les espaces H, V et V'’ forment un triplet de Gelfand

Ve H=H <V

i.e. 'espace de Hilbert H est identifié avec son dual H’, V étant dense dans H avec
injection continue. Une conséquence des identifications précédentes est que

(u,v) = (u,v), u€ HuveV. (2.2)

On notera L?(I; X) 'espace des fonctions de carré intégrable définies de I dans X et

muni de la norme )
2
ol = [ ool ar)

De méme, L>°(I; X) est 'espace des fonctions essentiellement bornées définies de I
dans X et est muni de la norme

[0l oo 1,x) = €8S sup [[o(t)]|x -
tel

Lespace C(I; X) des fonctions continues de I = [0, 7] dans X est muni de la norme

[l x) = sup (@)l -
tel

Afin de gérer les dérivées par rapport au temps, on considere I'espace
W(I)={ve lXI;V)| & e L*(;V)}

muni de la norme o[y = llvll 2.1y + H%HLQ(I,W). Il est bien connu que W (I) est
un espace réflexif et qu’il satisfait les propriétés énoncées ci-dessous.
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Lemme 2.2.1. L'espace W (I) s’injecte continiment dans C(I; H) et on a la formule
d’intégration par parties suivante

/ot <6%(t5)77)(5)> ds + /Ot <av65ts)au(s)> ds = (u(t),v(t)) — (u(0),v(0)) (2.3)

pour toutu,v € W(I), t € I. En particulier, on a

/0 (240, u(s)) ds = § (Ol ~ ()] = /0 el ds @24

pour toutu € W(I) ett € 1.

Preuve. Voir le lemme 1.2, p. 261 dans [8].

De plus, nous avons résultat suivant.

Lemme 2.2.2. Soient u et g sont deux fonctions dans L'(I;V). Alors, les assertions
suivantes sont équivalentes
- Pour toute fonction ) € D(I), on a

/I w(t)y (¢) dt = — /I g(t)(t) dt.
- Pour toutw € V', on a
& (u, w) = (g, w)
dans le sens des distributions.
Preuve. Voir le lemme 1.1, p. 250 dans [8]. O

En plus des inégalités classiques déja énoncées au Chapitre 1, nous aurons besoin de
'inégalité d’interpolation donnée ci-dessous. Valable seulement en dimension 2, elle
permet de garantir 'unicité de la solution faible pour le probleme de Navier-Stokes et
joue un réle primordial dans I'analyse de la régularité de cette solution.

Lemme 2.2.3 (Inégalité d’interpolation). On a

1 1 1
lolly <27 |03 IVoll3 Vo € Hy(€). (2.5)

Nous énongons maintenant des résultats utiles pour I'analyse de la régularité de
la solution faible. Soit P : L?(€2) — H l'opérateur de projection de Helmholtz et po-
sons A = —PA. Il est bien connu que P est un opérateur linéaire et borné et qu'il est
caractérisé par I'égalité Pv = v, ou © est donné par la décomposition de Helmholtz

v=0+Vy, DecH et e HY(Q).
Lemme 2.2.4. Soitv € V N H?(2). Alors 'estimation suivante est satisfaite

HUHH2 < CHA”H2-
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Preuve. Il suffit de remarquer que v € H? NV est solution du probléme de Stokes

suivant
—Aw + Vp =Av dans Q,

divw =0 dans €,
w=20 surl.

Lestimation est alors une conséquence directe des résultats de régularité classiques.
O

Nous terminons cette section en rappelant le lemme de Gronwall.

Lemme 2.2.5. Soitn une fonction positive absolument continue sur I telle que

() < o)n(t) +¥(t) pptel

ou ¢ et sont des fonctions positives intégrables sur 1. Alors

o <o ([ o0ras) (0 + [wias). e

2.3 Equation d’état

2.3.1 Existence, unicité et régularité

Lanalyse du probléeme de contréle optimal nécessite une étude approfondie de la sol-
vabilité de I'équation d’état. Des résultats d’existence, d’unicité et de régularité des
solutions faibles correspondantes feront I'objet de cette section.

Il convient de rappeler d’abord que les notions de "solution forte" et "solution faible"
pour les équations aux dérivées partielles instationnaires peuvent inclure des concepts
différents, dépendants du contexte (en particulier de la régularité des données), et que
des définitions précises sont donc nécessaires.

Considérons par exemple le cas ol yo € H et u € L?(I;V’). Une fonction y € W (1) est
une solution faible de (2.1) si

{ L(y(t),0) + v (Vy(t), Vo) + b (y(t), y(t), ¢) = (u(t), d),
y(0) = vo,

est satisfait presque partout dans I et pour tout ¢ € V. Remarquons qu’au vu du Lemme
2.2.1, la condition initiale y(0) = yo € H a un sens. Les résultats concernant I'existence
et 'unicité d’'une solution faible y sont classiques. Ceci fera I'objet du théoreme suivant.

Théoréme 2.3.1. Soient yy € H etu € L*(Q). Alors le probléme (2.1) admet une
solution faible unique. De plus, les estimations suivantes sont satisfaites

19l e riany < (ol + % Nl g) (2.6)
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193lls0 < 2 (Iwolls + G llullag) (2.7)
ou C' est une constante dépendant de ).

Preuve. La solution correspondente est construite grace a la méthode de Faedo-
Galerkin, en utilisant un développement dans la base définie par (1.6) considérée au
Chapitre 1. Pour tout m € N, nous notons V,, I'espace vectoriel engendré par les m
premiéres fonctions propres (wj)1,....m €t Py, I'opérateur de projection orthogonale de
H sur V,,. Le probleme approché est défini par

Chercher y,, (1) = Y _ gim(t)w; solution, pour 1 < j < m, de
=1

i (1), 05) + v (Vym (1), V) + b (ym (1), ym (1), wj) = (u(t),wj) |

ym(o) = Yom

(2.8)

ou yom = Pmyo. |l est alors clair que (yom,),,, converge vers yo dans H et que ||yom ||, <
lyollo-

Les fonctions g;., sont des fonctions scalaires définies sur I et (2.8) est, relativement
a ces fonctions, un systeme différentiel non-linéaire avec des coefficients constants et

avec une condition initiale en ¢t = 0. En effet, pourtout j =1,--- ,m
D (@i w)) Gin (8) + v (Vwi, Vwg) gim () + Y b (Wi, Wk, w5) Gim () gk (1) = (u(t), w))
i=1 ik=1

ce qui donne le systéme non-linéaire suivant
Mgy, (t) + Ngm(t) + Bgm(t)gm(t) = F(t)
9m(0) = Yom

ou, pourtoutl1 <i,j <m

M;; = (wi, wj), (2.9)
Nij = v (Vw;, Vwj), (2.10)

Comme les éléments wy, - - - ,w,, sont linéairement indépendants, la matrice M est in-
versible et le systéeme précédent est réduit a

{ I (t) + M TN G (t) + M~  Agm (t)gm (t) = MTHE (1),

2.11
gm(o) = Yom- ( )
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Le systéme différentiel (2.11) admet une solution sur un intervalle [0, ¢,,]. Si t,, < T,
alors ||y, ||, doit tendre vers l'infini quand ¢ tend vers t,,,. Les estimations a priori que
nous allons montrer dans la suite impliquent que ce n’est pas le cas et, par conséquent,
que y,,, est défini sur tout I'intervalle I.

Le reste de la preuve sera divisé en quatre parties. En premier lieu, nous établissons
des estimations H'! par rapport a la variable espace. Nous passons ensuite a la limite,
démontrons l'unicité de la solution et établissons les estimations a priori.

Etape 1. Estimation a priori dans L*>=(I; H) N L*(I; V). Multipliant (2.8) par g, et som-
mant, nous obtenons

34 (lym(®13) + v I95m(®13 = @t), ym(6) = b Wn(8), Y (1), ym (1))
= (u(t), ym (1)) < [[u(®)lly [[ym @)l -
Utilisant alors I'inégalité de Poincaré et I'inégalité de Young, il vient que
i3 (Ilym(t)lli) + v [[Vym@®l5 < Cllu@®lly [Vom®lly < 5 1Vym®)]3 + £ w13

et donc
4 (lym 1) + v [ Vym®I3 < & ut)]3.

En intégrant cette inégalité entre 0 et s (0 < s < T'), on obtient

lym ()12 Sllym(o)\|§+§/0 lu(t)]]3 dt

2 2
<llyollz + ”uHQQ

ce qui impligue que

2 2 2
sup [[ym (s)[l5 < [lyollz + ¢ lullsq - (2.12)
sel

De maniére similaire, en intégrant entre 0 et 7', on obtient
2 2 2
lym(T)I5 + v 1 Vymll3 o < llyolls + & lullsq - (2.13)

La suite (y,,)m est, par conséquent, uniformément bornée dans L>°(I; H) N L*(I; V).

Etape 2. Passage a la limite. D’aprés les étapes précédentes, la suite (Ym)m €st bornée
dans L>(I; H) N L*(I; V). Il existe alors une sous-suite, encore indexée par m, une
fonction y € L>°(I; H) et une fonction y* € L?(I; V) tel que

h_I}n Ym =Y faible* dans L>(I; V), (2.14)
lim ¥, =y*  faiblement dans L?(I; H*(Q)). (2.15)
m—0o0

De (2.14) et (2.15), nous déduisons en particulier que

lim [ (ym(®), (1)) dt = / (), o(1)) dt

m——+00 I I
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et

lim [ (g (8). (1)) dt = / (5" (), (1)) dt

m—+oo Jr
pour tout ¢ € L?(I; H) etdonc y = y* € L>(I; V) N L?(I; H*()).

e Des arguments classiques montrent que pour tout ¢ € V

[0 (Ym (1), ym (L), ) — b (y(t), y(t), )|

= [0 (Ym(t), ym (t) = y(t), @) + b (ym(t) — y(1),y(t), )|
= [=0(ym (1), &, ym(t) — y(t)) + b (ym(t) — y(1),y(t), 9)|
< (lym Ol [lym (@) =y @Ol 4 VOl + lym(t) =y Ol 1VyDOI2) [[6lls
< CUVym@lly + 1IVy@ll2) lym @) — y@ll4 6l g1 -
(

Linjection de H'(f2) dans L*(Q) étant compacte, grace a (2.15) et (2.12), il vient que
pour tout ¢» € D(I) on a

/(b(ym(t) ym(t), @) — b (y(1), y(t), 9)) ¥(t) dt

I

< € (I90mlla.q + IV9ll20) Nm — vl sy 18l 6]l — 0 quand m — +oc.

e Remarquons alors que (2.8) implique que

- /1 (Y (£), ) 0 () dt + / (v (Taim(t), Vo) + b(tim(), yom (£), 7)) ()

I

= /I(u(t),Wj) Y(t) dt + (Yom,w;) ¥(0) Vi € D(—o0,T).

Prenant en compte les résultats de convergence précédents et passant a la limite, nous
obtenons

/ (u(t), ;) 0/ (8) dt + / (v (Vy(), Viog) + bly(t), (1), w3)) () dt

1 1

- / (u(t),w)) Y0 dt + (yo,07) ¥(0) Vi € D(—o0,T).

I
Arguant par densité, il vient que

/ (u(t), &) ¥/ () di + / (v (Vu(£), V) + bly(t). y(t), 6)) (t) dt

1 1

- / (u(t), 8) () dt + (4o, &) B(0)  ¥ib € D(—00,T) etV € V. (2.16)

1
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Choisissant i) € D(I), nous obtenons 'égalité suivante (prise dans le sens des distri-
butions)

& W(t),0) + v (Vy(t), Vo) +bly(),y(t), ¢) = (u(t),¢) Vo€V (2.17)

e Prouvons maintenant que y(0) = yo. Multipliant l'identité précédente par ¢ €
D(—o0,T) et intégrant par parties, on obtient

/ (u(t), &) ¥/ (1) di + / (v (Vy(£), V) + bly(t). y(t). 8)) (t) dt

1 1

_ /(u(t),@w(t) dt + (4(0), ¢).

1
Comparant avec (2.16), on obtient

(y(0) — yo, ) ¥(0) = 0.
Choisissant v telle que v(0) = 1, il vient que y(0) = yo.
e Reste a prouver que % € L%(I; V). Soit Ay la forme linéaire définie par
(Ay(t),0) = (Vy(t), Vo)  VoeV.

Il est facile de voir que Ay est une forme continue dans L?(I; V). De méme, soit By la
forme linéaire définie par

(By(t),d) = b(y(t),y(t),d)  VoeV.
Utilisant (2.5), pour tout ¢ € L2(1; V) on a

[ w0 ponal ~|

1

- / b(y(t), (1), (1))

1

< /l ly@) 2 [Vl dt
<3 / L@l IV [0, dt

< Clyll poo (. Wl 2 vy el L2 vy -

Par conséquent, on obtient

/<By(t>7@(t)> dt' < Cllyll oo (rymy 9l L2y

”ByHLQ(l;V’) = sup ;

pEeL2(I;V)
HLPHLQ(I;V) <1

montrant ainsi que By € L%(1;V'). Vu que y satisfait (2.17), utilisant (2.2), on obtient

(y(t), ¢) = (u(t) —vAy(t) — By(t),¢)  VoeV
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’ pY e . 8
et comme u — vAy — By € L*(I;V’), d'aprés le lemme 2.2.2, on déduit que 3/ €

L2(I; V).

Etape 3. Unicité. Soient y; et y» deux solutions faibles de (2.1). Alors y = y1 —yo satisfait

(%2.0) +v(Vy(), Vo) + b (y(£), 11(8),6) + b (1D y(t), ) =0 Ve V.
En posant ¢ = y(t), et prenant en compte le lemme 2.2.2 et le lemme 1.3.2 on obtient

29 ly@)l5 + v IVl = =b (), 11(8), y(t) -

D’aprés l'inégalité (2.5) et I'inégalité de Young, on a

3
120 (y(t), w1 (), (@) <22 ly(@)llo IVyr (D)l [Vy (@)l
<2w||Vy®)5 + £ IVu @)l 013
et par conséquent
p q d H t 2 < 1 2 2
g lv®lz < 2 1IVu @3 ly @)1z -
De simples calculs montrent que cette inégalité est équivalente a

£ (oo (2 [ 1018 ds) In(@2) <o

Intégrant entre 0 et ¢, on obtient

o (3 [ IV ()1E) 1o < o) =0

etdonc ||y(t)|l2 =0, i.e. y1 = yo.

Etape 4. Estimations a priori. Les estimations (2.6) et (2.7) sont une conséquence di-
recte de (2.12) et (2.13). |

Il est connu que la régularité des données implique la régularité de la solution faible.
Par exemple, si yo € V et u € L?(Q), alors la solution est forte dans le sens que
y € L®(I; V) N LA(I; HA(Q)), % € L*(I; H) et

{ (249, 6) + v (Vy(t), V) +b (1), y(1). 8) = (u(t), 0). 18

y(0) = yo

pour tout ¢ € V' et pour presque tout ¢t € I. Ce type de résultat est particulierement in-
téressant pour I'analyse des conditions suffisantes d’optimalité ainsi que pour I'analyse
numérique des EDP intervenant dans le probleme de contréle (i.e. équation d’état et
équation adjointe).

Théoréme 2.3.2. Soient yo € V et u € L*(Q). Alors le probléme (2.18) admet une
solution forte unique.
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Preuve. Nous considérons la base des valeurs propres définie dans la preuve du Théo-
reme 2.3.1. Le probleme approché est défini par

Chercher y,, (¢ ng Jw; solution, pour 1 < j <m, de
=1
By (®) (2.19)
(252, 0;) + v (Tym(8), Feoy) + b (i (1), Y (1), 05) = (u(t), )
\ ym(o) = Yom
ou yom = Pnyo, P étant dans ce cas I'opérateur de projection orthogonale de V

sur V;,. On a alors que (yom),, converge vers yo dans V et que [|yomll ;1 < |voll -
Lexistence d’une solution approchée, ainsi que les estimations correspondantes dans
L>(I; H) N L*(I; V), est obtenue comme précédemment. Le reste de la preuve est
divisé en trois étapes.

Etape 1. Estimation dans L>°(I; V) N L*(I; H*()). Observons que

<8ym )‘ w]) Z gzm wl? )‘jwj Z gzm vwl? ij) (datvym (t)v ij) :

De maniere similaire, on a
(Vym(t), AjVw;) = = (Aym(t), Ajw;) = (Aym(t), Ajw;) = (Aym(t), Aw;) .
Multipliant (2.19) par A;, on obtient
(5 Vym (), V) + v (Aym(t), Awj) + b (ym (1), Y (1), Aw;) = (u(t), Aw))
et donc, en multipliant par g;.,(t) et en sommant, il vient que
(5 VY (), Vym (D) + v [Aym ()15 + b Y (), ym (1) Ay (£)) = (u(t), Aym (D)) -
Autrement dit
& (IIVym(t)llﬁ) +20 Ay ()5 = 2 (u(t), Aym (1) = 26 (Y (t), Y (t), Aym (1)) - (2.20)
Utilisant I'inégalité de Young, on obtient
12 (u(t), Aym () | < 2lu(®)]l2|Aym(@®)]l2 < 5l Aym @3 + 2lu®)]3. (2.21)
De maniére similaire, en prenant en compte (2.5), on a
| =2b(ym (£), Ym (), Aym ()] < 2 lym ()|l 4 [Vym )] 4 [[Aym (@)l
< C lym @13 I95m (O I (8) 2 [ Ain(6)

1 3
= ClymD)|2 IVYm ()] | Aym (t)]|3
< L Aym @O + S llym @3 [ Vym (®)]l5 - (2.22)
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Combinant (2.20)-(2.22), on obtient alors
ANV ®13 + vl Ay O3 < 2 [u@)l3 + S lym @13 1V @)l3 - (2.23)
Linégalité de Gronwall implique

t t
IVym @)z <exo (S [ ym(S)I3 1Vym()5ds ) (IVym O3+ [ 2 llu(s)]3 ds
0 0

< exp (C JATCL: HVym(s)n%ds) (19 5moll3 + 2 1ull30)

2 2 2 2
< exp (G lyml2 o) 19ml3) (ol + 2 ull3g)

et donc

g,Q) (Hyo\lfm +2 HUHS,Q). (2.24)

Gréace aux estimations (2.12) et (2.13), nous déduisons que (y,,)n est uniformément
bornée dans L>°(I; V). De maniére similaire, intégrant (2.23) entre 0 et 7" donne

2
19yl e 1.2) < 5D (S Nym 3w 1,22 [ V00

2 2
IVym(T) I3 + v | Aymll2,q
< NVymO)Z+ 2 |ul?, + & 2V 2d
< [Vym(0)lz + 3 lullzq + 3 IHym(s)HQH ym(s)lly ds
2 2 C 2 2
<llyoll + 2 lullzq + 35 lymllzeo 1,22) 1VUmll2,q IVYmlI oo (1:12) -
Prenant en compte I'estimation énoncée dans le Lemme 2.2.4, nous déduisons que

2
v ||ym||L2(I;H2)

2 2 2
< C (ol + & ull3. + 3 Nyl 2w r522) I V30m

5o IVumliis) - (2:25)
Les estimations (2.12), (2.13), combinés a (2.24), montrent que la suite (y,, ) est uni-
formément bornée dans L>(I; V) N L?(I; H*(Q)).

Etape 2. Estimation de %’—;" dans L?(I; H). Multipliant (2.8) par ¢/, et sommant, on
obtient

e
2

5 ((®) = vAYm (), 252) = b (yn(®), ymn(8), 252

< (lw@®)lly + v [ AYm &) o + |Ym O | VYm ()]],4) Haygt(ﬂ H2

<C (Hu(t)HQ + [y () || 2 + IIym(t)II?p) HayT(t)‘L

et donc
|22 < (lu@lly + v lgn(® Lz + lym 1z -
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Intégrant entre 0 et 7', il vient que

6y7n
ot

vo < O (lllog + 1l 2grie) + lmlFocries ) - (2.26)

Par conséquent, la suite (%’—;") et uniformément bornée dans L?(I; H).
m

Etape 3. Passage a la limite. En prenant en compte les estimations précédentes, et
grace a des arguments identiques a ceux utilisés dans la preuve du Théoréme 2.3.1,
on établit I'existence d’une solution faible unique y satisfaisant

y € L®(L V)N LA (L HA(Q), % e L¥(I;H).

Autrement dit, y est une solution forte de I'équation d’état. O

2.3.2 Estimations lipschitziennes

Nous allons établir des estimations relatives a la continuité lipschitzienne de I'état par
rapport au controle.

Soient uy,us € L?(Q) et soient y; et ys les solutions respectives de (2.1).

Proposition 2.3.3. Soient ui,us € L?*(Q) et soient y1, y» les solutions faibles respec-
tives. Alors I'estimation suivante est satisfaite

ly1 = w2l poo iy + v = w2ll L2y < L (lwolly + lluzlly) llur — wallyq
ou L : R™ — R™ est une fonction croissante dépendant seulement de ), T et v.

Preuve. Soient y = y; — yo and u = u; — us. Alors y est solution de

Y —vAy+ (- V)y+ @y V)ga+ Vp=u —uy dans Q,
Vey=0 dans Q,
’ @ (2.27)
y=0 sur ¥,
y(0) =0 dans Q.

Autrement dit, y satisfait la formulation variationnelle

(242, 0) +v (Vy(t), Vo) = (u(t). &) = b (51 (6),11(8),6) + b (32(1), 92(0), 9)
= (u(8),6) — b (y(1), 32(6), ) — b (11(1), y (1), &)
= (u(8),6) — b (y(1), 32(6), ) + b (31(1), 6, y(1))

pour tout ¢ € V et presque tout ¢t € I. Choisissant ¢ = y(t) et prenant en compte le
lemme 1.3.2, on obtient

Ay 15+ 20 [Vy Ol = 2 (u(t), y(£) — 26 (y (1), y2(8), y (1)) - (2.28)

¢
¢
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Les inégalités de Cauchy-Schwarz, Poincaré et Young impliquent que

2(u(®),y()] < 2[u(®)ll2]ly(®)ll2
< Cllu®)ll2[[Vy(£) ]2

< S ly@)l3 + S llu(®)]-
De méme, grace a (2.5) et a I'inégalité de Young, il vient que
126(y (1), y2(t), y(0)] - < 2[ly@)I[3 [ Vy2(D)]l
3

< 22 [ly(@)lo IVy2@) [l [Vy (@)l

< 5IVy@)I5 + Sly@I51Vy(2)]3.
Ces estimations, avec (2.28), donnent

Sly@I5+v Vel < < lu@)lls+ S ly@15 V()] -

Utilisant alors I'inégalité de Gronwall, on obtient

ol <o ([ Sivmeizas) (o + [ 6 o)

<exp (S 1Vilig) € lulq
et donc
2 2
197w < S exp (S V32l lul o (2.29)
Finalement, en intégrant (2.29) entre 0 et T', on obtient
ly (D)5 +v [ Vylsq < i’/]\y(wlli IVg2(0)ll3 dt + $ llull3q

Syl g2y 1V32ll5.0 + & llullzg (2.30)
Lestimation suit en prenant en compte (2.12), (2.29) et (2.30). a

IN

Soient u,w € L*(Q). Pour 0 < p < 1, soit u, = u + pw une perturbation de Lagrange
et soient y, et y, les solutions faibles de (2.1) correspondant a u et u,,, respectivement.

— Y= Yu
Posons z, = 2.

Afin d’obtenir des conditions nécessaires d’optimalité, on commence généralement par
établir (si possible) des estimations lipschitziennes similaires a celles obtenues dans la
section précedente, et ce afin d’estimer uniformément la suite (z,) , dans un cadre fonc-
tionnel adéquat et prouver que la limite correspondante z est la solution d’une équa-
tion linéarisée associé (la différentiabilité au sens de Gateaux de I'application qui au
contréle associe I'état est étroitement liée a la solvabilité de ce systeme). On introduit
alors I'équation adjointe dont la solution v est liée a z via une formule de Green et on
établit les conditions d’optimalité.

Suivant cette logique dans ce qui suit, nous commencerons par étudier la solvabilité de
I'équation linéarisée correspondante. Nous analyserons ensuite la differentiabilité de
u — y,. Suivra I'étude de I'équation adjointe et la preuve des conditions d’optimalité.
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2.4 Equation linéarisée

Soient y € L2(I; H) N L?(I; V) et w € L?(Q) et considérons I'équation linéaire suivante

% _yAz+z-Vy+y-Vz+Vp=w dansQ,

V-z=0 dans Q,

(2.31)
z=0 sur X,
2(0)=0 dans €.

Définition 2.4.1. La fonction = € W (I) est solution faible de (2.31) si

& (2(1),¢) + v(Vz(t), Vo) + b(=(1), y(t), 9) + by(t), 2(t), ¢) = (w(t),¢) (2.32)
est satisfait presque partout dans I et pour tout ¢ € V.

Proposition 2.4.2. Soientw € L?(Q) ety € W (I). Alors le probléme (2.31) admet une
solution faible unique.

Preuve. Nous considérons la base des valeurs propres définie dans la preuve du Théo-
reme 2.3.1. Le probleme approché est défini par

( m
Chercher 2y, (t) = > _ gim(t)w; solution, pour 1 < j < m, de
i=1

(825;“),%-) + 1 (Vam(t), Vi) = b (zm(t),wj, y(t)) + b (y(1), 2 (), w5) = (w(t),w;)

zm(0) = 0.

(2.33)
Pourtoutj=1,---,m

m

D (@i w)gim () +v D> (Vwi, Vo) gim(t) + Y blwi, y(t),w;)gim (1)

i=1 =1 =1
+ Z b(y(t), wi,w;)gim(t) = (w(t),w;)
i=1

ce qui donne le systéeme linéaire a coefficients non constants suivant
{ Mgl (1) + (N + C(y(t))) gm(t) = H(t)
gm(0) =0
ou les matrices M et N sont données par (2.9) et (2.10) et ou

(C(y))m = b(wia yMj) + b(y?wiij) 1 < Z?] < m,

Hj(t) = (w(t),w;) 1<j<m.
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Comme la matrice M est inversible, le systeme précédent est réduit a

{ In(8) + MTH(N + C(y(1) gm(t) = MTLH(t)

) —0 (2.34)

Le probleme (2.34) est un systeme différentiel linéaire a coefficients continus dans L
admet donc une solution définie de maniére unique sur I.

Le reste de la preuve sera divisé en deux parties.

Etape 1. Estimation a priori dans L°°(I; H) N L*(I; V). Multipliant (2.33) par g;., et
sommant, nous obtenons

54 (1m®I3) + v IV 013 = (@), 2(0) + b (i (0), 20 (8),9(8)) = b (5(0), 2m(8), 2 (1))

Grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz, de Poincaré et de Young on a

2(w(t), zm ()] < 2[lw(t)[[2]2m ()]]2
< Cllw(®)l2lIVzm ©)]]2
< Cllwt)|3 + 5 Vam(t)]3-

De méme, en tenant compte de (2.5), on obtient

1260z (1), y (1), 2 (1) < 2z (D13 Vy(8) ]2
< 23|20 () |2 VY () 2] V2 (1) |2
< 41V + Slzm ) 1317y ()13

Par conséquent, on a
Fllzm O3+ vIIVan @13 < Slw@)3 + Sllzn @31y @13 (2.35)

Appliguant alors l'inégalité de Gronwall, on a

Jan®13 <o | t€||w<s>||%ds) (118 + | tfnw(s)n%ds)

0

= (& [ 1vueas) (& [ Tt as)

2| Foe 1,2) < S exp (S VY

et donc

50) lwlq-
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D’un autre c6té, en intégrant (2.35) entre 0 et 7" on obtient
2 T 2 2 C T 2 C T 2 2
I+ [ 1950015 < 2O+ S [ o+ S [ lza@BITul3a

T T
=& [ oo+ S [z BIva) B
ce qui donne
VIVaml3g < Sllwll g + Sllzmll? IVyll3
ml2,Q = 3 2,Q ) m L°°(I;L2) Yy 2,Q"
La suite (z,,)., est alors uniformément bornée dans L?(I;V).

Etape 2. Passage a la limite et unicité. Les arguments sont exactement ceux utilisés
dans la démonstration du Théoreme 2.3.1. La seule différence notable concerne la
convergence du terme convectif mais peut-étre facilement gérée. a

2.5 Dérivabilité de I’état par rapport au controle

Pour u,w dans L*(Q) et p €]0,1[ soit u, = u + pw. Soit y, la solution unique de (2.1)
correspondant a u et soit y,, la solution unique de (2.1) correspondant a u,. Dans le
reste de la section, et afin de simplifier la notation, nous utiliserons y, au lieu de y,,,.

Posons z, = %. Substituant dans la formulation faible correspondante, il vient que

& (2p(1),0) + v (V2p(t), VO) +b (2p(1), yu(t), 6) + b (y,(t), (1), ¢) = (w(t). ¢) (2.36)
pourtout ¢ € V.

Proposition 2.5.1. Soient u,w dans L*(Q). Alors I'estimation suivante est satisfaite

Vol ooy + W2l 2y < I (olly + lullzg) leolls
ou L est la fonction définie dans la proposition 2.3.3.
Preuve. C’est une conséquence directe de la proposition 2.3.3. O

Proposition 2.5.2. Soientu,w dans L*(Q) et soit z la solution de (2.31) correspondant
ay = vy, etw. Alors l'estimation suivante est satisfaite

120 = 2l poo (1,11 + 120 = 2ll 210y < O,
ou C dépend uniquement de 2, v, T, ||yoll5, ||u|l, et ||w||,-
Preuve. Considérant (2.36) et (2.32), on peut facilement voir que x, = z, — z satisfait
i 06(8),0) + v (VXp(1), V) + b (yu(t), X, (1) )

= p(w(t), ) = b(Xp(t), yu(t); ) = b (yp(t) = yu(t), 25(t), ¢) Vo e V.
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Prenant ¢ = x,(t), il vient que
& o5 +2v [V (1)l
= 2p (w(t), Xp(t)) = 2b (X (1), (), Xp()) = 26 (yp(t) — wult), 2o(1), Xxp(1)) . (2.37)

Des arguments similaires a ceux des sections précédentes montrent que

20| (w(t), x,(0)] < 2p Jw(®)ll3 Ixo (Dl < Cp lw®) 5 VX (®)
<51Vl + S llw(d)l3 (2.38)

De méme, on a

126 (6 (), yu () Xp ()] < 2[1xp ()15 [ Vyu ()15

<
< Clxe@lly IVl [Vyu )l
<51V + § ol V@) (2.39)

et

12 (4 () = yu(t), (), X (t))]

=26 (y(t) = yu(t), Xp(t), 2p(1))]
2 Hyp(t) - Z/u(t)H4 HVXp(t)HQ Hz’p(t)H4

<

< K IVX M5+ 19t = gu®) 13 1201113

S % 19p() = yu(O)llo IV (Y1) = yu(®)lly 120 (D) |5 [V 2o (D) |,
+ 5 IVx@)l3 - (2.40)

Combinant (2.37)-(2.40), il vient que
d e @)l5 + v [Vx0l3 < § Fo) + IOz V5@ (2.41)
ou
Fp(t) = p* [w(®)llz + 19p(t) = 5Ol IV (1) = gu(@))ll5 205 IV 26D, -

Utilisant le lemme de Gronwall, on obtient

IO < exp ( /O t Snwu(s)ngds) (rxpm)”; e /0 e ds)

et donc
e Ol 1) < G exp (S1VmlE Q) | Fofo) .

De méme, intégrant (2.41) entre 0 et 7', on obtient

2 2
VHVXPH%,Q < % Fp(s) ds + % ||Xp||Loo I-L2 HVZ/UHZ,Q .
; (I;L?)
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Pour conclure, nous avons besoin d’estimer la norme de F, dans L'(). On a

/IFp(S) ds = p?|wlzq +/I(||yp(t) = 5uOl5 IV @) = a5 12,05 V20 (1)) dt
<p’ Hng,Q + llyp — yuHLoo(];H) IV (yp — yu)”Q’Q HZ/JHLoo(I;H) ||Vzp||2,Q~

Gréace a la proposition 2.3.3, on a

2
195 = 9ull o asony 19 W = 9l < (L (lolla + lwlls) iy — wll )
2 2
= (L (ol + l1ello)? 72 w3 g

De méme, grace a la proposition 2.5.1, on a
IV (Wp = )l 20l ooy 1V 20l < (E (190l + [[ull)? [l g -
Combinant ces estimations, nous déduisons que
ﬂ&@ws@w%+wwmuumew%ﬁ%

Ce qui termine la preuve. O

2.6 Equation adjointe

Soit u € L?(Q) et soit y, la solution faible de I'équation d’état correspondante. Afin
d’établir les conditions d’optimalité, nous avons besoin d’analyser le systéme suivant

—% A+ (V)T — (V)Y +Vp=f dansQ,

V- =0 dans @,

v Q (2.42)
P =0 sur X,
Y(T)=0 dans ©,

ol f est une fonction donnée dans L?(Q).

Définition 2.6.1. Une fonction y € W (I) est une solution faible de (2.42) si

{ — & @W@(t),0) + v (V(t), Vo) + b (6, yu(t), ¥ (1) + b (yu(t), ¢,9(1)) = (f(t), d)
Y(T) =0

(2.43)
est satisfait presque partout dans I et pour toutp € V.

Lutilisation d’'un changement de variable approprié nous permet de nous ramener a
un probléme avec condition initiale équivalent. Lexistence d’une solution faible pour
ce nouveau probleme est alors prouvée en utilisant une méthode de Faedo-Galerkin
classique.
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Proposition 2.6.2. Soit u, f € L?*(Q) et soit y, la solution faible de I'équation d’état
correspondante a u. Alors le probleme (2.42) admet une solution faible unique ) €
W(I).

Preuve. Observons en premier lieu que v est la solution du probléme avec condition
terminale si, et seulement si, la fonction = définie par z(¢) = (T — t) est la solution du
probléme avec condition initiale suivant

—VAz4+ (Viy) 2= (u-V)2+Vp=f dansQ,

V-z=0 dans @,

(2.44)
z=0 sur X,
2(0)=0 dans Q,

ou yju( ) = yu(T - t)! ]5( )

= p(T —t) et f(t) = f(T — t). De maniére analogue, nous
dirons qu’une fonction z € W (I

) est une solution faible de (2.44) si
{ 4 (2(t), 0) + v (V2(1), V) + b (6,§ult), 2(8)) + b (Gu(t), 6, 2(1)) = (F(1).9)
2(0) =0

est satisfait presque partout dans I et pour tout ¢ € V. Dans le reste de la preuve,
nous nous intéresserons a la solvabilité de ce nouveau probleme. Considérant une fois
encore la base des valeurs propres définie dans la preuve du Théoréme 2.3.1, nous
définissons le probléme approché correspondant comme suit

m
Chercher z,,(t) = > _ gim(t)w; solution, pour 1 < j < m, de
i=1

(252, 5) + v (T2m(t), Veoy) + b (@ Bult). 2a(8)) + b @ult), 07, 2 (1)) = (F(2).005)

zm(0) = 0.

Pourtoutj =1,--- ,m
D @i i) gim(t) A+ D (Vwi, Vey)gim(t) + D b(wss Gult), wi)gim (1)
=1 =1 i=1

+Zb Ju(t),wi, wi)gim(t) = (F(t),w;)

ce qui donne le systéme linéaire a coefficients non constants suivant

{ Mg, (t) + (N + D(ju(t))) gm(t) = G(2),
gm(o) =0,
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ou les matrices M et N sont données par (2.9) et (2.10) et ou
(D(y));; = bwj,y,wi) + b(y,wj,wi)  1<4,j <m,
G(t) = (F(),w) 1<j<m
Comme la matrice M est inversible, le systéme précédent est réduit a
{ I () + M~ (N + D(§u(t))) gm(t) = M~'G(2) (2.45)
gm(0) = 0.

Le probleme (2.45) est un systeme différentiel linéaire a coefficients continus dans L
admet donc une solution définie de maniere unique sur 1.

Multipliant par g;,, et sommant, nous obtenons
34 (Izm®13) + v IV2m@15 = (70 2m(®)) = b (), 5u(t), 20 (1)
—=b (Gu(t), 2m(t), 2m (1))
= (1) 2m(®)) = b (zin (1), Gult), (1))
Le reste de la preuve suit les mémes lignes que celles utilisées dans la preuve de la
proposition 2.4.2 et sera omis. O
2.7 Conditions nécessaires d’optimalité

Le résultat principal de ce chapitre sera énoncé et démontré dans cette section.

Théoreme 2.7.1. Soit u € L?(Q) un contréle optimal et soit i I'état correspondant. Il
existe 1 € W (I), solution faible du probleme suivant

—% A+ (V) P — (G- V)P +Vp=g—ys dansq,

M aans G, (2.46)
=0 sur,
P(T) =0 dans Q,
tel que
/O ' (¥ +Ma,v—1a)dt >0  pourtoutv € Uyg. (2.47)

Preuve. Pour p €]0,1[ et v € Uyq, SOit u, = i+ p (v — ) € Usd, Yp = Yu, €t 2, = y”p_y. Il
est clair que (u,,y,) est admissible et donc, par définition, on a

lim Al HED >0 Yy € Uy, (2.48)

p—0F
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De l'autre cété, arguant comme dans le premier chapitre, nous obtenons que

Lo 20D [ (0, 5(0) — wa®) de+7 [ (000) (o), a(0) e
I I (2.49)
+5 lz0ll3. + & v —allzq -
Gréace a la proposition 2.5.1, nous savons que la suite (z,), est bornée dans L*(Q).

D’autre part, grace a la proposition 2.5.2, elle converge fortement dans L?(Q) vers z,,
la solution de I'équation linéarisée suivante

—vAz+4+2-Vy+45-Vz+Vp=v—1a dans @,

V-z=0 dans @,
z=0 sur X,
z2(0)=0 dans Q.

Prenant alors en compte (2.48) et passant a la limite dans (2.49), nous obtenons

/( o(), 9(t) — yalt dt+A/ (t)dt >0 Yo € Uy (2.50)

Considérons maintenant I'équation adjointe (2.46). D’apres la proposition 2.6.2, ce pro-
bléme admet une solution faible unique ¢ € W (I). Posant ¢ = v (t) dans la formulation
variationnelle correspondant a z,,, on obtient

& (20(0),0(1)) + v (VZ(1), V(1)) + b (2(1), 5(1), (1)) +b (5(1), 2o(t), 9 (1))

= (v(t) —a(t), ¥(t)) -
Choisissant alors ¢ = z,(t) dans la formulation variationnelle correspondant a +, on
obtient

& (), 2(1)) + v (VY (1), VZ, (1)) + b (2(1), 5(1), (1)) + b (5(1), 2(2), 9 (1))
= (5(t) — ya(t), 2 (1)) -

Combinant les deux identités, nous déduisons que
24 (20(1), (1)) — (v(t) — a(t), ¥ (1)) — ((t) — ya(t), z0(t)) = 0.
Intégrant entre 0 et T et prenant en compte le fait que 1/(7) = 0 et z,(0) = 0, on obtient
[ 00 =ty 20t = [ (vt0) = a(e) 010)) at
I 1

et grace a (2.50), nous obtenons finalement

/ (D(t) + Ma(t),v(t) —a(t))dt >0 Vv € Uyg.

I

Ceci termine la preuve. O
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