Les espaces de Lebesgue ILP

Introduction

Nous allons définir une échelle d’espaces de Lebesgue qui jouent un role
important en analyse fonctionnelle, en théorie des équations aux dérivées
partielles et en probabilité. Tous les espaces mesurés considérés ici seront
des espace mesurés complets.

1 L’espace de Lebesgue des fonctions intégrables

1.1 L’espace L'(X;7;u)

Soit (X,7,u) espace mesuré complet. D’apres les résultats précédents,
si f,g : X — R sont deux fonctions pu—intégrables sur X et si f =
gu—p.p. sur X, on a [y fdu = [y gdp. Comme on I'a vu, la mesure u
étant complete, on peut modifier arbitrairement une fonction mesurable
sur un ensemble négligeable sans changer sa mesurabilité, ni son intégrale
lorsqu’elle est p—intégrable. Cela nous permet de travailler avec des fonc-
tions 7 —mesurables définies p—presque partout sur X. En effet, il arrive sou-
vent que les fonctions mesurables que ’on obtient par diverses constructions
ne soient définies que pu—presque partout sur X. On pourra alors étendre f
par la valeur 0 sur son ensemble d’indetermination de f.

On peut également définir les notions de mesurabilité et d’intégrabilité pour
les fonctions a valeurs complexes, en considérant les parties réelles et imag-
inaires. D’une fagon plus précise, une fonction f : X — C est dite
T —mesurable (resp. p—intégrable) sur X si les fonctions a valeurs réelles
Rf et Sf sont 7 —mesurables (resp. p—intégrables) sur X. Dans ce cas on



définit I'intégrale de f comme le nombre complexe

/deu:/XERfdp—lri/X%fdu.

On montre facilement que f : X — C est y—intégrable sur X si et seule-
ment si |f| =/ (Rf)% + (Sf)? est u—intégrable sur X et l'on a

[ taul< [ 1fla

On note L} (X; T; p) Pensemble des fonctions définies u—p.p. et u—intégrables
sur X a valeurs dans K. On souhaiterait définir une structure d’espace vec-
toriel sur l'espace £L(X,7,p). Malheureusement I’addition n’est pas bien
définie en raison des ensembles d’indéterminations qui dépendent des fonc-
tions considérés. C’est une des raisons pour lesquelles, on considere ’espace
obtenu en identifiant toutes les fonctions définies presque partout et égale
u—p.p. sur X.

Definition 1.1 On considére la relation suivante sur Uespace L (X;T; p):

frug<—=f=gu—pp sur X.

11 est facile de vérifier qu’il s’agit d’une relation d’équivalence sur I’ensemble
E]%((X ; T ). L’espace qui nous intéresse est ’ensemble des classes déquivalence
que 'on notera

Lic(X;T; ) i= L (X5 T35 1)/ ~p -

Cet ensemble quotient est appelé I’espace de Lebesgue des (classes de) fonc-
tions p—intégrables sur X. Un élément F € LL(X;7;u) est une classe
d’équivalence de fonctions py—intégrables et coincidant u—p.p. sur X. Chaque
classe F' admet un représentant f défini et p—intégrable sur X et on note
F=|[f]= f. On définit alors I'intégrale de la classe F € L (X;7T;p) par

(1.1.1) /Xde,:/deu

La formule (1.1.1) définit sans ambiguité un nombre réel ou complexe,
puisque le second membre de (1.1.1) ne dépend que de la classe F' et non
du représentant f € ]L}((X , 7, 1) choisi dans la classe F'. Nous allons voir
que sur Pespace LL-(X, 7, u) on peut toujours définir I'addition. En effet
soit f : X — est une fonction p—intégrable sur X, on peut lui associer
une fonction définie sur X valeurs réelles en posant f(z) = f(z) si f(x) est
bien défini et f(z) = 0 sinon. Il est clair que f est mesurable sur X et ne
prend que des valeurs réelles. De plus on a f = f u—p.p. sur X et donc f

est p—intégrable sur X de sorte que[f] = [f].



On définit alors la somme de deux (classes de) fonctions [f], [g] € L' (X, T, )
en posant

/] +Lg] = [f +3l.

Par définition f+§ est bien définie sur X etona f = f p—p.p. sur X et g =g
u—p.p. sur X.Montrons que cette définition ne dépend pas des représentants
choisis. En effet si f; € [F] et g1 € [g] on a également f; = f; = f u—p.p.
sur Xet g1 = g1 = g p—p.p. sur X. Par suite fl +g1 = f+§ pu—p.p. sur X
ce qui prouve que [f + §] = [f1 + §1].

Proposition 1.2 L’espace L' (X, T, u; K) est un espace vectoriel sur R si
K =R (resp. sur C si K = C) et Uintégrale F = [f] — [y fdu est une
forme linéaire sur LY(X, T, u; K). De plus en posant

17l = /X Fldy

pour f =[f] € L:(X, T, p), on définit une K—norme sur Lk (X, T, p).

Dans la suite on identifera souvent une classe f € ]L]k(X ,7,p) & l'un de
ses représentants f qui est une fonctions bien définie partout sur X et
p—intégrable sur X.

Theorem 1.3 L’espace vectoriel LY. (X, T, p) muni de la norme ||.|| est un
K—espace de Banach.

Démonstration: Soit (Fj)neny une suite de Cauchy dans l’espace normé
IL]%(X ,T,p). En désignant pour chaque n € N par f, un représentant de
la classe F}, bien défini sur X a valeurs dans K—, on peut trouver une suite
strictement croissante d’entiers (py) telle que

(1.1.2) | fn— fmlll <275 L Vk € N,¥n > m > py.

On définit une suite de fonctions intégrables g; en posant go := fp,, ..., gk :=
Joier — Jp, POUr k > 0. D’apres I'inégalité (3.4.1), en posant g := Zj:og lg;| et
en appliquant le théoréeme de la convergence monotone, on obtient I'inégalité

suivante:
“+o0o
/ gdp = Z/ |gjldp < 1.
X pan il

Il en résulte que la fonction g est u—intégrable sur X et que la série de
fonctions Z;r:og g; converge pu—p.p. sur X vers une fonction p—intégrable
f € LA(X,T,u). Comme f, = (Zf:o gi) pour tout k, il en résulte que
la suite fp,, p—presque partout vers f sur X et que |fp,| < g pour tout
k € N. D’apres le théoréeme de la convergence dominée, il en résulte que la
suite (fp,) converge vers f dans Li (X, 7, u). Ainsi la suite (F},),>0 est une
suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente dans I’espace normé



L (X, T, u). Il en résulte facilement que la suite elle-méme est convergente.

>

On dit qu'une suite (fy)n>0 de fonctions p—intégrables sur X converge en

moyenne vers une fonction py—intégrable f sur X si limy, o0 || fn — fl[1 =0

i.e. la suite (f)n>0 converge vers f dans I'espace normé LL(X, T, p).
Comme corollaire de la preuve précédente, on obtient le résultat suivant.

Proposition 1.4 Si (f,)n>0 est une suite de fonctions p—intégrables sur
X qui converge en moyenne, alors (fn)n admet une sous-suite qui converge
pu—p.p. sur X.

2 Définition des espaces L

Soit p > 0 un nombre réel. Si f: X — R ou C) une fonction mesurable on
pose

(203) £l = ([ \rean) "

En général || f||, < +oo. On notera L5 (X, T, p) I'espace des fonctions mesurables
f: X — K telles que || f||, < 400, i.e. |f|P est p—intégrable sur X.
Pour une fonction mesurable f : X — K, on définit la borne essentielle de
f comme la borne inférieure y —supessy| f| des nombres réels a > 0 tels que
|f| < a, p—p.p. sur X, ¢’il existe au moins un tel « et p—supessy|f| = +oo
sinon.

On définit ensuite L& (X, T, 1) comme I'espace des fonctions mesurables
et essentiellement bornées sur X i.e. u — supessy|f| < 400, ce qui signifie
qu’il existe un ensemble N C X p—négligeable tel que f soit bornée sur
X\ N. Pour f e LF(X,T,p), on pose

(2.0.4) [flloo == p — supess x| f].

Alorssi f € L (X, T, p), pour tout € > 0, il existe un ensemble p—négligeable
E C X tel que |f| < ||f]lc + € sur X C E. On en déduit que |f] < [|f|loo
u—p.p. sur X.
Observons que si fLE (X, T, p), || f|lp = 0ssi f = Op—p.p. sur X.

Pour obtenir des espaces normés, on considere les espaces quotients

LY (X, T,p) =LY (X, T, 1)/ ~p,

ou ~,, est la relation d’équivalence définie par légalité sur sur X modulo un
ensemble p—négligeable. Il est alors clair que si F' = [f] € LKP(X, 7, 1)(0 <
p < 00), le nombre réel || f||, défini par la formule (2.0.3) lorsque 0 < p < 0o
et par (2.0.4) est indépendant du représentant f de F choisi et définit donc
un nombre réel que 'on notera ||F|,.

Commencons par démontrer que ce sont des K—espaces vectoriels.



Proposition 2.1 Pour tout exposant 0 < p < o0, IL%(X, T,p) est un
K—espace vectoriel.

Démonstration: Il est clair que ces espaces sont stables par multiplication
par un scalaire. Il reste a montrer qu’ils sont stables par I'addition. Si
p=ocetsif,ge LP(X,T,un) sont des représentants a valeurs finies, on a
Il < Iflloo p—p-p. sur X et |g] < ||g|loc #—p.p. sur X. Il en résulte que
f+ g est mesurable et |f+g| <|f|+]9] < || flloo + |9]|cc t—P-p- sur X. Par
suite f + g € LE(X, T, p) et [|f +gll < [[flloc + |9l

Supposons que 0 < p < 1, alors par concavité de la fonction ¢ — P sur
[0, 400 on a l'inégalité (a + b)? < aP + b pour a,b € RT. Par suite si
f,9 € LY (X, T,p) sont des représentants & valeurs finies, on a |f + g[P <
(1] + 9> < |fIP + |gi? sur X, ce qui prouve que f +g € LL(X, T, ).
Supposons maintenant que 1 < poo. Alors la convexité de la fonction ¢ —— tP
sur R™ implique I'inégalité

(a+b)P < 27 1(aP + b°),Ya,b € RT.

I en résulte que |f + gIP < (If] + |g])? < 22-L(|fP + |gl?) sur X, ce qui
prouve que f +g € LE(X,T,pn). »
Le résultat suivant constitue une motivation pour les notations précédents.

Proposition 2.2 Supposons que pu(X) < 400, alors si 0 < p1 < p2 < 400,
on a
LE(X,T,p) CLE(X,T,pu) C LE(X, T, ).

De plus, pour tout f € Lg2(X, T, ), on a
1Flloo = Lim Jfllp.

Démonstration: Soit X1 :={zx € X : |[f(x)| <1} et Xo:={z € X : |f(x)] >

1}. Alors on a
[uraw = [ ispdas [ ian
X X1 X2

< puX)+ /X Py

< u(X)Jr/lelmdu

ce qui prouve la premiere inclusion. La seconde inclusion est évidente

puisque si M := ||fllcc < 400, on a |f| < M,u—p.p. sur X et donc
£llp < Mu(X)!? < 4.

Per ailleurs si f € L(X,T,pu) et M := |[f|loc, on a d’apres l'inégalité
précédente

limsup [f, < M = || f]|c-
p—-too



D’autre part si M’ < M, lensemble A := {z € X;|f(x)] > M’} est de
mesure positive non nulle et pour tout 0 < p < 400, on a

1£1lp > M (AP
ce qui a la limte prouve que
lim inf > M.
lim inf || f[|, >
Comme M’ < M est arbitraire on obtient 1'inégalité
lim inf > M
im inf | /], >

et le résultat voulu est démontré. »

Observons que 'hypothéese de finitude de la masse totale est essentielle: en

effet si X = [1, 400 muni de la mesure de Lebesgue \, on z — z~1/P1 ¢

L (X, 7T, ) pour 0 < p; < pa < 400 mais n’appartient pas a LE (X, T, A);

de méme qu’une constante non nulle appartient & L°°(X, 7, u; K) mais n’appartient
pas & L (X, 7, X)) pour tout 0 < p < 4o0.

3 Inégalités de convexité

3.1 Inégalité de Jensen

Rappelons que si x : I — R est une fonction convexe sur un intervalle
I C R, alors pour tout ¢ty € R, il existe a € R tel que pour tout t € I,

X(t) = x(to) + a(t — to)

Theorem 3.1 (Inégalité de Jensen). Soit (X,T,u) un espace probabilisé
ie. w(X)=1c¢etf: X — R une fonction T—mesurable positive sur
X. Soit x : I — R une fonction convexe sur un intervalle I C R tel que
f(X)CI. Alors [y fdueI etlona

X /X fdu) < /X x(F)dp.

Démonstration: D’apres 'inégalité de convexité ci-dessus, on a

/ ()i > x(to) + a / fdp— to).
X X

Comme pu(X) = 1, linégalité a < f < b sur X, ou a,b € R, implique
a < [y fdp < b. Ce qui prouve que si f(X) C I alors [y fdu € I. On
peut donc choisir tg := f fdu dans I'inégalité de convexité. Ce qui implique
immédiatement 'inégalité de Jensen.p»



3.2 Inégalité de Holder

Pour tout exposant réel 1 < p < +o0o on appelle exposant conjugué de p
lexposant réel ¢ tel que 1/p+1/q = 11ie. ¢ =p/(p—1). Observons que
g=ocosip=1letqueq=2sip=2.

Theorem 3.2 (Inégalité de Hélder). Soient f,g : X — R (ou C) des
fonctions mesurables , alors on a

(3.2.1) /X faln < /X )" ( /X jol7d) " si1 < p < +oo,
(3.2.2) /X Foldu < (supessxla]) /X fldp

En particulier si f,g € LE(X,T,p)(1 < p < 400), alors fg € Li (X, T, )
et l'on a

(3.2.3) 1fglle < 1 fllpllglle-
De plus si 1 < p < 400, on a égalité dans (3.2.3) ssi il existe o, 3 € RT tels
que alf[P = Blg|? p—p.p. sur X.

Démonstration: La derniere inégalité correspondant au cas ou p = 1 est
évidente. Supposons maintenant que 1 < p < 400. Alors 1 < ¢ < 400 et on
a I'inégalité élémentaire suivante

X'
(3.2.4) a-bg%Jr?\m,beRf

dans laquelle il y a égalité est ssi aP = b?. Cette inégalité, connu sous le nom
d’Inégalité de Young, equivaut a la relation suivante

sup{tb — t* /p;t € RT} = b?/q.

Il est facile de voir que la fonction t — tb — P /p atteint son maximum
strict sur RT au point tmax = bY@~ et que ce maximum est égal & b /q.
On obtient alors I'inégalité (3.2.4) qui est une égalité ssi a? = b.

Pour en déduire (3.2.3), on suppose d’abord que ||f|, = |lgll, = 1.
D’apres 'inégalité (3.2.4) on a

LfIP 1gl?
|fg| < =— + =, u—p.psur X.
b q
En intégrant cette inégalité, on obtient alors

P a 1 1
/|fg|d/ﬁ§/md,u—|—/md/¢:+:1‘
X x P x q P q

Par ailleurs, I'inégalité (3.2.3) est évidente si | f|, = 0 ou |g|, = 0. Si |f], >0
et |g|g > 01inégalité (3.2.3) découle du cas particulier appliqué aux fonctions

7



f=f/Iflpet g" = g/llgllq qui vérifient | f'||, = ||lg'[l; = 1. En examinant le
cas d’égalité dans I'inégalité (3.2.4) on en déduit qu'’il ya égalité dans (3.2.3)
ssi |[f'|P = |¢'|9u—p.p. sur X, ce qui correspond & la condition donnée. »
Le cas particulier o p = 2 et ¢ = 2 est classique.

Corollary 3.3 (Inégalité de Cauchy Schwarz). Soit f,g € L& (X, T,pu),
alors fg € LKY(X, T, p) et

Jisaian = ([ 1r2) ([ 192) "

C’est un cas particulier de I'inégalté de Cauchy Schwarz bien connue associée
une forme bilinéaire symétrique ou hermitienne positive. En effet I'inégalité
de Holder implique que l'application L& (X, 7,u) > (f,g9) — [ fgdu est
une forme bilinéaire symétrique lorsque K = R (resp. hermitienne lorsque
K = C) et positive sur le K—espace vectoriel L2(X, T, u1).

3.3 Inégalité de Minkowski

Nous savons que pour tout exposant 0 < p < oo, LE(X,T,u) est un
K—espace vectoriel. Nous allons montrer que ||.||, est une norme sur I’espace
LY (X, 7T, p) pour 1 < p < .

Theorem 3.4 (Inégalité de Minkowski). Soit 1 <p < +oo et f,g: X —
K des fonctions mesurables, alors on a

1+ gl < [1fllp + [lgllp-

Démonstration: Sip =1 c’est évident. Si p = 400, on a |f| < || f|lecctt—p-p-
sur X et [g] < ||glloopt—p-p- sur X de sorte que |f+g| < || f]loo+9llcctt—P-P-
sur X et donc ||f + gllec < [[flloc + [19]lc-

Supposons maintenant que 1 < p < 4o00. Comme l'inégalité est triviale si

|lf + gll, = 0, on peut supposer que ||f + g||, # 0. Alors

/\f+mmm - /)f+mwﬂf+gwu
X X

IN

/‘f+gw1vuu+/ﬂf+gvlwwu
X X

En appliquant sucessivement 1’inégalité de H'older & | f+g[P~! avec 'exposant
q et f avec 'exposant p, puis g avec ’exposant p, on obtient

1f +gly < I1f + a5 (U fllp + lgllp),

ce qui prouve 'inégalité voulue. »



Corollary 3.5 Pour tout ezposant 1 < p < +o0, la fonction ||.||, définit
une K—norme sur le K—espace vectoriel L (X, T, p).

Démonstration: Supposons d’abord que p = +o00. Alors si f,g € Ly, des
fonctions a valeurs finies, alors on a |f| < || f|lco #—p-p. sur X et |g| < [|9]|oo
pu—p.p. sur X et donc |f + g| < || flloo + ||g]lcc p—p-p. sur X. Il en résulte
que f+g € LY et que ||f + glloc < [[flloo + [|9]loc. Comme ||Af]|oe pour
tout scalaire A et tout f € L, il en résulte immédiatement que L5 est un
espace vectoriel et que ||.[[oc est une norme sur Lg°.

Supposons maintenant que 1 < p < +o00. L’inégalité de Minkowski montre
que L%(X , 7, 1) est un espace vectotiel réel et méme complexe si K = C et
que ||.||, vérifie I'inégalité triangulaire. Les autres propriétés étant évidentes,
il en résulte que |||, est une norme sur LE (X, 7, u). »

Example 3.6 Soit A un ensemble infini muni de la mesure de comptage c
définie sur la tribu P(A). On sait que dans ce cas toute fonctionu : A — K
est mesurable et l'on a pour 0 < p < 00,

/ uPde = 3 Jual?
A

Dans ce cas LE (A, P(A),c) nest autre que Uespace des familles de nom-
bres réels ou complezes indéxées par A qui sont de puissance p*™ absolu-
ment sommable que lon note habituellement £ (A). On obtient dans ce cas
Uinégalité de Minkowski discréte bien connue: pour u,v € i (A),

(Z e, + \) " < (Z rua|p) " + (Z w) l/p.

a€cA aEA acA

3.4 Le théoréme de Riesz-Fischer

Nous allons démontrer le résultat fondamental suivant.

Theorem 3.7 Pour tout exposant 1 < p < 400, l'espace vectoriel normé
(L (X, T, ), ||.lp) est complet i.e. c’est un espace de Banach.

Ce théoeme a déja été démontré dans le cas p = 1. Pour 1 < p < 400, on
procede de la méme fagon en utilisant le résultat suivant.

Proposition 3.8 Soit (f,)nen une suite d’éléments de L5.(1 < p < +00
telle que Y, <o | fnllp < +00. Alors la série de fonctions Y, < fn converge
p—p.p. sur X et dans Lk.



Démonstration: Pour n € N* fixé, d’apres I'inégalité de Minkowski, on a

n n —+00
1D 1 fallle <D W alls < D I fallp:
k=0 k=0 k=0

Il en résulte par le théoreme de la convergence monotone que
+00 1/p ~+00
([ 1mabrdn) ™ <3l < +oc.
X k=0 k=0

. . . . —+o00 p . 7
Ce qui signifie que la fonction (> ;% |fn]) est p—intégrable sur X donc

finie p—p.p. sur X. Si g est la somme de la série (Z;ZOB fx, la fonction g est
alors définie y—p.p. sur X et définit un élément de LP. De plus g—> ., fi =

+
stzojz-yl Jr et

+oo +oo
Y Fillo < D Ikl
k=n+1 k=n+1

qui tend vers 0 avec 1/n, ce qui prouve la convergence de la série ), fx
dans LP. » -
Démonstration du théoreme: Soit Soit f,, une suite de Cauchy dans L (X, T, u).
on peut trouver une suite strictement croissante d’entiers (ny) telle que

(3.4.1) | fr = fmllp < 27571 Vk € N,Vn > m > ny,.

On définit une suite de fonctions mesurables g en posant go := fp,, ..., gk :=
Joiir — Jp, POUr k > 0. D’apres I'inégalité (3.4.1), en posant G := Z;V:O l9;]
et en appliquant I'inégalité de Minkowski on obtient 'inégalité suivante:

N N
G, <D lgilly < D277 <1,
J=0 j=0

Il en résulte que la fonction g est u—intégrable sur X et que la série de
fonctions Z;;Og g; converge u—p.p. sur X vers une fonction p—intégrable
f € LA(X,T,u). Comme f, = (Zf:o gi) pour tout k, il en résulte que
la suite f,, p—presque partout vers f sur X et que |fp,| < g pour tout
k € N. D’apres le théoréeme de la convergence dominée, il en résulte que la
suite (fp,) converge vers f dans L& (X, 7, u). Ainsi la suite (F,),>0 est une
suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente dans ’espace normé
L (X, T, u). Il en résulte facilement que la suite elle-méme est convergente.
>

Un cas particlier important est celui ou p = 2. Dans ce cas, la norme

|.]|2 est associée & un produit scalaire. En effet, si f,g € L& (X, 7T, u) d’apres
I'inégalité de Holder, la fonction fg est intégrable sur X. On pose alors

(fl9) = /X fgdu.

10



Il est clair que l'on définit ainsi un produit scalaire réel ou hermitien sur
L%(X , T, 1) selon que K = R ou K = C dont la norme associée est précisément
5 |l2. L’espace LZ (X, 7T, ) est donc un espace de Hilbert.

Le résultat suivant est fondamental.

Proposition 3.9 Soit p > 1 et g € LL(X,7T,p), ot 1 < g < +oo est
Uezposant conjugué de p. Alors Uapplication ® = @y : LY (X, T, pu) > f —
[x fgdu est une forme linéaire continue sur LE (X, T, p) de norme |gllq.
Autrement dit

lgllq = sup{] /X fgdp: 11l = 13-

Pour p=1 (donc q = +o0), le résultat reste vrai si p est o—finie.

Démonstration: L’inégalité de Holder exprime précisément que ® est une
forme linéaire continue sur L% (X, 7, 1) de norme < ||g||g. On peut supposer
que ||g||q # 0. Pour démontrer I’égalité, on désigne par s la fonction définie
par s(t) := |t|/t sit # 0 et s(0) = 0. Alors s est une fonction borelienne
de C dans C telle que s(t)t = |t| et donc la fonction s(g) est mesurable sur
X et s(g)g = |g| sur X. Alors la fonction h := s(g)g est dans P, puisque

|h[P = |g|? € L1, Par suite ||h[|, = [|g|}/? et I'on a

lolle = /X S(9)lgl* g = ()| < @] [H]

ce qui prouve que que || @[ > [lg|¢A],* = gll§~ " = lglly-

Sip = oo, ona |®(s(g) = [y|gldu, ce qui entraine immédiatement le
révsultat. Pour traiter le cas p = 1, observons que pour tout € > 0 assez
petit, ensemble A := {z € X;|g(z)| > ||g|lcc — €} est de mesure pu(A) > 0.
Comme g est o—finie il existe une suite croissante (X,),>0 d’ensembles
mesurables telle que X = Up>0X, et pu(X,) < 400 pour tout n € N.
Alors p(A) = limy,— 400 u(X N A), ce qui prouve qu’il existe n > 1 tel que
w(AN X,) > 0. Ainsi B := AN X,, est un ensemble mesurable tel que
0 < u(B) < +oo et |g| > ||g]|lcc — € sur B. Par conséquent

1(B)([[glloe —€) < /B lgldp = @(s(g)xB) < [|®[|u(B),

ce qui prouve que ||| > [|g|loc — € et comme € > 0 est arbitrairement petit,
on en dévduit que || ®]| > ||g||co, ce qui prouve le révsultat voulue. »

Si ¢ = 2, on sait d’apres le théoreme de Riesz-Fischer que toute forme
linévaire sur L2 est de la forme ®, pour un certain g € L2.

On démontre que ce résultat est encore valable pour 1 < ¢ < 4o0.
Autrement dit que LY 5 g — ®, € (L) est un isomorphisme isométrique
de L7 sur I’espace dual (L?)’ de I’espace LP, d’oti la terminologie d’exposant
conjugué.
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Remarque: Si 0 < p < 1, espace vectoriel Ly (X, 7T, p) peut étre muni
d’une structure d’espace métrique complet en posant pour f, g € LE (X, T, n)

dp(f,9) :Z/X\f—glpdu.

L’inégalité élémentaire (a + b)? < aP + bP sur RT montre que d, satis-
fait & linégalité triangulaire et donc d,, est une distance sur LE (X, 7, p)
qui est en plus invariante par translation et absoluement homogene de
degré p ie. dy(f,9) = dp(f — 9,0) et dy(cf,cg) = |c[Pd,(f,g) pour tout
[g e LE(X,T,p) et ce K. »

4 Densité et continuité dans L”

Pour terminer nous allons démontrer un théoréme de densité qui est tres
utile dans la pratique. Obsrvons que pour une fonction étagée ¢ sur X, 7)
on a |p|P est intégrable si et seulement si ¢ est intégrable. Autrement dit
Ex(X, T, pn) = E&(X,T,p) N LE(X, T, p)) pour tout p > 0.

Proposition 4.1 Soit f € LE(X,T,u) (1 < p < o0). Alors il existe une
suite de fonctions de fonctions étagées (¢n) dans E(X, T, p) qui converge
vers f dans L (X, T, ).

On peut supposer f a valeurs finies. On sait que toute fonction fonction
mesurable positive est limite d’une suite croissante de fonctions étagées pos-
itives. Il en résulte qu’il existe une suite (p,) de fonctions étagées qui
converge vers f sur X et telle que |¢y| < |f] sur X. Alors |f — @, [P < 2P|f|P
sur X. D’apres le théoreme de la convergence dominée, on en déduit que la
suite () converge vers f dans LP. »

On va en déduire le théoreme d’approximation suivant.

Theorem 4.2 Soit X un espace localement compact et p une mesure de
Borel réguliére sur X. Alors pour tout 1 < p < oo, le sous espace Co(X;K)
des fonctions continues sur X a support compact est dense dans LE (X, T, ).

Démonstration: On se ramene au cas ou K = R. D’apres le résultat précédent
il suffit de montrer que si A € 7 est de mesure finie, la fonction x 4 est limite
au sens de P d’une suite d’éléments de Co(X;R). En effet soit ¢ > 0. La
mesure p étant réguliere par hypothese, il existe un compact K et un ouvert
O de X tels que K € A C O et p(O\ K) < eP. D’apres le théoreme de
Tietze-Uryshon, il existe une fonction ¢ continue a valeurs dans [0, 1] telle
que ¢ =1 sur K et ¢ =0 sur X \ O. Si X est métrisable on peut prendre
o(z) ==d(z; X \ 0)/(d(z; K) + d(z; X \ O)) pour xz € X. Il en résulte que
[xa — ¢l < xo\k sur X et donc |[xa — ¢, < p(O\ K)/P <e.»

Nous allons en déduire le résultat suivant.

12



Theorem 4.3 Soit f € LE (R™),1 < p < oo, alors

lim |f(z+h) — f(x)[Pdx = 0.
h—0 Jpm

Autrement dit lopérateur R™ > h —— 13, f € LP(R™) est continue.

Démonstration: Supposons d’abord que f = ¢ € Co(R™) et soit K le support
de ¢. Alors pour z € R™ et |h| < 1,0n a |p(z+h)—p(x) P < 2°|¢||5xK, (2),
ou K; := {x € R"™;d(z; K) < 1}. Comme ¢ est continue sur R™, elle est
uniformément continue sur le compact K et donc |7, — |P converge vers
0 uniformément sur K lorsque h tend vers 0, et par suite |17, — ¢|P tend
vers 0 dans L} (R™). Supposons maintenant que f € L& (R™) et soit € > 0.
Alors d’apres le théoreme de densité précédent, il existe ¢ € Co(R™) telle
que ||f —¢|lp, < e. Alors pour h € R™, on a

70 f = iy IS = mnllp + [Imnee = llp + [ = ¢llp

<
< 2+l — @llp-

Le résultat en découle d’apres le premier cas.
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