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Analyse de Fourier

1. Introduction

Il existe deux domaines de description du signal selon la nature de la variable

indépendante.

Le domaine temporel de la forme s(t) dans lequel la variable indépendante est le
temps. Il s'agit du domaine de discipline usuel des signaux. Dans ce domaine, de
représentation, le signal peut étre caractérisé par sa durée, sa période

fondamentale ou son amplitude.

Le domaine de fréquence de la forme S(f) dans lequel la variable indépendante
est la fréquence f dont la dimension est l'inverse du temps f= % Dans ce
domaine de représentation, le signal peut étre caractérisé par sa bande

passante, sa frégquence fondamentale ou sa phase.

Ces deux domaines de description du signal sont reliés entre eux par la
transformée de Fourier notée TF. Cette transformée joue un réle fondamental en

traitement du signal.
2. Rappel sur la série de Fourier

Tout signal périodique f(t) de période T peut étre développé en une somme de

fonctions sinusoidales de fréquence f multiple de la fréquence du signal fo= 1/T.
e Forme réelle

Si f(t) est périodique, elle peut se mettre sous la forme d'une somme de

fonctions sinusoidales

(00}
f(t) = ap + Z ap cos nwot + by sinnwyt

n=1
f(t) = ap + Yp=qa, cos n2mfyt + b, sin n 2mf,t
a, et b, sont les coefficients de la série de Fourier réelle, ils se calculent a partir
des relations suivantes

1

= E ) f(t) dt

g
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Analyse de Fourier

2

a, = ?f(T) f(t) cos 2mnf,t dt
2 .

b, = ?f(T) f(t) sin 2mnf,t dt

fo = 2 fréquence fondamentale
T

aop : valeur moyenne ou composante continue

La représentation des a, et b, en fonction de fg s’appelle spectre de f(t) ; c’est un

spectre discret (un ensemble de raies).
Remarque

> Si f(t) est paire : les coefficients b, = 0 ;

» Sif(t) est impaire : les coefficients ag = an =0 ;

¢ Forme complexe

En utilisant la formule d’Euler, on obtient la forme complexe

f(t) — Z Cn ejnwot — Z Cn ejnanot

n=-—oo n=-—oo
C, = %fm f(t) e n2mhot 4t = coefficient de Fourier.
Co= %fm f(t) dt = valeur moyenne du signal.

En posant C,, = C(nf,), on obtient le spectre de fréquence qui est une grandeur en

général complexe. Ce spectre peut se décomposer en

» Un spectre d’amplitude | C(nf,) |
» Un spectre de phase ¢(nf,)

Ce spectre C(nfy) = | C(nf,) | e/#™f0) est composé de raies ; il s'agit d’un spectre

discret.
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Exemple :

soit le signal s(t) de période T, défini sur [0, T/2] par

efo T/,]

€ [T/4 T/z]

s(t) est paire, by = 0.

ot

s(t) =

I
—+

f(t) = %A Z;’f’zl% cosnwyt

3. Transformée de Fourier

Soit f(t) un signal déterministe, sa transformée de Fourier est

F(w) = f f(t) e®tdt ou F(f) = f f(t) e 12t gt

La transformée de Fourier inverse

+00

f(t) = % f F(w) e“tdw ou f(t) = f F(f) 2™t df

— 00

Exemples :

TFde Pr(t)=?7 0d(t)=7?

F(w) = ijT 1.e 19t dt = 2T sincwT Pr(t) T(—li 2TsincwT
+00 . TF
Flw) = [ o(®e ®tdt =1 ) « 1

Le tableau suivant contient les transformées de Fourier les plus utilisées
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x(t) X(w) x(t) X(w)
a(t) 1 el a>0 _la
a? + w?
a(t—ty) e Jot 1 el
aZ +t2
1 210 (w) ema | a>0 n —‘:—2
e
eloto 2md(w — wgp) P () 2a sinw—a
wa
1 at
u(t) — + 18(w) sin— fa(@)
jo mt
- 1 z
U(-t) —— + T8(w) sgnt —
jo J@
—at 1
e 2U(t),a>0 _ Qr (V) T sincz(w—)
a+jw 2
te U (t),a > 0 1 < N
PR Z at—kT) | wo Z 3(w — kwo)
k=—o0 fe=—o0

Tableau 1.1 : Transformées de Fourier usuelles
Propriétés de la transformée de Fourier

On suppose que f(t) est complexe de la forme f(t) = fi1(t) + jf2(t)

Donc F(w) = R(w) + jX(w) = |A(w)|e/®

|A(w)| : Spectre d’amplitude de f(t). [A(w)| = yR(w)? + X(w)?
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X(w)

¢(w) : Spectre de phase de f(t) = arg F(w) = arctg( R(o)

A%(w): Spectre d’énergie de f(t).

- Linéarité
TF TF
fi() o Fi(w) et f(t) © Fy(w)
TF
a1 fi(®) + a1 fi(®) + - apfn(w) + © a1 F(w) + a1 F(w) + - + ayFr(w)
- Symétrie
TF TF
si f(t) & F(w); alors F(t) « 2nf(—w)
- Translation temporelle
TF _ TF .
si f(t) & F(w); alors f(t ¥t5) & F(w)eM®t
- Translation fréquentielle
TF _TF
si f(t) © F(w); alors f(t)e/?t & F(w— w,)
- Changement d’échelle
) TF TF 1 o
si f(t) & F(w); alors f(wa.t) & ol F(;)
- Dérivation temporelle

. TF arfe) TF .
si f(t) & F(w); alors — ¢ ()" F(w)

- Dérivation fréquentielle

. TF . TF @nF(w
si f(t) & F(w); alors (—jt)™f(t) &

Théoreme de Parseval

+ oo

J I£(t)[2dt = % fIF(u))Izdu)

— 00

L'énergie dans le domaine temporel est égale a I'énergie dans le domaine

fréquentiel.
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4. Transformée de Fourier d’un signal périodique

Un signal périodique peut étre considéré comme la répétition cyclique d’un signal
élémentaire d'une période. Il peut donc étre développé en série de Fourier

complexe.
La série de Fourier complexe est de la forme : f(t) = 3%, C, e"®t ;= 2nf,
_ 1 T/Z —jnwot
Cp = = [_12 f(t) enwot gt
T/
Cherchons sa TF
Flw) = TR{A()} = [*7f) eTo0 de= [*7[S*2C, eMoo] eTotdt
=21 313 CL0(w — nwy)

s o 1
C, est calculé sur une période : C, = = Fo(nwg)

F(w) = 0o Y Fonwo) 8(w — neo)

— 00

Exemple

Soit le signal périodigue suivant : c’est un train d’impulsions rectangulaires.

Af(t)

1

-a +a

F(w) = w Z_OOFO(H‘DO) 8(w — nwo)
fo() = P,() = Fo(w) = 2asinc (wa)
Cy =% Fo(nwy) = ZT—a sinc(nwga)

4am too
F(w) = - z sinc(nwga) 6(w — nwg)
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On obtient un signal enveloppe et un signal enveloppé. Le spectre du train
d'impulsions rectangulaires enveloppe le peigne de Dirac. Le signal enveloppé a

la plus petite période c'est-a-dire la plus grande fréquence.
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