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Transformée de Laplace

1. Introduction

La transformée de Laplace (TL) est un outil mathématique qui se préte a
résoudre les équations différentielles dés que le systeme étudié devient
complexe c'est-a-dire lorsqu’il s’agit d’équations différentielles d’ordre assez

élevé. Cette méthode de calcul est souvent appelé calcul opérationnel.
2. Définition

Soit f(t) une fonction du temps.
Soit p une variable complexe : p= a+jw

On appelle TL, la fonction de la variable complexe notée F(p) telle que

[ee]

F(p) = L{f()} = j f(t) e"Ptdt

0

F(p) est appelée l'image de f(t). L'existence de F(p) suppose que lintégrale
converge. De maniére réciproque, il existe une transformation inverse qui permet

de retrouver f(t) a partir de F(p)

o+jw

1
0 = 17 FO)) = 7 j F(p) eP dp

oa—jw
f(t) est dite transformée inverse ou originale de F(p).
Exemples

Soit a déterminer la TL des fonctions suivantes

L) =01); LO=UL,; =%

L{o(D} = f (e Ptdt= e PYt=0=1
0

o)

-1
L{U(D} = f l.e Ptdt = ?e‘pt =
0

1
p
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Transformée de Laplace

L{e%} = f e e Ptdt =
0

—1 e—(a+p)t — 1
p+a p+ta

Le tableau suivant donne la liste des TL des fonctions les plus utilisées

f(t) F(p) f(t) F(p)
a(t) 1 tZ e—at 2
(p+a)®
1 p
u(t) 5 coswt Tt
1 : ®
t 0 sinwt % + 2
n n! —at p+a
t e e "rcoswt Pt tw?
—at 1 i - ®
€ p+a sinwt (p +2a)? + w?
te—at 1
(p+a)?

Figure2.1 : Transformée de Laplace des fonctions usuelles
3. Propriétés de la TL
- Unicité

Y TL -
a f(t) = F(p) unique

1

TL™
a F(p) — f(t) unique
- Linéarité
L{af; () + b (0} = a L{f; (D} + b L{f,()} = aF1(p) + b F,(p)

Exemples

—t_ -2ty — -y _qfe-2ty — 3 _ _1
L{3e e “}=3L{e7"} - L{e }—P+1 s
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Transformée de Laplace

2 _ -ty _ 21 _ -ty _ 4 2 _ p 1
L{4t* — 3cos2t + 5e7'} = 4 L{t“} — 3 L{cos2t} + 5 L{e™'} = 4. >3 3.P2 — 1 5.P+ -
- Changement d’échelle
TL 4 P
flat) = =F@
Exemples
. _ 1 1 25
L{Sln5t} — (§)2+1 T p2435
31 1 _ 1
L™} = 3 §+1_ P+3
- Translation
TL
f(t =) > F(ple®
TL
f)e’ > F( —b)
Exemple
, TL 1
_ 2t
f(t) = sint et - T
- Dérivation temporelle
_ df()) _ _
pour n=1 L{T} = PF(P) — f(0)
d2f(t l;
pour n = 2 L{ e )} = P2F(P) — Pf(0) — f'(0)
dnf(t) _y dk1
pour n L{T} = PUF(P) — Zi, P K S £(0)

Les f™(0) représentent les conditions initiales.
Exemple

Déterminer la TL de la dérivée de la fonction f(t) = e™®

—a

L{f' ()} = PF(P) — f(0) = —— —1 = —=

P —
P+a ~ P+a
- Dérivation fréquentielle

_ nisn

- Intégration

F®)
P

L{J; f(t)dt} =
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Transformée de Laplace

Remarque

Si les conditions initiales sont nulles
- Dériver dans le domaine temporel, revient a multiplier par P dans le
domaine de Laplace.
- Intégrer dans le domaine temporel, revient a diviser par P dans le

domaine de Laplace.
- Théoreme de la valeur initiale
f(0) = limgo f(t) = limp_,o, PF(P)

Exemple

TL 4
_ -3t
f) = e = Pr3

— 1 -3t _ 7 P _
f(0) = lim;ge™" = limp_, v 1

- Théoréme de la valeur finale
f () = lime,q f(t) = limp_,o PF(P)
Exemple

1 1

P+1  P(P+1)

TL
fO=(@Q-e" - Fp) =

1
P

f(e) = lim((1~ et = lim P 1

o P(P+1)
Convolution
L{f(t) ® g(©} = F(p).G(p)
4. TL d’une fonction périodique
f(t) est une fonction périodique pour t > 0.
f(6) = X2 6y (t—nT) = fy(0) + fo(t = T) + fy(t— 2T) + - + fo(t — nT) =

F(P) = Fy(P) + Fy(P) e PT + Fy(P)e 2PT + - Fy(P)e™™T = F,(P)[1+ e PT +

e—ZPT + - e—nPT] — FO(P) 280 e—nPT
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Transformée de Laplace

PT — __ 1

Y e "PT = suite géométrique de raison e~ 1-ePT

FoP) [ fo(De PT dt
1—ePT  ~ 1— Pl

F(P) =

Exemple

__ ( sint 0<t<m
f(t)_{o <t <2m

1
F(p) - ( 1+ PZ)( 1— e—Pn)
5. Calcul de la transformée inverse

On se place dans le cas ou F(p) est une fraction rationnelle dont le degré du

numérateur est inférieur ou égal a celui du dénominateur

F(P) = % d(N(P)) < d’(D(P)).

On cherche les zéros (racines du numérateur) et les pbles (racines du

dénominateur) de fagon a écrire F(P) sous la forme

_ (P=Z)(P -Z)..(P— Zp)
F(P) = (P—P1)(P - P2)..(P — Pp)

Z., représentent les zéros du numérateur.
P, représentent les péles du dénominateur.
< Cas ou les poles sont simples

N(P)
P-P)P-Py)..(P-Pp)

F(P) =

On peut alors écrire F(P) sous la forme

n

A Ay Ag Ay
- + o —
LP-P) (P—P) (P-P) P - P

F(P) =

Les coefficients Ak sont appelés résidus des poles Py

Ay = (P=PYF(P)|P_ .

Exemple
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Transformée de Laplace

_ P+1 P+1 A A,
F(P) = P2 +5P+6  (P+2)(P+3) (P +2)+ (P +3)
A, = (P+2)F(P)|P —P+1— 1=4A4
1= ( )()|=—2—P—+3— = A
A, = (P+ 3)F(P)|P. —P+1—2—A
2= ( )()|=—3—P—+2— = A,

_ _~1 2 L™ _ -2t -3t
F(P) = (P+2)+ T3 f(t)y = —e '+ 2e

< Cas ou les poles sont multiples

D(P) de F(P) posséde des pbles simples et des pdles multiples Pi d’ordre s

O O S
F(P) = ;(P—P@ * kZl(P— PO

1 ds—k
= 5o { oo [(P = B FP)IP-p,
Exemple
_ 1 _ A ve G A G G
E(P) = P(P+2)2 P + Zk:l(P+2)2 p T iz (P +2)?
P+1) 1

Ay = PF(P)Ip=o = Py 1

C = d%) [(P+2)2F(p)lp=—p = ;_zl]Pz—z _ 1

Co= (P+2)" F(P)p-z =

1 1 1 TL™?!

1
F(P) = AP+2 1 2 P+2)7

11
4P

% Cas ou les poles sont complexes

f(t) = Z -

1 1

-2t -2t
“e2t 4 ¢
4 © 2 ¢

Si le dénominateur de F(P) admet des racines complexes, la méthode consiste a

écrire D(P) sous la forme (P + a)? + w?. La décomposition de F(P) sera :
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Transformée de Laplace

aP + B
F(P) =
(P) (P+2a)? + w?
Exemples
X(P) 1 A+BP+C 11 1 P 1L ® 1 1 3t
—_ = - - —_—_—m - —_——_— = —_-——
P(P2+9) P P2+9 9P 9P2Z+9 9~ 9
1 AP+B CP+D -1 3 3 2 TL!
-Y(P) = =

(P2+9)(P2+4)= P2+4Jr P24+9 ?P2+9Jr 5x2 P2 4+ 4

-1 3
x(t) = ?sinSt + 1—Osin2t

6. Application de la TL a la résolution d’équations

différentielles a coefficients constants

Pour résoudre les équations différentielles par TL, on procede de la fagon

suivante

Ecriture de la TL des deux membres de I’équation en utilisant le tableau
des transformées ainsi que les propriétés de la TL.
Décomposition de la fonction obtenue.

Déduction de la fonction du temps.

Exemples

1)

dx(t)
dt

+ 3x(t) = e 2t etx(0) = 0.

L[EO 4 3x(0)] = Lle™ | = PX(P) - x(0) + 3X(P) = -

P+2
A N A, 1 1
(P+2)(P+3) P+2 P+3 P+2 P+3

X(t) — e—2t _ e—3t

X(P) =

2
2) dd)gt) -3 dz(tt) +2x(t) = 4e* avecx(0) = -3 etx'(0) = 5.
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Transformée de Laplace

d2x(t) _3 dx(t)

L[ dt2 dt

+ 2x(0)] = L[4e?]

P2X(P) — Px(0) — x'(0) — 3[PX(P) — x(0)] + 2X(P) = _*

P—-2
—3P% +20P — 24 A C; C,
X(P) = = + +
(P-2)2P-1 P—1 P-2 (P—-2)?
-7 4 4

= t) = —7e' + 4e® + 4te?t

P—1+P—2+(P—2)2 x(t) e e e
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