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1. Introduction 

La transformée de Laplace (TL) est un outil mathématique qui se prête à 

résoudre les équations différentielles dès que le système étudié devient 

complexe c'est-à-dire lorsqu’il s’agit d’équations différentielles d’ordre assez 

élevé. Cette méthode de calcul est souvent appelé calcul opérationnel. 

2. Définition 

Soit f(t) une fonction du temps. 

Soit p une variable complexe :          

On appelle TL, la fonction de la variable complexe notée F(p) telle que  

 ( )   * ( )+   ∫  ( )        

 

 

 

F(p) est appelée l’image de f(t). L’existence de F(p) suppose que l’intégrale 

converge. De manière réciproque, il existe une transformation inverse qui permet 

de retrouver f(t) à partir de F(p)  

 ( )       * ( )+   
 

   
 ∫  ( )      

    

    

 

f(t) est dite transformée inverse ou originale de F(p). 

Exemples   

Soit à déterminer la TL des fonctions suivantes  

  ( )    ( ) ;      ( )    ( ) ;      ( )    
        

 * ( )+    ∫  ( )             |     

 

 

 

 * ( )+    ∫            
  

 
    |  

 

 

 

 

 



Transformée de Laplace 

 

 H.Merdjana 
Page   3 

 
  

 *    +    ∫              
  

   
  (   ) |  

 

   

 

 

 

Le tableau suivant donne la liste des TL des fonctions les plus utilisées 

 

f(t)                                             F(p) f(t)                                              F(p) 

 ( )                                          1                                            
 

(   ) 
 

U(t)                                   
 

 
                                      

 

       
 

t                                       
 

  
                                         

 

       
 

                                       
  

    
                                    

     

(    )      
 

                                       
 

   
                                       

 

(     )      
 

                                      
 

(   ) 
  

 

Figure2.1 : Transformée de Laplace des fonctions usuelles 

3. Propriétés de la TL  

- Unicité     

             à f(t) 
  
→  F(p) unique 

             à F(p) 
    

→   f(t) unique 

- Linéarité   

                   *    ( )      ( )+     *  ( )+     *  ( )+      ( )      ( ) 

Exemples   

     *           +     *   +   *    +   
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     *               +     *  +     *     +     *   +    
 

  
   

 

      
   

 

      
 

- Changement d’échelle  

                     (   )   
  
→  

 

| |
  (

 

 
) 

   Exemples   

                         *     +   
 

 
 

 

(
 

 
)    

  
  

     
 

                        *    +   
 

 
 
 
 

 
  
  

 

     
 

- Translation  

                       (   )
  
→  ( )      

                       ( )   
  
→  (   ) 

    Exemple  

                          ( )           
  
→  

 

(   )   
 

- Dérivation temporelle    

                                      {
  ( )

  
}     ( )   ( ) 

                                      {
   ( )

   
}      ( )    ( )     ( ) 

                                             {
   ( )

   
}       ( )  ∑     

    

     
 
    ( ) 

Les   ( )( ) représentent les conditions initiales. 

Exemple  

Déterminer la TL de la dérivée de la fonction  ( )        

              *  ( )+    ( )   ( )  
 

   
    

  

   
  

- Dérivation fréquentielle          

                (  )      ( )
  
→  

   ( )

   
 

- Intégration   

                 *∫  ( )  +   
 ( )
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Remarque   

Si les conditions initiales sont nulles 

- Dériver dans le domaine temporel, revient à multiplier par P dans le 

domaine de Laplace. 

- Intégrer dans le domaine temporel, revient à diviser par P dans le 

domaine de Laplace. 

- Théorème de la valeur initiale  

                ( )          ( )          ( ) 

Exemple   

                   ( )        
  
→  

 

   
 

                 ( )          
            

 

    
   

- Théorème de la valeur finale  

             ( )          ( )          ( ) 

Exemple  

                 ( )   (      ) 
  
→   ( )   

 

 
 

 

   
  

 

 (   )
 

                       ( )      
   

((      )     
   

 
 

 (   )
   

Convolution   

                           *  ( )  ( )+ = F(p).G(p) 

4. TL d’une fonction périodique 

f(t) est une fonction périodique pour       

 ( )   ∑   (    )     ( )     (   )     (    )      (    )
 
  

  
→  

F( )     ( )     ( )  
       ( ) 

        ( ) 
        ( ),      

    

                - =    ( ) ∑       
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∑       
   suite géométrique de raison       = 

 

       
 

                      ( )   
  ( )

       
  
∫   ( ) 

      
 

 

       
 

Exemple   

                ( )   {
                    
                       

 

                 ( )   
 

(       )(        )
 

5.  Calcul de la transformée inverse 

On se place dans le cas ou F(p) est une fraction rationnelle dont le degré du 

numérateur est inférieur ou égal à celui du dénominateur  

      ( )   
 ( )

 ( )
          ( ( ))     ( ( ))    

On cherche les zéros (racines du numérateur) et les pôles (racines du 

dénominateur) de façon à écrire F(P) sous la forme  

                        ( )   
(      )(      ) (      )

(      )(      ) (      )
      

Zm représentent les zéros du numérateur. 

Pn représentent les pôles du dénominateur. 

 Cas ou les pôles sont simples 

              ( )   
 ( )

(      )(      ) (      )
 

On peut alors écrire F(P) sous la forme 

 ( )   ∑
  

(    )

 

   

   
  

(      )
  

  
(      )

    
  

(      )
  

Les coefficients Ak sont appelés résidus des pôles Pk 

    (    ) ( )|        

Exemple  



Transformée de Laplace 

 

 H.Merdjana 
Page   7 

 
  

  ( )   
     

         
   

      

(   )(    )
  

  

(    )
  

  

(    )
  

    (   ) ( )|       
   

   
         

    (   ) ( )|       
   

   
        

 ( )   
  

(    )
  

 

(    )
  
    

→     ( )                  

 

 Cas ou les pôles sont multiples 

D(P) de F(P) possède des pôles simples et des pôles multiples Pi d’ordre s 

 ( )   ∑
  

(    )

 

   

   ∑
  

(     ) 

 

   

 

    
 

(   ) 
 {
    

     
 ,(     )

    ( )+      

Exemple    

  ( )   
 

 (   ) 
  

  

 
  ∑

  

(     ) 
 
    = 

  

 
  

  

   
  

  

(     ) 
  

         ( )|     
(   )

(   ) 
   
 

 
 

      
 

  
 ,(   )   (  )-        

  

   
 -       

  

 
   

    (    )
   ( )-      

 

 
   

 ( )   
 

 
 
 

 
  
 

 
 
 

   
  
 

 
 

 

(   ) 
 
    

→    ( )   
 

 
  
 

 
     

 

 
      

 

 Cas ou les pôles sont complexes 

Si le dénominateur de F(P) admet des racines complexes, la méthode consiste à 

écrire D(P) sous la forme (   )    . La décomposition de F(P) sera : 
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 ( )   
    

(   )    
 

Exemples   

  ( )  
 

 (    )
  
 

 
  
    

    
  
 

 
 
 

 
  
 

 
 
 

    
 
    

→    ( )   
 

 
  
 

 
      

 

  ( )  
 

(    )(    )
  
    

    
  
    

    
  
  

 
 
 

    
  

 

   
 
 

    
 
    

→   

  ( )   
  

 
       

 

  
      

 

6. Application  de la TL à la résolution d’équations 
différentielles à coefficients constants 

 

Pour résoudre les équations différentielles par TL, on procède de la façon 

suivante 

- Ecriture de la TL des deux membres de l’équation en utilisant le tableau 

des transformées ainsi que les propriétés de la TL. 

- Décomposition de la fonction obtenue. 

- Déduction de la fonction du temps. 

 

Exemples 

1)   
  ( )

  
   ( )             ( )       

  L[
  ( )

  
   ( )-   ,      -     ( )   ( )    ( )   

 

   
 

    ( )   
 

(   )(   )
  

  
   

  
  
   

  
 

   
  

 

   
 

    ( )              

 

 

2)   
   ( )

   
  

  ( )

  
   ( )                 ( )           ( )       
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          L[
   ( )

   
  

  ( )

  
   ( )-   ,    -  

                    ( )    ( )    ( )   ,  ( )   ( )-    ( )   
 

   
 

             ( )   
           

(   ) (   )
  

 

   
 

  
   

 
  

(   ) 

  
  

   
 

 

   
 

 

(   ) 
       ( )                   


